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AVERTISSEMENT. 


Comme  pour  le  premier  Volume,  nous  suivons  à  peu  près  dans 
le  Tome  H  l'ordre  chronologique.  Les  Mémoires  ici  reproduils 
vont  de  1858  à  1872;  nous  y  avons  joint  des  Notes  publiées  par 
Hermite  dans  différents  Ouvrages,  quelques  pages  de  son  Cours 
d'Analyse  de  TEcole  Polytechnique,  et  une  Lettre  à  M.  Tannery 
se  rapportant  aux  fonctions  modulaires. 

Il  m'est  agréable  d'offrir  à  M.  Henry  Bourget  mes  vifs  remer- 
ciments  pour  le  concours  très  précieux  qu'il  m'a  apporté  dans  la 
revision  du  texte  et  dans  la  correction  des  épreuves.  Tous  les 
calculs  ont  été  refaits  ou  au  moins  indirectement  contrôlés  par  lui. 
Il  y  a  eu  là,  pour  certains  Mémoires,  en  particulier  pour  les  études 
relatives  à  l'équation  modulaire  et  à  l'équation  du  cinquième  degré, 
un  travail  d'autant  plus  considérable  que  la  rédaction  d'Hermite, 
dans  les  questions  algébriques,  est  extrêmement  concise  et  laisse 
souvent  de  côté  des  intermédiaires.  A  la  suite  de  cette  revision,  il 
nous  a  paru  utile  de  faire  dans  le  texte  certaines  modifications  d'un 
caractère  surtout  numérique;  les  plus  importantes  d'entre  elles 
sont  signalées  dans  des  notes. 

J'adresse  aussi  tous  mes  remerciments  à  M.  Gauthier-Villars 
pour  les  soins  qu'il  donne  à  cette  édition.  Nous  sommes  heureux 
d'avoir  pu  placer  au  début  de  ce  Volume  un  portrait  d'Hermite, 
qui  le  représente  aux  environs  de  sa  cinquantième  année. 

Emile  PICARD. 
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A  TROIS  INDÉTEUMINÉES, 


Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées, 
st*  série,  t.  III,  i858,  p.  Sj. 


L'étude  des  fonctions  homogènes  du  troisième  degré  et  à  trois 
indéterminées  conduit  à  considérer  avec  une  forme  donnée  de  cette 
espèce  deux  systèmes  différents  de  fonctions  qui  s'en  déduisent,  et 
dont  je  rappellerai  en  premier  lieu  les  expressions.  Soit  pour  cela  U 
la  transformée  canonique  de   la    forme  proposée,   de   sorte   que 

Ton  ait 

U  =  .r'  -H  j^'  -+-  -3*  -h  6lxyz  ; 

le  premier  de  ces  systèmes  sera  celui  des  invariants  et  du  covariant 
cubique,  savoir  : 

S=— /-f  /♦, 
T  =  I  -  20/»— 8/S 
HIJ  =  li(x^^j^i^z^)^(i-h'il*)xyz. 
H.  -  II.  I 
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Le  second  système  sera  formé  des  deux  contrevarianls  ou  formes 
cubiques  adjointes,  savoir  : 

PU  =—l(x^-^y^-h  z^)  -^(—i-^  /il^)xrz, 

QU  =  (i  — io/»)(ar'-^^»-+-5»)  — 6/*(5-4-4/3)xj'3. 

J'omets  à  dessein  les  covariants  et  formes  adjointes  d'un  degré 
supérieur  au  troisième,  n'ayant  pas  à  m'en  occuper  ici,  et  j'observe 
seulement  que  les  combinaisons  linéaires 

aU-r-OpHU, 
6aPU-H     PQU, 

où  a  et  ^  sont  des  constantes  indéterminées,  représentent  encore, 
la  première  un  covariant  et  la  seconde  une  forme  adjointe  de  U. 
On  en  peut  conclure  que  les  invariants  du  quatrième  et  du  sixième 
ordre  de  ces  deux  fonctions,  que  nous  désignerons  avec  M.  Cayley 
de  celte  manière  : 

S(    aU    -4-6pnU), 

S((5aPU-t-    PQU), 

T(    aU    -4-6PHU), 

T(6aPU-+-    PQU), 

doivent  reproduire  des  combinaisons  rationnelles  des  invariants 
primitifs  S  et  T.  C'est  elFectivement  ce  que  ce  savant  géomètre 
a  mis  en  évidence  en  donnant  dans  les  Tables  qui  terminent  son 
troisième  Mémoire  sur  les  q nanties  les  expressions  complètement 
développées  de  ces  quatre  quantités.  En  chercliant  à  approfondir  la 
nature  de  ces  expressions,  j'ai  été  conduit  à  un  résultat  intéressant, 
non  seulement  parce  qu'il  en  montre  le  véritable  caractère,  mais 
parce  qu'il  donne  un  nouvel  exemple  de  cette  étroite  connexion 
entre  les  formes  cubiques  à  trois  indéterminées  et  les  formes  biqua- 
dratiques  binaires,  que  M.  Hesse  et  M.  Aronhold  ont  les  premiers 
signalée  dans  leurs  belles  recherches.  Mais  je  dois  rappeler  d'abord 
qu'en  représentant  une  forme  binaire  du  quatrième  degré  par 

y  =  aT*  -r-  1  bx^y  -h  6c3"*^* -h  4  dxy^ -\-  ey'*^ 
on  a,  pour  les  covariants   des   degrés  quatrième  et  sixième,  ces 
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expressions 

g  =  {ac  —  6*)a7^-+-  jL^ad —  bc)x^y  -\-  (ae  -h  lôd —  3c^)x^y^ 

-h  àibe  —  cd)xy^-+-  (ec  —  d'^)y''^ 
h=      {à^d — ^abc -\- xb*)x^ 

-h  (a*e  -h  labd  —  (jac*-!-  ^b^c)x^y 
-^{3ab€  —  i5acd-h  iob^d)x^y^ 

•+-  ( —  5  ade  -h  i  j  bce  —  i o  bd^  )x*y'' 
-+-( —  ae^—  ibde  -h  9c* e  —  Çicd^)xy* 
_l-  (—  be^-if  3cde  —  'j.d^)y^. 

Cela  posé,  je  considère  la  forme  biquadralique  suivante  en  a  et^, 

savoir  : 

/=av— 24Sa»^ï— 8TaP'— 48S«PS 

et  si  l'on  en  déduit,  d'après  les  formules  qui  viennent  d'être  rappor  • 
tées,  les  deux  covariants  «^  et /«,  on  aura  ces  formules  remarquables, 
savoir  : 

4 

T(aU-4-66HU;  =  -  -h, 
2 

64S»r«U-f-6pHU)-T«(aU-h6pHU)  =  (6iS»-T*)/». 
Soit  en  second  lieu 

/=  48Sa*-+-8Taip-96S2a2p«— 7.4TSap»-(T*-hj6S»j|âS 
on  obtiendra  d'une  manière  toute  semblable 
S(62PU-+-PQU)=--J^, 
T(6aPU-hPQU)=— i/<, 
64S»(6GtPU-+-[iQU)  — T^(6aPU^-SQU)  =  (64S»-'^)V'• 
Ces  deux  formes  /  du  quatrième  degré  que  nous  avons  employées 
successivement  ont  d'ailleurs  entre  elles  cette  liaison  singulière 
que,  si  l'on  désigne  par  A',  A',  A*'',  A'"  les  racines  de  l'équation 

x'^—i^Sx^'^HTx—  î8S*=o, 
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les  racines  de  Tautre  forme,  c'est-à-dire  de  Téquation 

48Sa-*-+-8Ta^3— 96S«^2_.j,.4TSx  — (T«-+-i6S=»)  =  o, 


seront 


4 


I  .       S       I  ,,      S       I  ,,      S       I  ,^      s 
i^-^r    4^'^^'    f'^T"    4*-^F 


Je  reviendrai  sur  ce  point  dans  un  prochain  travail,  où  je  me  pro- 
pose d'établir  entre  autres  choses  cetce  proposition  qu'il  en^isle 
toujours  une  substitution  linéaire  réelle  pour  réduire  toute 
forme  cubique  donnée  à  coefficients  réels  à  l'expression  canonique 

La  même  chose  n'a  pas  lieu,  comme  on  sait,  ni  pour  les  formes 
biquadratiques^  ni  pour  les  formes  cubiques  à  deux  indéterminées. 


SUR  LA  RÉSOLUTION 


L'ÉQUATION  DU  CINQUIÈME  DEGRÉ. 


Comptes  rendus  de  V  Académie  des  Sciences  y  t.  XLVI,  i858  (I),  p.  5o8. 


On  sait  que  réquation  générale  du  cinquième  degré  peut  être 

ramenée,  par  une  substitution  dont  les  coefficients  se  déterminent 

sans  employer  d'autres  irrationnalités  que  des  radicaux  carrés  et 

cubiques,  à  la  forme 

a?»  —  a?  —  a  =  o. 

Ce  résultat  remarquable,  dû  au  géomètre  anglais  M.  Jerrard,  est 
le  pas  le  plus  important  qui  ait  été  fait  dans  la  théorie  algébrique 
des  équations  du  cinquième  degré,  depuis  qu'Abel  a  démontré 
qu'il  était  impossible  de  les  résoudre  par  radicaux.  Cette  im- 
possibilité manifeste  en  effet  la  nécessité  d'introduire  quelque 
élément  analytique  nouveau  dans  la  recherche  de  la  solution,  et, 
à  ce  titre,  il  semble  naturel  de  prendre  comme  auxiliaire  les  ra- 
cines de  l'équation  si  simple  dont  nous  venons  de  parler.  Toute- 
fois, pour  légitimer  véritablement  son  emploi  comme  élément 
essentiel  de  la  résolution  de  l'équation  générale,  il  restait  à 
voir  si  cette  simplicité  de  forme  permettait  effectivement  d'ar- 
river à  quelque  notion  sur  la  nature  de  ses  racines,  de  manière 
à  saisir  ce  qu'il  y  a  de  propre  et  d'essentiel  dans  le  mode  d'exis- 
tence de  ces  quantités,  dont  on  ne  sait  jusqu'ici  rien  autre  chose, 
si  ce  n'est  qu'elles  ne  s'expriment  point  par  radicaux.  Or  il  est 
bien  remarquable  que  l'équation  de  M.  Jerrard  se  prête  avec  la 
plus  grande  facilité  à  cette  recherche,  et  soit  même,  dans  le  sens 
que  nous  allons  expliquer,  susceptible  d'une  véritable  résolution 
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analytique.  On  peut  en  effet  concevoir  la  cfuestion  de  la  résolu- 
lion  des  équations  algébriques  sous  un  point  de  vue  différent  de 
celui  qui  depuis  longtemps  a  été  indiqué  par  la  résolution  des 
équations  des  quatre  premiers  degrés,  et  auquel  on  s'est  surtout 
attaché.  Au  lieu  de  chercher  à  représenter  par  une  formule  radi- 
cale à  déterminations  multiples  le  système  des  racines  si  étroite- 
ment liées  entre  elles  lorsqu'on  les  considère  comme  fonctions 
des  coefficients,  on  peut,  ainsi  que  l'exemple  en  a  été  donné  dans 
le  troisième  degré,  chercher,  en  introduisant  des  variables  auxi- 
liaires, à  obtenir  les  racines  séparément  exprimées  par  autant  de 
fonctions  distinctes  et  uniformes  relatives  à  ces  nouvelles  variables. 
Dans  le  cas  dont  nous  venons  de  parler,  où  il  s'agit  de  l'équation 

X*—  ix  -h  '>.a  =  o, 

il  suffit,  comme  on  sait,  de  représenter  le  coefficient  a  par  le  sinus 
d'un  arc  a  pour  que  les  racines  se  séparent  en  ces  trois  fonctions 
bien  déterminées 

•2  sin  -,     asin — >      2  siq  r — • 

Or  c'est  un  fait  tout  semblable  que  nous  avons  à  exposer  relative- 
ment à  l'équation 

x^  —  X  —  a  =  o. 

Seulement,  au  lieu  des  sinus  ou  cosinus,  ce  sont  les  transcendantes 
elliptiques  qu'il  sera  nécessaire  d'introduire,  et  nous  allons  en 
premier  lieu  en  rappeler  les  définitions. 

Soient  K  et  K'  les  périodes  de  l'intégrale  elliptique 


v/i  —  k*  siii*^' 
c'est-à-dire 


/, 


d^ 


et 


q  =  e       ^\ 


la  racine  quatrième  du  module  et  de  son  complément  s'exprime 
au  moyen  de  q  par  ces  fonctions  dont  Jacobi  a  fait  la  découverte, 
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savoir  : 


Vk=^-^rç'rj:~',t-  =A-î/ç 


i-\-  g  —  q*  —  7* 


^    f lyn  Qim*-him 

j , 


^      ^  ^     i-+-7-i-<7»-»-ûr«-f-...  '^         ^ 


^     ^i/W«-4-J//l 


2  9-""'^ 


m  /7I /il '-+•/« 


^   iH- •>.7-+- jiy^-h  !»7'-^... 

•z  V  Y 

S^'-    ' 

*/p       1-7  -  7*-H7*--7'   -711—... 

= 

2  (-)"•.■•'""""" 

1  -H  7  —  q*  —q*  —  q''  —  q^^    T-  . . . 

,_7  — 73.^7. ^^io_... 

= 

y  (—  !)'«  qtm*-t-m 

I  -1-  7  -+-  7'  -1-  7*  -t-  7'*>  -f- . . . 

2  y""'*'" 

I  —  !>.7  -H  •>.  7^  —  >.  7"  -4-  >.7»«  -  .    . 

= 

2  (-')'"  9"" 

1  —  xq*  -h  •>. 7*  —  >.7'  *  -r-  27'*  — ... 

2  (-'>"*  9""' 

I  —  9.7*  -4-  •>.7'*  —  -27*»  -+-  -17'*  —  . . . 

= 

2(— ')"W""' 

1  -1-  2  7  -h   iq^  -h  '27'  H-  -27'*  —  .  .  . 

2."" 

En  posant 

7  =  e"^<^, 

nous  désignerons  ^k  par  »(to)  et  y/Ar'  par  ^ («*>).  Relativement  à 
cette  variable  w,  on  aura  ainsi  des  fonctions  affranchies  de  Tambi- 
guïté  qui  tient  au  facteur  y/^r,  et  dont  je  vais  en  peu  de  mots  indi- 
quer les  propriétés  fondamentales.  Elles  découlent  des  relations 
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suivantes,  dont  la  démonstration  est  iraraédiate,  savoir  : 

o"(w)-+-4'*(w)=  I, 


•1/(W  -+-!)  = 


4/(w)' 


On  en  déduit  que  ?("— J-")  6*^v(" — i"")  s'expriment  simple- 
ment en  <p(ci>)  et  ^(to),  a,  6,  c,  rf  étant  des  nombres  entiers  quel- 
conques assujettis  à  la  seule  condition 

ad  —  6c  =  I . 

Les  relations  auxquelles  on  parvient  de  la  sorte  ayant  une  grande 
in»portance,  non  seulement  pour  l'objet  que  nous  avons  présente- 
ment en  vue,  mais  pour  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  ses 
applications  à  l'arithmétique,  je  vais  les  indiquer  en  me  bornant, 
pour  abréger,  aux  valeurs  de  o  (- — j^j  •  J'observe  à  cet  effet  que 

la  congruence 

ad  —  bc  ^  \         (mod2) 

est  susceptible  de  six  solutions  distinctes  renfermées  dans  ce  Ta- 
bleau : 


■• 

1 

o 

o 

■ 

II. 

o 

1 

1 

o 

ni. 

ï 

o 

IV. 

' 

I 

o 

V. 

' 

o 

1 

■ 

VI. 

o 

1 

1 

1 
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et  d'où  résultent  autant  de  formes  différentes  pour  les  expressions 

î— •  Cela  pose,  nous  aurons  suivant  chacun  de  ces  six  cas  ces 

équations 

(  III  )  ©  (   >—    )  = ^  , 

(VI)  Jl±^)^^Jl^e-T^'r 

^  \a  -h  610/       ?(w; 

Nous  rappellerons  encore  cette  propriété  fondamentale,  qu'en 
désignant  par  n  un  nombre  premier  et  posant 

V  =  o(nw),        u  =  «p(ci)), 

i'  et  M  sont  liés  par  une  équation  de  degré  /i  +  i ,  qui  présente  ainsi 
un  type  nouveau  d'équations  algébriques  dont  les  racines  se  sé- 
parent analytiquement  par  l'introduction  d'une  nouvelle  variable. 
En  désignant,  en  effet,  par  e  un  nombre  qui  soit  i  ou  —  i ,  suivant 
que  2  est  résidu  ou  non-résidu  quadratique  par  rapport  à  /i,  les 
n  -h  I  racines  u  seront 

,        ,  /  w  -^  1 6  /Il  \ 

£ç(/ito)       et       ç( j> 

m  étant  un  nombre  entier  pris  suivant  le  module  /i  (*).  Mais,  sans 
insister  ici  sur  les  autres  propriétés  remarquables  des  équations 
modulaires,  je  m'attacherai  seulement  au  fait  si  important  annoncé 
par  Galois,  et  qui  consiste  en  ce  qu'elles  sont  susceptibles  d'un 


(')  La  déterminalion  de  e  a  clé  donnée  par  M.  Sohnkc  dans  un  excellent  tra- 
vail public  dans  le  Tome  16  du  Journal  de  Crelle  sous  le  titre  :  jEquationes 
modulares  pro  transformatione  functionum  ellipticarum. 
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abaissement  au  degré  inférieur  d'une  unité  dans  les  cas  de 

n  —  '},         /i  =  7         et         n  =  II. 

Bien  que  nous  ne  possédions  que  quelques  fragments  de  ses  tra- 
vaux sur  cette  question,  il  n'est  pas  difficile,  en  suivant  la  voie 
qu'il  a  ouverte,  de  retrouver  la  démonstration  de  cette  belle  pro- 
position; mais  on  n'arrive  ainsi  qu'à  s'assurer  de  la  possibilité  de 
la  réduction,  et  une  lacune  importante  restait  à  remplir  pour 
pousser  la  question  jusqu'à  son  dernier  terme  (*).  Après  des  ten- 
tatives qui  remontent  à  une  époque  déjà  éloignée,  j'ai  trouvé  que 
dans  le  cas  de  l'équation  modulaire  du  sixième  degré 

on  y  parvenait  aisément  en  considérant  la  fonction  suivante  : 

Efrectivemcnt,  les  quantités 

<l>(w),     *(to-hi6),     <ï»(to-+-2.i6),     <ï»(to-h3.i6),     *(w-h4.i6) 

sont  les  racines  d'une  équation  du  cinquième  degré  dont  les  coef- 
ficients contiennent  rationnellement  o(w),  savoir  : 

*5—  jt^.  5^  <l><p»( w )<};»«( to)  —  l'i  /5*?'*(^«>)'l'**(w)  l» -+-?•!«*>)]  =  o. 

Or  on  voit  qu'on  ramène  cette  équation  à  celle  de  M.  Jerrard  en 
faisant  simplement 

car  il  vient  par  là 

•/        i-h9*Cto) 


(*)  Postérieurement  à  mes  premières  recherches  restées  inédites,  mais  dont  les 
résultats  avaient  été  annoncés  {Œuvres  de  Jacobi,  t.  Il,  p.  349)«  ^^  géomètre 
italien  distingué,  M.  Betti,  a  publié  un  travail  sur  le  môme  sujet  dans  les  An- 
nales de  M.  Tortolini. 
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Donc,  il  ne  restera  plus,  pour  arriver  à  l'expression  des  racines  de 
Téquation 

x^  —  .r  —  a  =  o 

par  la  fonction  ^(co),  qu'à  déterminer  w  ou  plutôt «p((i))  parla  con- 
dition suivante  : 

Soit,  pour  simplifier, 

A         ^^"« 
A  =  a, 

1 

et  prenons  pour  inconnue  ®*(w)  ou  le  module  k  lui-même  de  l'in- 
tégrale elliptique;  on  parviendra  à  une  équation  du  quatrième 

degré    • 

A:*  -4-  AU»  H-  xk^  —  A»  A:  -M  =  o, 

qui  est  susceptible  d'une  solution  analytique  sous  le  point  de  vue 
précisément  où  nous  sommes  placé  en  ce  moment,  car,  en  faisant 

A-»  =  "'""' 

on  trouvera  ces  expressions  dea  racines 

,  a  a-f-'iTC  r  —  a  'iic  —  a 

A:  =  lang--»     taiig ,      taiij: — - — ,      tang • 

4  4  4  4 

Faisant  choix  de  Tune  d'elles  pour  module,  afin  d'en  déduire  la 
valeur  correspondante  de  w,  on  aura,  pour  les  racines  de  l'équa- 
tion de  M.  Jerrard,  ces  valeurs  de  x 

I  <l>(a))  I        4»(to-+-i6)  I        <l>((u-i- 2.i6) 

t/I<^    «p(u>)4;Mw)'  )/iy^^  o(w)4/*(w)'  y/^Ç^    <p(w)<!;*(a))  ' 

I       <l>(oj-+- 3.16}  I       *(wH-4.i6) 


C'est  donc  la  résolution  de  l'équation,  en  tant  que  les  racines  se 
trouvent  représentées  séparément  par  des  fonctions  uniformes. 
Quant  au  calcul  numérique,  la  convergence  extraordinaire  des 
séries  qui  figurent  au  numérateur  et  au  dénominateur  de  «p(w)  le 
rendra  très  court,  même  dans  le  cas  où  q  sera  imaginaire,  car  on 
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sait  que  son  module  peut  toujours  être  abaissé  au-dessous  de  la 

limite  e  ^*  =  o,o658.  On  peut  aussi  faire  le  développement  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  9,  ce  qui  donne,  en  posant  pour 

1 

simplifier  gr*  =  q, 

*(co)  =  /Iir5  v^q»(i-4-q  — q*-+-q»  — 8q»  — gq»  -h  8q'  —  gq» -h.. .)» 

et  Ton  trouverait,  pour  le  carré  et  le  cube  de  ^(co), 

i>ï(co)  =  2»5  yq»(i  -h  2q  —  q*  -h  3q^  —  i8q*  —  33q«  -4-  i4q'  -+-..)» 
*»(ci))  =  v/2»5»  v^(i -f- 3  q  —  2q»-T-6q*  —  24q*  —  7gq' -+-...)• 

La  première  des  séries  entre  parenthèses  manque  des  puissances 
de  q  dont  l'exposant  est  ^  4?  "^od  5?  1^  deuxième  et  la  troisième 
des  puissances  dont  les  exposants  sont  respectivement  ^  ^  3  et 
^  2,  mod  5.  D'ailleurs  le  changement  de  w  en  co-l-  i6/n  reviendra 
à  multiplier  la  quantité  q  par  les  diverses  racines  cinquièmes  de 
Tunité. 

J'observerai  enfin  que  le  système  des  cinq  fonctions^(«o-|-i6/iî) 

possède,  par  rapport  aux  substitutions r—  qui  appartiennent  à 

la  première  classe,  des  propriétés  toutes  semblables  à  celles  de 
©(w).  Effectivement,  en  faisant,  pour  abréger, 

<J» ( (ij  -+-  1 6 m )  =  */„ (  w ), 

on  trouvera,  par  exemple, 

<!>,;,(  W  -f-  >.  a  )  =  *,;n-Ja  (<•>)«         *     » 

*m  ( )  =  *4«M-m-»-trtm»-i-3a»//i»  (  W  )  ; 

V  I  -r-  '2aro  / 

l'indice  du  troisième  degré  en  m  étant  pris  suivant  le  module  5. 

Dans  l'une  des  prochaines  séances,  j'aurai  l'honneur  de  pré- 
senter à  l'Académie  les  résultats  analogues  aux  précédents  et  aux- 
quels je  suis  parvenu,  pour  la  réduction  de  l'équation  modulaire 
du  huitième  degré  au  septième  et  de  l'équation  modulaire  du 
douzième  degré  au  onzième. 
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«  Saint-Jcaa-de-Luz,  villa  Bel-air,  24  septembre  1900. 

»  Mon  cher  ami, 

»  Je  viens  dégager  ma  parole  et  m'acquitter  bien  tardivement,  il 
me  faut  l'avouer,  de  ma  promesse  de  vous  démontrer  les  formules 

concernant  les  quantités  o(     ^,     j  données  dons  mon  ancien  ar- 
ticle Sur  Inéquation  du  cinquième  degré. 

»  Le  bon  air  de  la  mer  m'a  aidé  à  surmonter  la  torpeur  qui  faisait 
obstacle  à  mon  travail;  j'en  profite  pour  échapper  aux  remords  de 
ma  conscience,  et,  en  pensant  que  vous  avez  sous  les  yeux  cet  ar- 
ticle, j'aborde  comme  il  suit  la  question. 

»  Mon  point  de  départ  se  trouve  dans  les  formules  de  la  page  2  et 
de  la  page  3,  qui  donnent  les  expressions  de  ^k  et  de  y/A'  comme 
fonctions  uniformes  de  q,  ou  plutôt  de  w,  en  posant  o>=  -rr-»  et, 
parmi  ces  formuler  d'une  extrême  importance  dont  la  découverte 
est  due  à  Jacobi,  j'envisagerai  pour  mon  objet  la  suivante,  à  savoir  : 


(»)  Nous  reproduisons  une  Leltre  d'Hermite  à  M.  Jules  Tanncry,  où  se  trouve 
la  démonslraiion  des  formules  seulement  énoncées  dans  rarliclc  qui  précède  sur 
l'équation  du  cinquième  degré.  Celte  Leltre  a  déjà  été  publiée  par  MM.  Tanncry 
et  Molk  dans  leur  Traité  sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  en  interca- 
lant quelques  explications  complémentaires  avec  renvois  à  certaines  parties  du 
Traité.  Nous  donnons  ici  le  texte  même  de  la  Lettre  d'Hermite  que  M.  Tanncry 
a  bien  voulu  nous  communiquer,  en  corrigeant  seulement  de  légères  inadvertances. 

E.  P. 
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»  J'y  Introduirai  tout  d'abord  la  quantité  is)^  en  me  ser\ant,  au 
lieu  des  fonctions  0,  H,  . . ,  de  la  série 


(/i  =  o,  zhi,  z±=  -2,  ...) 


[voir  mon  article  Sur  quelques  formules  relatives  à  la  trans- 
formation des  fonctions  elliptiques  {Journ.  de  Liouville,  1 858)], 
et  j'écrirai 

^      ~0o,,(o|'2a))' 

OU  plus  simplement 


J'ai  posé,  comme  vous  sa^ez, 
on  aura  donc 

\a  -hlfioj  ~  /     c  —  dm 

Dans  cette  égalité,  a,  6,  c,  d  désignent  des  entiers  assujettis  à  la 
condition  aâf —  bc=^  i  ;  je  ferai  la  supposition  qu'ils  appartiennent 
au  premier  cas  (page  4),  où  6  et  c  sont  pairs,  a  et  rf  impairs,  et  je 

ferai 

6  =  2  6',        'ic  —  c'  \ 
nous  aurons  ainsi 


Oo,i  (  T, —    1 


et,  comme  nous  conservons  la  condition  ad — b'c'  =  i,  la  ques- 
tion se  trouve  ramenée  à  celle  qui  concerne  la  transformation  de 
la  fonction  0^,v(^)-  Dans  l'article  cité  tout  à  l'heure,  j'ai  obtenu 
les  résultats  suivants,  dont  je  vais  maintenant  faire  usage. 

»   Soit  en  général,  pour  des  valeurs  quelconques  de  a,  ù,  c,  rf, 

jji,  =  a;A  -h  6v  -H  (tù, 
V I  —  c  |JL  -h  r/v  -h  cd. 

^  —   —  (ac  (I»  -H  î//r{jiV  +  /Wv  -I-  tahc  a  ^  ïa/«.V  +■  ab\-, 

0  =e     ^  '  : 


LETTRE  DE  CHARLES  HERHITE  A  M.  JULES  TANNERY.       l5 

puis,  en  supposant  b  positif, 

T=  ^^ 


v/—  ib(a  -h  bui) 


le  signe  de  la  racine  carrée  étant  pris  de  manière  que  sa  partie 
réelle  soit  positive.  Nous  aurons  l'égalité 

et  nous  en  concluons,  pour  j?  =  o, 

»  La  condition  de  b  positif  peut  toujours  s'obtenir  en  changeant, 
comme  il  est  permis,  le  signe  des  quatre  entiers  a,  6,  c,  d.  Cela 
étant,  la  somme  S  s'exprime  comme  il  suit,  au  moyen  du  sym- 
bole (  r  )  de  la  théorie  des  résidus  quadratiques. 

»  Supposons  que  b  soit  pair.  Je  ferai  6=  2*64,  6|  étant  impair, 
et  l'on  aura,  suivant  que  l'exposant  k  est  pair  ou  impair. 


ou  bien 


»  Je  vais  faire,  en  entrant  dans  tous  les  détails  du  calcul,  l'ap- 
plication de  ces  formules  aux  quantités 

Oo.i  ( 7-  et  Oo,i  (  j-, . 

\a-r-bu)/  '    \  rt  H- 6  .9.10/ 

Je  supposerai  qu'on  ait 

a  ^  I ,       b  ==^0^       c  ^  o,       </  55  I  (  mocl  a  ). 

Ce  sera  donc  le  premier  des  six  cas  qu'il  faudra  considérer;  nous 
verrons  bientôt  que  tous  les  autres  s'en  déduisent  immédiatement. 
»  Soient  d'abord  a  =  o,  v  =:  i.  Des  deux  nombres 

jjL,  =  ^  -f-  aby 
V,  =  d  -^  cdy 
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le  premier  est  pair,  et  même  muUipie  de  4i  le  second  est  impair. 
Ayant  donc  en  général 

OîjjL,îv-«-i(^,  w)  =  (—  i)l*eo,i(a?,  ti>), 
nous  en  concluons  Tégalité 

o.,,(a»=i.e„,,(^_^j. 

»  J'ajoute  qu'on  peut  mettre  sous  une  forme  plus  simple  la 
quantité 

-  ^  (Arf-Hîa M-hab*c) 
Ù  =  e      * 

qui  entre  dans  la  valeur  du  facteur 

S8 


T  = 


y/ —  ih{a  -t-  bu)  ) 

Des  hypothèses  faites  sur  les  entiers  a,  6,  c,  d  résulte,  en  effet,  la 

congruence 

bd-h  lÀCtbd -h  ab^c^  —  bd  (modS), 

ce  qui  permet  d'écrire 

%  -rotl 

»  !^i  nous  passons  ensuite  a  la  quantité   ^0,1  ( tt )'  ou 

b'  =z  ^  et  c'  =  2c  remplacent  6  et  c,  a  et  rf  ne  changeant  pas,  on  a 

jjL,  =  ô'h-  ab\ 
V,  =  <i  -h  c'd; 

le  premier  de  ces  deux  nombres  est  encore  pair  et  le  second  im- 
pair, mais  [JL,  n'est  pas  nécessairement  divisible  par  4,  et,  par  con- 
séquent, on  a  l'égalité 

OÙ  T'  représente  ce  que  devient,  dans  ce  second  cas,  le  facteur  T. 
»  Désignons  aussi  par  3'  et  S'  les  nouvelles  valeurs  de  8  et  de  S  ; 

on  aura 

rr,  S'a' 

1   =    ,      ,  —  f 

yj  —  ib'{a  -r-  b'.ita) 
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c'esl-à-dire 

T'=  ^'^' 


\J—  ^ib{a  H-  6(1)) 
et  nous  en  concluons 

r      ,-  S' 8' 

T  =v/^-S8- 

»  Je  m'arrêterai  à  celte  formule,  et  je  remarquerai  en  premier  lieu 
que,  en  passant  de  S  à  S',  le  nombre  b  est  remplacé  par  -•  11  en 
résulte  que,  ayant  posé  6=  îi*é|,  l'exposant  k  varie  de  l'une  à 
l'autre  d'une  unité.  Cela  étant,  la  comparaison  des  valeurs  de  S  et 
de  S'  nous  donne  l'égalité 


d'où  résulte 


»  Ceci  posé,  écrivons  le  fa'^teur  ( —  i)    '    sous  la  forme  e^ 
et  employons  l'expression  de  8',  à  savoir  : 

-  ^  kb'd  ^\ab'd-¥ab'*c')  -  *^\bd-\-\abd-^ab*c) 


S'=: 

V-2 

"s, 

T' 

if  ,«•-.) 

8' 

T 

è 

ù'-¥-tlb' 

V  '•^la*^\^lbi.l-ha)-ibd-sabd-ab*c\ 


on  aura  ainsi 

b'-¥-rtb' 

»  Or,  on  vérifie  facilement  la  congruence  suivante  : 

(A)  26(i-t-a)  —  Zbd—iabd  —  ab^c^  —  ab        (mod  i6), 

faisant,  en  effet,  passer  tous  les  termes  dans  un  même  membre  et 
divisant  par  6,  qui  est  pair,  elle  peut  s'écrire 

2(1  —  ad)-h^{a  —  d)  —  <ibc^o         (  mod  8), 

puis,  d'après  la  condition  ad  —  hc  =  \ , 

—  26c  4- 3 (a  —  d) — a{ad — i)=()         (mod  8); 

mais,  6  et  c  étant  pairs  et  a  impair,  on  a 

ibc=zOy         a' ^=  I         (mod  8); 

elle  deviendra  donc  simplement 

^{a  —  d)  =  o         (mod8), 
H.  -  II.  2 


i8 
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ce  qui  a  lieu,  en  effet,  a  ei  d  étant  impairs.  Nous  avons,  en  con- 
séquence, 


T'  '4(a--ah-ï) 


(-1)      «       ;p    -e» 

»  Nous  obtenons  ensuite,  au  moyen  de  Texpression  qui  a  été 
notre  point  de  départ, 

la  relation  fondamentale 


(0 


,  /C  -H  dia\         ,  ^  —(a*. 


ab-X) 


»  On  en  tire  les  deux  systèmes  de  formules  concernant  les  fonc- 
tions Qp(w)  et  J'(w)  pour  tous  les  cas  que  présentent  les  entiers  a, 
6,  c,  rf,  pris  selon  le  module  2.  Ces  cas  sont  indiqués  dans  le 
Tableau  suivant,  que  j'ai  donné  dans  mon  article  Sur  C Équation 
du  cinquième  degré  : 


a 

b 

c 

d 

■ 

o 

o 

■ 

w 

o 

1 

I 

o 

m 

I 

t 

o 

I 

IV 

1 

1 

I 

o 

V 

1 

o 

■ 

' 

VI 

o 

' 

I 

I 

»  En  premier  lieu,  je  change,  dans  Péquation  (1),  w  en et  a^ 

A,  c,  d  en  b,  —  a,  rf,  —  c;  on  trouve  ainsi 


(II) 
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»  Dans  la  même  équation,  je  remplace  ensuite  w  par  u)  —  i ,  a  et  c 
par  a  -h  6  et  c  +  rf;  il  vient 

Passant  à  Téquation  (11),  je  change  w  en  w  -f-  i ,  a  et  c  en  a  —  6  et 
c  —  t/,  ce  qui  donne 


»  Je  continue  en  remplaçant,  dans  (V),  w  par et  a,  b,  c,  rf 


(0 


par  6,  —  «7  rf?  —  c,  et  j'obtiens 


L^,t,^^ah~l, 


»  Pour  avoir  le  système  complet  des  formules  cherchées,  il  ne 
me  reste  plus  qu'à  changer  dans  cette  équation  (o  en  (o  —  i ,  a  et  c* 
en  a-h  b  et  c  -^  d;  on  a  ainsi 


e 


en  employant  l'égalité 


ç(c,_>0=^"^?i^- 


»  Voici  maintenant  les  résultats  réunis  et  mis  en  regard  des  six 
cas  énumérés  dans  le  Tableau  précédent  : 

^  \  a  -i-  OU}  /       »(<•>) 
V,.  ^(£i^)=       ■     eT 
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»  J'ai  à  y  joindre  enfin  les  formules  qui  concernent  la  fonction 
ç(t).  Je  remplacerai  à  cet  effet  a,  6,  c,  d  par  —  c,  —  cf,  o,  6;  on 
change  ainsi 


en 


c  -<-  </a)^ 


et  aux  divers  cas 

(I;,    (II),    (III),    (IV),     (V),     (VI), 

se  substituent  ceux-ci 

(II),    (I),    (VI>,    (V),    (IV),    (lil). 
»  Nous  avons  ainsi  ce  second  système  de  relations 

II  /c-hd<a\  tl,c'-cd-ti 

,1,.  Jl±^)=.J_e^""-"'-\ 

*  \  a  -+-  6(0  /       9  (  to  )  ' 

IV.  ^(<^-^dio\  ^  _j__  J-^ic^^d-u 

V.  ^/c-4-e/co\  ^<P^u)^i^crf 

VL  of^it^)=i^;.-T-. 

•  \  a  -h  oto  /        ©  (  w  ) 

»  J'observe  enfin  que  les  deux  séries  de  formules  établies,  dans 
le  cas  où  b  est  positif,  subsistent  dans  tous  les  cas,  comme  on  le 
voit  en  changeant  a,  6,  c,  rf  en  —  a,  —  é,  —  c,  —  rf. 

»  Ce  sont  bien  les  résultats  que  j'ai  indiqués  et  dont  je  me  re- 
proche d'avoir  tant  tardé  à  vous  donner  la  démonstration  que  vous 
m'avez  demandée  (*).  Mais  cette  démonstration,  je  dois  le  recon- 
naître, opefe  peracto,  ne  me  contente  point  :  elle  est  longue,  in- 

(  '  )  Les  formules  précédentes  n'ont  pas  toutes  la  mémo  forme  que  les  formules 
de  la  Note  sur  Téquation  du  cinquième  degré  (p.  9  de  ce  volume),  mais  elles  se 
ramènent  à  celles-ci  si  Ton  tient  compte  des  congruenccs  auxquelles  satisfont  les 
entiers  a,  6,  c,  d.  E.  P. 


LETTRE  DE  CHARLES  HERMITE  A  M.  JULES  TANNERY.       21 

directe  surtout;  elle  repose  en  entier  sur  le  hasard  d'une  formule 
de  Jacobi,  oubliée  et  comme  perdue  parmi  tant  de  découvertes 
dues  à  son  génie.  Je  vous  l'envoie,  mon  cher  ami,  valent  quan- 
tum, en  vous  informant  que  je  serai  revenu  dans  quelques  jours, 
et  à  votre  disposition  pour  tout  ce  que  vous  aurez  à  me  demander. 
Et  nous  causerons  aussi  d'autre  chose  que  d'Analyse,  nous  argu- 
menterons, nous  nous  disputerons.  De  ma  proximité  de  l'Espagne 
je  rapporte  des  cigarettes  d'Espagnoles;  si  vous  ne  venez  pas  en 
fumer  avec  votre  collaborateur  d'aujourd'hui,  votre  professeur 
d'autrefois,  c'est  que  vous  avez  le  cœur  d'un  tigre. 

»  Tôt  us  tuus  et  toto  corde, 

D  Gh.  HERMITE.  » 


SLR  LA  RÉSOLUTION 


DK 


L'ÉQUATION  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ. 


Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  l.  XLVI,  i858  (I),  p.  71 5. 


La  théorie  des  formes  cubiques  à  trois  indéterminées  conduit  à 
plusieurs  équations  remarquables  du  quatrième  degré  qui  jouent 
en  particulier  un  rôle  important  dans  la  détermination  des  points 
d'inflexion  des  courbes  du  troisième  ordre.  L'étude  de  ces  équa- 
tions m'ayant  fait  remarquer  qu'elles  offrent  la  plus  étroite  affinité 
avec  celles  qu'on  rencontre  dans  la  transformation  du  troisième 
ordre  des  fonctions  elliptiques,  il  ne  m'a  pas  paru  inutile  de  m'ar- 
rêter  à  ce  rapprochement  qui  peut-être  conduira  à  comparer  de 
même  les  équations  du  neuvième  degré  dont  dépendent  les  coor- 
données des  points  d'inflexion,  avec  celle  qui  se  présente  pour 
exprimer,  par  exemple,  sinam  -  par  sinam t.  Cette  analogie,  d'ail- 
leurs, m'a  ouvert  la  voie  pour  représenter  par  les  transcendantes 
elliptiques  les  racines  de  l'équation  générale  du  quatrième  degré, 
ce  qui  était  le  résultat  auquel  je  désirais  principalement  parvenir. 
Avant  d'exposer  cette  recherche  qui  se  lie  naturellement  à  celles 
que  j'ai  eu  l'honneur  de  communiquer  à  l'Académie  sur  l'équa- 
tion du  cinquième  degré,  je  rappellerai  l'origine  et  j'indiquerai 
les  propriétés  principales  de  ces  équations  spéciales  du  quatrième 
degré,  auxquelles  conduit  la  théorie  des  formes  cubiques  à  trois  in- 
déterminées. 

Soient,  en  employant  les  mêmes  désignations  que  M.  Gayley  (  •  ), 


(')  Je  renverrai,  pour  les  expressions  de  HU,  PU,  etc.,  au  beau  travail  du  sa- 
vant géomètre,  publié  dans  les  Transactions  de  la  Société  Royale,  sous  le  litre  : 
Third  memoir  upon  Quantics,  et  je  me  bornerai  à  donner  ici  leurs  formes  cano- 
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L-  une  forme  cubique  quelconque,  HU,  PU,  QU  le  covarianl  et 
les  deux  formes  adjointes  du  troisième  degré  par  rapport  aux  in- 
dtHerminées,  S  et  T  les  deux  invariants  de  M.  Aronhold,  et  S,  une 
<|uantitë  définie  par  la  condition 

S»-4-SÎ  =  T«, 
ces  équations  seront 

(i)  /(ar)  =  a:^  — 6S  .v^—HTx  -  3S«  =  o, 

^^)       /i(ar)  =  .r*  — 6S,ar«— 8T:p—  iS\  =  o, 
(3)        F(x)  =  iiSar*  ^  8Tar»  — 6S«ar«  —  6ST:p  — T«  — jS»  =  o, 

et  voici  leurs  propriétés  essentielles.  Soient  5  une  racine  de  la  pre- 
mière et  A  une  racine  de  la  troisième,  les  deux  fonctions 

oUh-ôHU,        6APU-+-QU 

seront  décomposables  en  facteurs  linéaires.  Désignons  encore 
par  0|  une  racine  de  l'équation  (2)  qui  a  été  déduite  de  l'équa- 
tion (i)  en  permutant  S  et  S|,  on  aura 

3 

en  nommant  d  le  déterminant  de  la  substitution  propre  à  ré- 
duire U  à  la  forme  canonique 

a:'  -4-  j^*  -+-  5*  H-  6  fxyz. 
Ces  quantités  0,  8|,  A  auront  d'ailleurs  les  relations  suivantes  : 


niques  qui  sont  : 

U  =z  x^  -^yi^  z^-h  6lxyz, 

HU  =  P{x^-^y^-^  c»)  —  (i-h  9.P)xyz, 

P  U  =  —  /  (  x^ -t- j  ^ -+- i  »  )  -  (  I  —  4 /' )  ^r  «  » 

QU  =  {i-iol'){x'-^y^-h  z^,  -6/2(5-+-  U^J^J^, 

s  =  -4/-+-4/S 

T  =  i-  2o/'-8/«, 
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Ceci  posé,  je  comparerai  d^abord  à  Féqualion  modulaire 

r*  -+-  2  M*  i''  —  2  liV  —  M*  =  O 

les  équations  (i)  et  (2).  On  sait  qu'en  faisant  m  =  o((o),  on  a, 
pour  (^,  les  quatre  valeurs 

or,  en  posant 


Th-v/S» 
on  obtiendra,  pour  les  quatre  racines  8,  les  expressions  suivantes  : 

L        ?'(<-)J'     "    L  ?^'•')    J 

L         ?*(w)J       "^    L  ?*(w)      J 

Maintenant,  si  Ton  change  S  en  S|,  afin  d'arriver  aux  formules 
analogues  pour  les  racines  8,  de  l'équation  (2),  on  sera  conduit 
au  module 

T  4-  v/S?  ' 
or  à  la  relation  S'  -H  SJ  =:  T^  correspondra,  entre  A*  et  /,  celle-ci  : 

d'où  résulte   immédiatement  cette   conséquence  que   l'on    passe 

de  8  à  8{  en  changeant  simplement  co  en 

Mais  il  est  une  (autre  équation  du  quatrième  degré  que  pré- 
sente également  la  transformation  du  troisième  ordre  des  fonc- 
tions elliptiques,  et  à  laquelle  se  ramènent  d'une  manière  plus 
immédiate  encore  les  équations  (i)  et  (2).  Je  veux  parler  de  la 
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relation  entre  le  multiplicateur  M  et  le  module  Ar,  qui  est,  en  fai- 
sant^  =  5(«): 

z^  —  6^2  —  8(i  —  2/.»)  «  —  3  =  o. 

En  comparant  cette  équation  avec  Téquation  (i),  introduisant 
le  module 

et  faisant  usage  de  Pexpression  de  M  donnée  par  Jacobi  dans  les 

(  *)  Jacobi  d  appelé  le  premier  Tattention  sur  ces  équations  qui  olTreat  un  grand 
intérêt,  en  particulier  pour  cette  théorie  de  la  multiplication  complexe,  sur  la- 
quelle M.  Kronecker  a  récemment  communiqué  à  l'Académie  de  Berlin  des  résul- 
tats aussi  beaux  qu*importants.  Mais,  jusqu'ici,  on  ne  connaissait  que  l'équation 
donnée  par  Jacobi,  et  qui  se  rapporte  à  la  transformation  du  cinquième  ordre. 
Celle  que  j'ai  employée  a  été  calculée  par  le  P.  Joubert  qui,  suivant  l'exemple 
donné  par  M.  Sohnke  pour  les  équations  modulaires,  s'est  occupé  avec  succès  de 
leur  formation,  et  les  a  obtenues  pour  le  cinquième,  le  septième  et  le  onzième 
ordre,  sous  les  formes  suivantes  : 

(M-i)*^M-  'W  V-  A'A-'»M*  =  o. 

A-"(  M -+-!)•    ^W-iW;t'(M  -1)1 /m -f-  '-\ 

-h  3.3"A-»A-''M«  -f-  —  k^k''{k^—A'^)\V  =  o, 


M  M  -M)"  (m  -  -Î-W  A«(M  -  I)"  ^M  -^  ^\ 


H-3.a«A'Ar''(iii-f-a»A-»A'')M'*-+-83.a".A-2A-''(A-»— ^'')M» 

Un  autre  résultat  très  intéressant,  obtenu  aussi  par  le  P.  Joubert,  consiste  en 
ce  que,  si  l'on  nomme  M,  M',  M",  etc.  les  racines  de  l'équation  pour  le  cinquième 
ordre,  la  fonction  suivante  des  racines  analogue  à  celle  qui  m'a  donné  la  résolu- 
tion de  l'équation  de  M.  Jerrard,  savoir  : 

X  =  (  M  —  M')  (  M'—  M")  (  M»v—  M^), 
satisfait  à  celte  équation 

[M.  Hermite  donne  ici  la  substitution  qui  peut  ramener  l'équation  à  la  forme  de 
Jerrard;  mais,  comme  elle  n'est  pas  exacte,  nous  ne  la  reproduisons  pas.]  E.  P. 
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Fundamenta,  on  obtient,  pour  les  quatre  racines  5,  les  valeurs 
suivantes  : 

I  sin«am|K  sin»  am  ^  (K -h  «K') 


(5) 


4  i 

sin*  coam  ^  K  siii*  coam  |  (  K  -f-  iK' ) 

sin«am  |  /K'  sin»  am  ^(K— tK') 

/S ^^ ,  v/S  ^ 


sin^coam  i  iK'  sin' coam  ^  (K—  *K') 

A  ces  formules  je  joindrai  celles  qui  représentent  les  racines  A 

de  Téquation  (3),  et  où  les  fonctions  elliptiques  ont  encore  le 
même  module,  savoir  : 

4  4 

j              I  -h  cos'  am  ^  K  i  -f-  cos*  am  -  (  K  -+-  *  K'  ) 

iys A--       ;/s .i 

1                 siii«aiii^K  sin«am  ^^K-h  <K') 


(<>)       \ 


3  "  "    ""'  3 

\ 


4 


I  -^  cos*  am  ..  «K'  i  -»-  cos*  am  1*  (K  —  iK') 

Vs ^ —      Vs  ^ 


1  sin<am.^<K'  sin«  am  ^  (K  —  <K') 

Voici  donc,  au  point  de  vue  où  je  me  suis  placé  dans  mes  re- 
cherches sur  Téquation  du  cinquième  degré,  la  résolution  de  ces 
équations  spéciales  du  quatrième  degré  qui  s'offrent  dans  la  théorie 
dos  formes  cubiques  à  trois  variables.  Ces  rt'sultats,  ainsi  que  je 
Tai  dit  plus  haut,  ouvrent  la  voie  pour  traiter  d'une  manière  ana- 
h>guo  Téquation  générale,  et  parvenir  à  exprimer  séparément  les 
racines  j>ar  des  fonctions  bien  déterminées.  Mais,  avant  d'entrer 
dans  cette  rtH^hert^ho,  qui  exige  des  principes  dont  je  parlerai  dans 
un  «utrt^  article,  jo  ferai  encore  une  remarque  essentielle  sur  les 
formules  pi^Védentes,  Elles  dépendent  du  radical  ^/S,  et  il  im- 
porte de  bien  saisir  de  quelle  manière  elles  subsistent  dans  leur 
ensemble  lorsque  Ton  changt*  le  signe  de  ce  radical.  Considérons 
en  particulier  les  formules  ^^jk  on  reconnaît  d'abord  qu'en  met- 
lanl  ■  \  S  au  lieu  de  ^  S,  le  module  se  change  dans  son  complé- 
ment, l)r,  on  sait  |>ar  la  thtWie  de  la  Ininsformation  que  le  multi- 
plicateur Mx  lor:!;qu\>n  v  rt^mplaee  il  |^r  k\  se  change  en  —  M. 
Nos  formules  restent  donc  les  mêmes*  |>arce  que  les  deux  facteurs 
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qui  y  entrent  deviennent  simullancmenl  de  signes  opposés.  Cha- 
cune des  racines  cependant  ne  reste  pas  la   même  lorsque  l'on 

change  ainsi  le  module  dans  son  complément,  ou  co  en »  et  le 

Tableau  suivant,  montrant  de  quelle  manière  elles  s'échangent  alors 
les  unes  dans  les  autres,  fera  bien  complètement  saisir  toutes  les 
conséquences  de  l'ambiguïté  inhérente  au  radical  que  nous  avons 
employé  : 

I  sin»  am  I  K 


v/S 


siii^  coaiii  ^  K 


/s 


sin'am  ^  ils! 
sin*  coam  -  iK' 


/S 


5in*am  ^  (K-h«K') 
sin<coam  .|  (K  -r-  iK') 


/s 


sin*am  r:  (K  — «K') 


i 

sin«  am  5  i¥J 

^ T-; 

sin*  coam  ^  «K' 

sin^aiii  j  K 

/s L_. 

1          «in*  c<»aiii  .3  K 
I   /                             i 

(0 

sin«am  ;J  (K  — «K') 

^                      i 

sin<c(»am  :  -  (  K  —  «K') 

sin«aiii  \  (K-^tK') 

siii*  coam  -  (  K  —  1  K' ) 


sin'  coam  -  (  K  4-  t  K'  ) 


Les  formules  relatives  aux  racines  A  donnent  lieu  à  des  résul- 
tats entièrement  semblables,  et,  quant  aux  formules  (4),  je  me 
bornerai  à  remarquer  que,  les  deux  modules 


iv/S» 


et 


Vs=» 


étant  réciproques,  elles  sont  identiques  au  fond  avec  les  for- 
mules (5)  et  peuvent  s'y  ramener  par  la  substitution  de  — —  à  co. 
Je  ne  m'arrêterai  pas  non  plus  aux  relations  qui  existent  entre  les 
racines  de  chacune  des  équations 

/{x)  =  o,        /,(a:)  =  o,         F(a7)  =  o, 

et  auxquelles  conduisent  aisément  les  expressions  que  nous  avons 
données.  Seulement  j'observerai  que  ces  équations,  comme  celles 
de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  que  j'ai  employées,  n'ap- 
partiennent pas   au   type   d'irrationnalilés    le   plus   complexe   de 
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l'équation  générale  du  quatrième  degré.  Effectivement,  si  Ton 
considère  à  leur  égard  Téquation  en  V'  de  Gai  ois,  dont  le  degré 
distingue  et  caractérise  d'une  manière  si  précise  ce  qu'on  peut 
appeler  les  diveis  oi cires  (V irrationnalités,  on  la  trouve  seule- 
ment du  douzième  degré,  tandis  que  dans  le  cas  général  elle  est 
nécessairement  du  vingt-quatrième.  11  existe  donc  pour  ces  équa- 
tions des  fonctions  non  symétriques,  exprimables  rationnellement 
par  les  coefficients,  et  le  type  de  ces  fonctions  est  donné  très  sim- 
plement par  le  produit  des  cinq  différences  des  racines.  De  là  dé- 
coulent, pour  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  d'importantes 
conséquences,  se  résumant  dans  ce  fait  :  que  le  produit  de  deux 
fonctions  o(co)  et  •}(oi)  est  le  cube  d'une  nouvelle  fonction 
également  bien  déterminée.  Une  formule  depuis  longtemps  ob- 
tenue par  Jacobi  [Fundamcnta,  §  36,  équat.  (4)]  donnait  déjà,  il 
est  vrai,  la  notion  de  cette  nouvelle  transcendante,  mais  sans  con- 
duire à  aucune  de  ses  propriétés,  que  je  vais  indiquer  succincte- 
ment en  terminant  cette  Note.  Et  d'abord  je  la  définirai  par  l'équa- 
tion 

X(w)  =  ^2*yy(i-y)(i-i-^«)(i  — y>)(i4-yM..M 

en  faisant  touj':urs  y  =  e"^<*>,  de  sorte  que,  relativement  à  co,  on 
obtienne  une  expression  entièrement  déterminée.  Gela  posé,  on 
aura  ces  relations  qui  se  démontrent  immédiatement,  savoir  : 

Voici  maintenant  celles  qui  se  rapportent  aux  substitutions  de 

la  forme  -. — ,  a,  6,  c,  d  étant  des  nombres  entiers  assujettis  à 

la  condition  ad  —  6c  =  i ,  et  qu'il  importait  surtout  d'obtenir.  Dis- 
tinguant, ainsi  que  je  l'ai  déjà  fait  dans  une  circonstance  toute 
semblable,  ces  substitutions  en  six  classes  [voir  ma  Note  sur  l'équa- 
tion du  cinquième  degré  (')],  et  posant,  pour  abréger, 


(')   Page  8  de  ce  Volume.  E.  P. 
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un  aura 


■/.a^)=PX<«,(à) 


c-t-</co  \  _  _     y(o))  / -2  \    -i^(«6-i-crf) 


(lïï)  5^(f^)=_pX^)/^) 

(IV)  V  /£Z1I^\  _  _  0  Z>i  (±)  ^H^*"^^'-'" 

^^  '-V«-^^w/  '    4/(a>)\a/ 

<VI)  /c^e/oi\  7(co^)/'i\ 


Les  symboles  (  -  )  »  (  r  )  indiquent,  suivant  l'usage,  le  caractère 

quadratique  du  dénominateur  par  rapport  au  nombre  2. 

J^espère  pouvoir  présenter  dans  une  autre  occasion  les  consé- 
quences de  ces  théorèmes  pour  l'Arithmétique. 


SUR  QUELQUES  THÉORÈMES  D'ALGÈBRE 


UÉSOLUTION  DE  L'ÉQUATION  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ. 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  y  l.  XLVf ,  i858  (I  ),  p.  961 . 


On  sait  que  loule  équalioii/(j7)  =  o  peut  être  transformée  en 
une  autre  du  même  degré  en  j/*  par  la  substitution  j^  =  ç(j;),  où  ça: 
désigne  une  fonction  rationnelle.  Ce  procédé  de  transformation, 
qui  est  si  fréquemment  employé  en  Algèbre,  va  nous  servir  pour 
ramener  Téquation  générale  du  quatrième  degré  aux  équations 
particulières  qui  ont  été  considérées  dans  un  précédent  article,  et 
dont  j'ai  exprimé  les  racines  au  moyen  des  fonctions  elliptiques. 
Mais,  en  raison  de  son  importance,  et  notamment  de  son  applica- 
tion à  la  résolution  de  Téquation  du  cinquième  degré,  ce  mode  de 
transformation  m'a  paru  demander  une  étude  nouvelle,  et  je  com- 
mencerai d'abord  par  en  donner  les  résultats. 

Soit 

f{x)  =  ax"  -4-  bx"-^  -!-...-+-  gx*  -h  hx  -^  A'  =  o 

Inéquation  proposée;  l'expression  la  plus  générale  de  ox  sern^ 
comme  on  le  sait,  une  fonction  entière  du  degré  n  —  1 ,  savoir  : 

0(X)  =  /  -+-  tf^X  -4-  tiX'  -+-.  .  .H-  t„^iX"-^. 

Gela  posé,  en  représentant  la  transformée  en  y  par 

l'un  quelconque  des  coefficients,  tel  que/?/,  sera  une  fraction  ayant 
pourdénominateurrtf''""'^',etpournumératcur  une  fonction  entière^ 
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homogène,  de  degré  i  par  rapport  à  ^,  /o?  ^^  •  •  -^  ^/f^a?  et  de  degré 
(//  —  \)i  par  rapport  aux  coefficients  a,  6,  . . .,  /i,  A*.  Ce  degré  si 
élevé  rend  en  quelque  sorte  impraticable  le  calcul  de  l'équation 
en  y^  aussi  ce  qui  a  été  obtenu  Je  plus  important  par  la  considé- 
ration de  cette  transformée,  en  particulier  le  théorème  de  M.  Jer- 
rard  sur  l'équation  du  cinquième  degré,  ne  semble  établi  qu'à  titre 
de  possibilité,  en  raison  de  Texcessive  complication  des  opérations 
nécessaires  pour  parvenir  à  un  résultat  effectif.  Mais  on  peut  sur- 
monter ces  difficultés  par  la  proposition  suivante  : 


Soit 


to  =  aTo  -h  bTi 


gT„^i-h  hT„  -t, 


Cette  substitution  effectuée  dans  la  fonction  pi  la  changera 
en  une  fonction  Pi  du  même  degré  par  rapport  aux  indéter- 
minées nouvel/es  T,  To,  T|,  . . .,  T„_2j  fficiis  débarrassée  de  tout 
dénominateur,  et  du  degré  i  seulement  par  rapport  aux  coef- 
ficients a^  b^  . . ,  A,  k.  De  plus,  P„  sera  divisible  par  a,  de  sorte 
que  -  P„  ne  sera  que  du  degré  n  —  i  par  rapport  à  ces  coeffi- 
cients. 

Cette  proposition,  très  facile  à  établir,  conduit  à  la  véritable 
forme  analytique  qu'il  est  convenable  de  donner  à  la  fonction  ç(j:), 
de  sorte  que  désormais  la  formule  de  transformation  sera  ainsi  re- 
présentée : 


y  =  -^(x)  =  ftT 


-  fi.r 
-b 


T« 


-  bx 


■  ax^ 


et  Téqualion  transformée  par 


\/n  -  1 


-h  PjJ^''-*  - 


^  bx'^-^ 


V.  =  o, 


T,,-, 


tous  les  coefficients  étant  des  fonctions  entières  de  ceux  de  f\J:). 

Une  autre  conséquence   résulte  encore  de    l'introduction   des 

variables  T,  To,  T,,  . . .,  T,,_2.   On  sait  de  combien  de  travaux  a 
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été  l'objet  la  théorie  des  fonctions  homogènes  à  deux  indéterminées, 
et  combien  de  notions  analytiques  importantes  cette  étude  a  don- 
nées à  l'Algèbre.  Par  exemple,  ces  fonctions  désignées  sous  le  nom 
à! invariants,  en  raison  même  de  la  propriété  qui  leur  sert  de  dé- 
finition, de  se  reproduire  dans  toutes  les  transformées  par  des 
substitutions  linéaires,  donnent  les  éléments  qui  caractérisent  les 
propriétés  essentielles  des  racines  des  équations  algébriques,  celles 
qui  subsistent  dans  ces  diverses  transformées  (*).  D'autre  part,  la 
connaissance  acquise  de  ces  fonctions,  et  de  celles  qu'on  nomme 
covariants,  permet,  dans  beaucoup  de  circonstances,  d'obtenir 
sans  efforts  le  résultat  de  longs  calculs  qui,  sans  leur  emploi  im- 
médiat, n'eussent  au  fond  servi  qu'à  les  mettre  en  évidence,  ou  à 
faire  ressortir  dans  une  question  spéciale  l'une  des  propriétés  dont 
on  possède  maintenant  la  signification  la  plus  étendue.  Mais  tant 
de  beaux  résultats,  dont  la  Science  est  surtout  redevable  aux  tra- 
vaux des  savants  géomètres  anglais  MM.  Gayley  et  Sylvester, 
semblent  ne  pouvoir  être  utilisés  lorsqu'on  sort  de  la  comparaison 
des  équations  par  des  substitutions  linéaires  de  la  forme 

aX-+-3                  ..             .,       Ix-^ 
(\)  a?  =  — r; ^1  OU  bien         X=  -i 

•^X  H-  0  OL  —  ^X 

pour  considérer,  comme  nous  le  faisons  ici,  les  substitutions  les 
plus  générales.  Effectivement,  aucune  combinaison  rationnelle  des 
coefficients  /?,,  p^^  ...^pn  ne  fait  apparaître  les  covariants  de 
l'équation  proposée;  mais,  comme  nous  allons  voir,  il  arrive  que 
ces  quantités  se  manifestent,  au  contraire,  immédiatement  par  l'in- 
troduction des  variables  T,  Tq,  T|,  . . .,  T„_2.  C'est  ce  qui  résulte 
de  la  proposition  suivante  : 
Soit 

F(X)  =  (yX  -h  Q)^/(''^^!)  =  AX«  -h  BX«-i  -+-. . .-+-  HX  -+-  K  =  o 
la  transformée  par  la  substitution  (i)  de  l'équation  proposée. 


(')  Par  exemple,  les  conditions  qui  déterminent  le  nombre  des  racines  réelles 
et  imaginaires  dans  les  équations  à  coefficients  ré«4s  dépendent  uniquement  des 
invariants,  sauf  le  cas  du  quatrième  degré.  J^ai  donné  ces  conditions,  indépen- 
damment du  théorème  de  M.  Sturm,  pour  les  équations  du  cinquième  degré,  dans 
un  Mémoire  sur  la  tlàéorie  des  fonctions  homogènes  à  deux  indéterminées.  {Cam- 
bridge and  Dublin  maihematical  Journal,  année  i854.  ) 
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ei  représentons  l'expression  analogue  à  o(^),  mais  relative  à 
celte  équation,  par 


*(X)  =  A^H-AX 

îro  -+-  AX« 

St-+-. 

..-4-AX«-t 

-+-B 

-i-BX 

H-BX«-« 

-f-C 

\ 

H 


on  pourra  immédiatement  obtenir  0,  en  faisant  dans  ç,  en 
premier  lieu  : 


To       =(a8-PY)(a-+-pG)«-«, 

T,       =  (ao  —  Py)  (a  -+-  pG)«-»(ï H-  06), 


(^) 


1  T„-,  =  (a8  -  Py)  (ï  -+-  SG)«-«, 

50I/5  /a  condition  qu'après  les  développements  on  remplace  G' 
par  (5,,  ûftf  manière  à  parvenir  à  des  expressions  linéaires  en 
^91  ^1  j  •  •  •»  G/1-2  ;  ^'i  second  lieu,  et  pour  ce  qui  concerne  T,  la 
valeur  à  substituer  se  déduira  de  la  relation 

/iaT-+-(A  — i)6To-+-(/i  — i)  cTt-+-...-+-a^T„-,H-  /iT„-, 
=  nAGH-(n  — i)BGo-h(/i  — 2)CGt  -+-. .  .H- 2GGn-j -4- He„-,. 

On  remarquera  la  liaison  qu'élablit  cette  proposition  entre  les 
deux  groupes  d'indéterminées  To,  T|,  . . .,  ï«_2,  Gq,  G|,  . . .,  ^n-ij 
et  le  rôle  entièrement  séparé  de  l'indéterminée  T.  Ces  relations  (2), 
indépendantes  des  coefficients  a^  b,  . .  .^  g,  h,  représentent  préci- 
sément ce  que  M.  Sylvester  a  nommé  une  substitution  congre- 
die n te  avec  la  substitution  binaire 


r^) 


j  x  —  ax'-^-  py, 

(  7  =  Y^'-+-^y» 


et  le  sens  qu'on  doit  attacher  à  cette  expression  se  trouvera  nette- 
ment fixé  par  cette  proposition  : 

Désignons  respectivement  par  S  et  {S)  les  substitutions  (3) 
et  {i)\  si  l'on  obtient  S  en  composant  deux  substitutions  ana- 
logues S',  S*',  de  sorte  qu'on  ait 

S  =  S'S', 
H.  -  II.  5 
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la  substitution  (S)  sera  de  même  composée  de  deux  autres,  et, 
si  l'on  représente  par  (S')  et  (S")  les  substitutions  déduites  de 
S'  et  S",  diaprés  la  même  loi  que  (S)  de  S,  on  aura  la  relation 

(S)  =  (S')(S'). 

De  là  résulte  que  toute  fonction  des  quanlités  P,,  P^,  ...,  P,,, 
indépendante  de  T,  par  exemple  loutes  les  fonctions  symétriques 
des  différences  des  racines  j^,  seront,  par  rapport  à  Xq?  T,,...,  T„_2, 

des  co variants  de  la  fonction  homogène  J'"/!-  )  •  Telles  seront  en 
particulier  les  quantités 

(/i  — i)Pî— 2/il\,     (/i  — i)(/i  — 2)PJ  — 3/i(/i  — 2)P,PjH-3/i*P3,  etc. 

qui  jouent  le  principal  rôle  dans  les  recherches  que  j'espère  pou- 
voir bientôt  communiquer  à  TA^cadémie  sur  la  réduction  de  l'équa- 
tion du  cinquième  degré  à  la  forme  obtenue  par  M.  Jerrard.  Mais, 
en  ce  moment,  c'est  aux  équations  du  quatrième  degré  que  je  vais 
appliquer  ces  considérations,  afin  de  les  réduire  à  la  forme 

(4)  ar^  — CSxS  — 8Tar  — JS»  =  o, 

et  par  là  d'en  conclure  les  expressions  de  leurs  racines  au  mojen 
des  fonctions  elliptiques.  Je  me  fonderai  à  cet  effet  sur  cette  re- 
marque que,  dans  cette  équation,  comme  celles  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques  auxquelles  elle  a  été  comparée,  savoir  : 

r ♦  -5-  •:.  M^  ç"^  —  •>.  Mi'  —  u'*  =  o 
et 


l'invarianl  quadratique  est  nul.  Or  toute  équation  du  quatrième 
degré 

A^^  -+-  \  Bx^  -+-  6Cx»  H-  4  Dx  -f-  E  =  o, 

où  l'on  suppose  cette  quantité 

1  =  AE  — 4BD-h3G«  =  o, 

^ 13 

devient,  en  y  remplaçant  x  par  — ^ — , 

^v_r,(Bî_j-AC):F»-l-4(AîD  — 3ABC-f-9.B^):r- 3(B«  — AC)«  =0; 
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ce  qui  est  bien  la  forme  de  réquation  (4).  Étant  donc  proposée 
l'ëquation  générale 

ax^  -+-  4  ^^'  -^  6cj'^  ~  i  dx  -\-  e  =  o, 


essayons  de  déterminer  la  substitution 


=  o(x)  =  uT  -hax 

To  -i-  ax'^ 

T, 

-f-  ax^ 

-^\b 

■+•  .\bx 

'\-fybx'^ 

r-Gc 

-\-QiCx 

T„ 


de  manière  que,  dans  la  transformée  que  nous  écrirons  ainsi 

y*  -i-  4 1*1  v=»  -f-  r,p,72  -I-  4  Pj^  ^  p,  =  c>^ 

rinvariant  quadratique  soit  égal  à  zéro.  On  devra  poser 

H*-4PiH3-f- JP|  =  o, 

relation  du  quatrième  degré  par  rapport  à  ïo,  T|,  T2  î  mais,  ce  qui 
justifie  précisément  le  mode  de  réduction  que  nous  avons  en  vue, 
c'est  qu'elle  se  décompose  en  deux  facteurs,  de  sorte  (|u'en  posant 

f  =  aTJ  -^  4cTî  4-  eTî  -h  4^n',Tj  H-  j^cToT,  -^  4^T„T,, 

\  =  ae  —  \bd-^  Jr*, 

J  =  ace  -+-  'ibcd —  ttd^  —  eb^  —  c-', 

on  aura  l'une  ou  l'autre  de  ces  (Mpiiitions  du  second  «lej^ré  seule- 
ment 

2 


It 


-i-j^GJ 


i 


v/P-'27JM(ToT,-Tî): 


7 


On  pourra  donc,  et  d'une  infinité  de  manières,  en  s'adjoignant 
de  simples  racines  carrées,  déterminer  une  substitution  qui  ramène 
toute  équation  de  quatrième  degré  à  Féquation  (^;,  dont  les  ra- 
cines ont  été  exprimées  par  les  fonctions  elliptiques.  Kt  l'on  remar- 
quera que  f  est  bien  un  covariant  de  la  forme 


/  =  ax»  -H  4  bjc^y  —  Gcjr-  r-  —  \  dxy^  -r-  ey'% 
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car  celte  quantité  peut  s'obtenir  en  remplaçant,  dans  l'expression 

^^>  ^ï'»  y^  d'une  part,  ç-,  Çr,,  r^  de  faulre,  respectivement  par  To, 
T|,  Ta;  d'ailleurs  1  et  J  sont  les  deux  invariants  et  I'  —  27J-  le 
discriminant. 

Mais  il  est  une  autre  cqualion  que  présente  la  tliéorie  de  la 
transformation  du  troisirme  ordre  el  à  laquelle  on  pourrait,  par 

une  substitution  de  la  forme  r=  — — ^,  ramener  ésralement  toute 

équation  du  qualrième  degré.  Soit,  en  général,  pour  un  ordre  quel- 
conque /j, 

U  =  V^.        V  =  t^ïV: 

en  partant  des  expressions  données  dans  les  Fundamenta  pour  À 
et  }/,  et  d'où  Ton  tire 

-.  __ -,  ^  siii  roam^.to.sin  coam  4co,  ...,  siiicoam(/i  —  i)to 
Aain  .>.(u.Aaiii  i  (o,  ...,  Aiiiii(/t  —  1)0) 

le  P.  Joubert  a  fait  la  rouiarque  imporlanle  que  les  fonctions  ra- 
tionnelles symétriques  des  diverses  \aleurs  de  Vqui  correspondent 
à  toutes  les  déterminations  de  to,  ne  dépendent  que  du  produit  du 
module  par  son  com])lément,  de  sorle  qu'il  existe  entre  Vel  U  une 
équation  de  degré  //  -h  1 ,  analogue  pour  plusieurs  propriétés  essen- 
tielles (*)  à  l'équation  modulaire  entre  r  et  u.  Par  exemple,  pour 
n  =  3,  /i  =  5,  Il  =  7,  le  calcul  cU'edué  par  le  P.  Joubert  donne 
les  relations 

V6— ,GU3V*--i5U*V*-hi3U*V»4-4UV-^U«i=o, 

V8_64U7V--!-7./i8U«V6—  7.9GU5V5-+-7.94U*V* 
—  7.48U3V»-i-7.iAU*V*  — 8UV-H  U»  =  0. 

C'est  la  première  qui  pourrait  servir  à  l'objet  que  nous  indiquons; 
mais  je  me  bornerai,  en  terminant  cette  Note,  à  montrer  qu'elle 
donne  un  nouvel  exemple  de  ce  rapprochement  que  j'ai  essayé  de 

(*)  Ces  propriétés  seront  l'oltjet  d*un  procliain  article. 
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faire  ressortir,  entre  la  théorie  de  la  transformation  pour  le  troi- 
sième ordre  et  celle  des  formes  cubiques  à  trois  indéterminées. 
Effectivement,  le  paramètre  /  qui  figure  dans  la  transformée  cano- 
nique 

dépend  des  invariants  S  et  T,  ou  plutôt  dé  S  ot  S,  par  Téquation 

A  —  /         I    S 


8/»-f-i        4  S 


Or  il  suffit,  en  introduisant  une  seule  indéterminée,  de  poser 
/  =  p  V  pour  la  ramener  à  la  relation  entre  V  et  U.  De  là  résulte 
qu'en  prenant  pour  module 

•2  s/S' 
€l  posant,  pour  abréger, 

^  =  i.  (  /;i  K  -h  m' iK'  ), 
on  a  ces  expressions  des  trois  quantités  0,  A  et  /,  savoir  : 

sin*coamç  ^  sin^am^  Si  sincoamo 

Dans  ces  formules  m  et  m' peuvent  être  pris  égaux  à  deux  nombres 
entiers  quelconques,  pourvu  qu'on  ne  les  suppose  pas  en  même 
temps  nuls  ou  divisibles  par  3. 


SUR 
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C\  /?.,  i.  XLVflI,  i8j9  (I),  p.  940-1079-1096: 
i.  XLIX,  1859  ni),  p.  16-110-141. 


On  coniiail  loule  l'imporlance  dans  la  théorie  des  équations 
algébriques  de  eelle  fonction  des  coefficients  à  laquelle  a  été 
donné  le  nom  de  discriminant,  et  qui  représente  le  produit  symé- 
trique des  carrés  des  différences  des  racines.  Aussi  les  géomètres 
ont-ils  recherché,  surtout  dans  ces  derniers  temps,  les  méthodes 
les  plus  propres  à  en  abréger  le  calcul.  Mais,  dans  les  applications 
à  une  équation  donnée,  ces  méthodes  générales  sont  le  plus  sou- 
vent im])raticables  en  raison  des  opérations  laborieuses  qu'elles 
exigent.  C'est  cette  difficulté  qui  m'a  longtemps  arrêté  pour  for- 
mer la  réduite  du  onzième  degré  de  Téq nation  modulaire  du  dou- 
zième, la  fonction  des  racines  que  j'ai  employée  pour  efl'ectuer 
l'abaissenuMit  conduisant  dans  les  trois  cas  du  sixième,  du  hui- 
lième  et  du  «(onzième  degré  à  calculer  le  discriminant  de  ces  équa- 
tions. J'ai  donc  essayé  d'étudier  en  général  le  discriminant  des 
«'•(piations  modulaires,  en  jirenant  pour  point  de  départ  les  ex- 
pressions des  racines  sous  forme  transcendante,  dans  Tespérance 
d'arriver  à  un  calcul  qui  pût  être  eflectué  au  moins  dans  le  cas 
(pie  j'avais  en  vue.  J'y  suis  effectivement  parvenu,  et  j*ai  vu  en 
même  t<mips  cette  recherche  conduire,  par  une  voie  aussi  simple 
<pie  naturelle,  à  d'importantes  notions  arithmétiques  et  à  des  pro- 
positions (pi'iui  ne  trouvera  pas,  j'espère,  sans  intérêt,  sur  les 
sommes  de  nombres  de  classes  de  formes  quadratiques,  dont  les 
déterminants  suivent  un<»  certaine  loi.  M.  Kronecker  a  déjà  donné 
dans  les  Comptes  lencius  de  i Académie  de  Berlin  (sédmce  du 
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ap  octobre  1857)  les  énoncés  de  plusieurs  beaux  ihéorèmcs  de 
cette  nature;  ceux  que  je  vais  établir  dans  cette  Note  et  qui,  si  je 
ne  me  trompe,  tiennent  à  d'autres  principes,  contribueront,  je 
pense,  avec  les  propositions  dues  à  cet  illustre  géomètre,  à  jeter 
un  nouveau  jour  sur  une  des  plus  importantes  théories  de  l'Arith- 
métique,  en  la  rattachant  par  de  nouveaux  liens  à  l'Algèbre  et  à 
l'Analyse  transcendante. 


Soit  n  un  nombre  premier  et  B(r,  u)z=io  l'équation  modu- 
laire de  degré  «  -h  i  ;  en  faisant,  pour  abréger,  £=(-)>  on 
trouve  1res  aisément  que  le  produit  des  carrés  des  différences  des 
racines  v^  prises  deux  à  deux,  et  que  je  désignerai  par  D,  a  la 
forme  suivante  : 

D  =  M«-»-ï (I  —  M* )'*-»-e( «0 -^ « I ''* -h  rtj w>« -h . . . -I-  rtv w«^ ), 

le  polynôme  rto4-«iW*-h  ...  étant  réciproque,  c'est-à-dire  que 
«,=  «v_/,  et  ne  contenant  ni  le  facteur  w,  ni  le  facteur  1  —  w*  ; 
quant  au  nombre  v,  il  a  pour  valeur 

V  =  — in-^z). 

I 

Cela  posé,  je  vais  en  premier  lieu  établir  (pie  D  est  un  carré  par- 
fait. Je  me  fonderai  pour  cela  sur  la  relation  importante  donnée 
par  Jacobi,  entre  le  multiplicateur  M,  le  module  proposé  et  !e 
module  transformé,  savoir  : 


En  posant 


n   A'ii  —  k^)' dk' 


^  =  e(..„),       S=^(^,«)- 


de  sorte  qu'on  ait,  en  vertu  de  l'équation  modulaire. 

{lu   _        OCt»,  m) 
d^  ~^  '~  â^t»,  u)' 
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cette  relation,  si  l'on  introduit  u  et  v  au  lieu  de  \/lx  et  ^X,  devien- 
dra 


D'ailleurs,  les  valeurs  correspondantes  de  v  et  de  M  sont,  comme 
on  sait, 

V  =  M«[sin  coamap  sin  coam  ip  . . .  sin  coani(/i  —  i)p  J, 

- .  _  -7- ("sin  coain^p  sin  coam  4  p  ...  sin  coam(/i  —  0^1* 

~"  I        sin  ani'ip  sinam/|p  . . .  sin  am( /i  —  i)^       J 

de  sorte  qu'en  faisant 

K       i¥J       K-h«K'  in-\)K-\-iK' 

n         II  n  n 

on  obtiendra  simultanément  les  n  -|-  1  valeurs  de  M  et  les  n  H-  i 
racines  i^o?  ^15  •••?  ^n  de  l'équation  modulaire.  Or  les  équations 
entre  M  et  A*  ont  pour  coefficients  des  fonctions  entières  de  A*,  celui 
de  la  plus  haute  puissance  de  M  étant  l'unité,  et  le  dernier  la  con- 


n—l 


stante  numérique >  de  manière  que  le  multiplicateur  ne 

peut  jamais  devenir  nul  ou  infini  pour  une  valeur  finie  de  k.  Cette 
|)ropriélé  importante,  qui  est  due  au  P.  Jouberl,  montre  que  les 
valeurs  de  v  et  u,  qui  satisfont  à  l'équation  modulaire  et  à  sa  déri- 
vée 0(t>,  m)  =  o,  annulent  nécessairement  aussi  le  dénominateur 
de  M  et,  par  suile,  2>(i',  u),  si  l'on  exclut  les  cas  limites,  /i  =  o, 
f£*=i,  auxquels  correspondent,  comme  on  sait,  i^  =  o,  i^*=i. 
Cette  restriction  faite,  on  peut  conclure  que  toutes  les  autres  solu- 
tions simultanées  des  équations  0((',  // )  =  o,  6(V,  m)  =  o  sont 
doubles;   elles  annulent,  en  effet,  la  déterminante  fonctionnelle 

dv    du        du   dv  ~~     du  dv 

car,  à  cause  de  l'équation  8  =  0,  celte  déterminante  contient  le 
facteur  &(i',  u).  C'est  dire  que  tous  les  facteurs  du  discriminant, 
autres  que  ^/  et  i  —  u^^  y  entrent  au  carré,  d'où  résulte  que  le 
polynôme  ao4-«i«*-|-  ...,  qui  ne  contient  pas  ces  facteurs  et, 
par  suite,  le  discriminant  lui-même,  est  un  carré  parfait.  A  la 
vérité  pourrait-on  demander  en  toute  rigueur  de  démontrer  qu'il 
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ne  renferme  pas  de  facteurs  triples  ou  élevés  à  une  puissance  im- 
paire. Mais  ce  point  sera  lui-même  complètement  établi  plus  tard, 
à  Taide  d'une  remarque  que  je  dois  encore  placer  ici.  Multiplions 
membre  à  membre  les  n  4-  i  équations  qu'on  déduit  de  la  rela- 
tion 

n  n{\  —  M*  )'^{\\  u) 

en  y  remplaçant  successivement  v  par  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion modulaire.  Comme  le  produit  des  valeurs  de  M  est  ±-1  on 
trouvera,  en  employant,  pour  abréger,  lo  signe  de  multiplication  II, 

Mais  on  sait  que 
on  en  conclut  (  *  )  que 

et  il  vient  par  conséquent 

Or,  au  signe  près,  nO(c',  u)  est  le  discriminant,  et  cette  relation 
montre  qu'on  peut  le  considérer  comme  provenant  de  l'élimina- 
tion de  (^,  entre  les  équations 

^{V,  U)  =  G,  37(l',  u)  =  o, 

la  seconde  étant  la  dérivée  -7-»  Cela  posé,  faisons  le  changement 
de  V  en  w,  et  de  «  en  sr;  d'après  une  propriété  fondamentale  des 
équations  modulaires,  0  ne  changera  pas,  -5-  =  o  deviendra  par 
conséquent  -j-  =  o,  rt  le  discnmmant,  lorsqu  on  y  aura  mis  Si'  au 
lieu  de  w,  représentera  le  résultat  de  Télimination  de  u  entre  les 


(')  Il  suffit  pour  cela  de  poser  m  =  ^{{ù)^  puis  de  changer  to  en 1  et  d'clc- 

ver  les  deux  membres  à  la  puissance  huitième,  les  racines  v^^^  v^^  ...  élanl  ainsi 
devenues  :  y'i  —  vj,  \^i—  v?,  elc. 
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équations 

Mîiis,  V)  ncî  ronleiianl  que  des  puissances  paires  de  //,  ce  cliange- 
niciil  reviendra  à  écrire  la  lettre  v  au  lieu  de  w,  d'où  celte  consc- 
(|ueiice  (jue  Tensemble  des  valeurs  égales  des  racines  r©?  ^'i^  •••? 
Vf,j  lui  didere  pas  de  la  série  des  valeurs  de  u  qui  font  acquérir  à 
Téqualion  modulaire  ces  valeurs  égales. 


Après   avoir   étahll   que    le  discriminant  est  un  carré  parfait, 
ce  (pli  permel  d'écrire  désormais 

si  l'on  pos<» 

Al*  —  I        71  -4-  e 


0  (  f/  )  rrr  «o  -f-  AI,  M*  -h  .  .  .  -H  Alv  M*^,  V  = 

nous  introduirons  la  transcendante  dont  j'ai  donné  ailleurs  (*)  la 
définition  <»t  les  propriétés  fondamentales,  en  faisant 

et  c'esl  ainsi  (pie  nous  parviendrons  à  représenter  explicitement 
toutes  les  racines  du  polynôme  0(//),  en  donnant  pour  chacune 
<relles  la  valeur  de  (o.  Le  caractère  principal  de  ces  valeurs  con- 
siste en  c<»  (piVlles  seuil  Tune  des  racines  toujours  imaginaires, 
celle  on  \v  coefficient  de  i  {^)  est  positif,  d'équations  du  second 
d(»gré  à  coefficients  entiers.  <»l  ipie  nous  désignerons  de  cette  ma- 
nière : 

{a)  Pto»  H-  Ji  Q  co  -î-  R  =  o. 

Nous  allons  donner  le  moyen  d'obtenir  toutes  ces  équations  en  les 


(')  Comptes  remius,  iSr>S,  j».  5u. 

(<^  IVut  éUT  nV^I-il  (>ii5  inutile,  (H>ur  éviter  toute  ambiguTté,  de  dire  que  la 
quanlitê  i  dont  il  est  question  est  précisément  relie  qui  figure  dans  Texpression 
unalvtique  de  «v^)  ^^^  ^^^^  ^  ^'l*'  introduite  en  posant  g  =  e*^^. 
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déduisant  de  certaines  classes  de  formes  quadratiques  de  détermi- 
nant négatif,  mais  il  est  d'abord  nécessaire,  à  l'égard  de  cette 
dépendance  que  nous  établissons  entre  les  équations  et  les  classes, 
dMndiquer  la  proposition  suivante  : 

\  toutes  les  classes  qui  ont  même  déterminant  ou  seulement  à 
certains  ordres  correspondront  toujours,  sauf  deux  exceptions  dont 
il  sera  question  plus  bas,  soit  deux  groupes,  soit  six  groupes  de 
huit  équations,  telles,  que  dans  un  même  groupe  toutes  les  équa- 
tions se  déduisent  de  l'une  d'elles,  en  y  remplaçant  eu  par 
(i)-h2/«,  le  nombre  m  étant  pris  suivant  le  module  8.  De  sorte 
que,  si  l'on  veut  avoir  seulement  les  valeurs  distinctes  de  o*((ii), 
on  ne  conservera  qu'une  forme  de  chaque  groupe,  alors  et  sous 
cette  condition  correspondront  à  chaque  classe  deux  ou  six  équa- 
tions (a). 

Désignons  dans  le  premier  cas  par 

P  io2  -+-  7.  Q  to  -4-  R  =  o 

l'une  des  équations,  Taulre  s'en  déduira  en  y  remplaçant  o)  par 
9  et  il  en  résultera  deux  valeurs  ©(  w)  et  —, — -  qui  seront  deux 

■  -»-  eu  •  ^      '         ç(tu)  ^ 

x*acines  réciproques  du  polynôme  6(w). 

Pour  le  second  cas,  on  aura  d'abord  les  deux  équations  dont 
nous  venons   de  parler,  et  chacune  d'elles  en   donnera  en  outre 

<leux  autres,  en  y  remplaçant  (o  par et  w  —  i .  Autrement  dit, 

les  six  équations  résulteront  de  l'une  quelconque  d'entre  elles  en 
jr  faisant  les  substitutions 

(O  I  I  I 

fO,      » •      ,      CO  I,       I • 

I  -i-  Uj  tO  I  —  OJ  OJ 

A  ces  six  valeurs  de  to  répondent  six  groupes  de  huit  racines  du 
polynôme  6(//),  qu'on  obtiendra  par  les  relations 

„.=  o.(u.),     — !-,      ,-ç.(a,>,      ! ,  ?'^""      ,      y'^"'-'. 

Quant  aux  cas  d'exception  à  ces  règles,  ils  concernent  les  classes 
dérivées  de  ces  deux  formes  (i,  o,  i)  et  (2,  i,  2).  On  rencontre 
les  premières  lorsque,  le  nombre  premier  n  étant  ^  1  (mod  4)?  on 
peut  faire 

71  =  a^H-  4^*. 
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Selon  qu'elles  présentent  les  caractères  propres  aux  formes  qui 
fournissent  deux  ou  six  équations,  on  n'en  doit  prendre  qu'une 
seule,  savoir  : 

d'où 

ciu  =  I  4- ï,        o*(ci>)  =  —  i: 

ou  bien  les  trois  suivantes  : 

(«)«-4-  I  =  o, 

Coî —  2(1)  -i_  2  =  o, 

2  tu*  -h  -2  10  -*-   I   =  O, 

d'où 

(I)  =  i,  9'(ti>)  =  -, 

OJ  =  I  -4-  I ,  o«  (  (I)  )  =  —  I , 

0>  =  ; :>  9'(l«>)  =  2. 

Le  premier  cas  a  lieu  lorsque  h  est  impair  ou  impairement  pair, 
et  le  second  lorsque  6  est  divisible  par  .\  dans  l'équation 

F^es  classes  dérivées  de  (2,  1,  2)  s'offrent  lorsque 

et  toujours  a\ec  les  caractères  propres  aux  formes  qui  fournissent 
six  équations.   Mais  on  en  doit  prendre  seulement  deux,  qui  sont 

a)*-4-a)^-l  =  o,  oj- — uj -h  I  =  o, 

et,  (|uant  aux  valeurs  de  'f  (o))  qu'elles  déterminent,  elles  dépendent 
de  l'équation 

Ainsi  le  facteur  //'• —  u^ -{- 1  se  présentera  dans  le  polynôme  6 (//) 
pour/i^-j,  i3,  19,01c. 

Ces  préliminaires  établis,  nous  arri\ons  à  la  formation  même 
des  équations  en  co.  A  cet  effet,  nous  considérerons  deux  séries 
de  déterminants,  les  uns  donnés  par  l'expression 

A  =  (8o  — 3/i)(/i  — -20), 

les  autres  ])ar  celle-ci  : 

A'=  8ô(/i  — 8ô), 
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en  attribuant  à  o  toutes  les  valeurs  en  nombre  évidemment  fini 
qui   les  rendent  positives,   et  nous  aurons    les  propositions   sui- 

>antes  : 

Première  série  :  A  =  (  88  —  3/i)(/i  —  20). 

Pour  A^i(inod4),  toutes  les  classes  de  déterminants  — A 
peu\ent  être  représentées  par  des  formes  (P,  Q,  R),  où  Q  est 
impair  et  R  impairement  pair.  Ces  formes  fourniront  deux  équa- 
tions, dont  le  type  sera  précisément 

Pa>«-f- viQ»o-f-  R  =  0. 

Pour  A^  —  I  (mod4),  les  seules  classes  de  l'ordre  impropre- 
ment primitif  ou  dérivées  d'ordres  improprement  primitifs  pour- 
ront être  représentées  de  même  ;  les  autres  seront  exclues,  et  clia- 
cune  des  premières  fournira  deux  ou  six  équations,  suivant  qu'on 
aura  A  =:  —  i  ou  3(mod8). 

Deuxième  série  :  A'=  8o(/i  —  80). 

Pour  0  impair,  on  exclut  les  classes  où  les  trois  coefficients  sont 
divisibles  par  2  ;  toutes  les  autres  fournissent  chacune  deux  équa- 
tions. 

Si  0  est  pair,  on  prend  sans  exception  toutes  les  classes  de 
déterminants  —  A',  et  c'est  alors  seulement  qu'on  rencontre  les 
groupes  de  classes  auxquelles  correspondent  six  équations.  Le 
premier  de  ces  groupes  se  présente  lorsque  5  ^  —  2/i(mod8)  ;  il 
est  composé  de  toutes  les  classes  dont  les  coefficients  sont  divi- 
sibles par  4»  et  qui,  ce  facteur  supprimé,  constituent  Tordre 
improprement  primitif,  ainsi  que  les  dérivés  d'ordres  impropre- 
ment primitifs   (  '  ),    de  déterminant -•  Le  second  est  donné 

r  \   -  7  i(3 

par  les  valeurs  de  0  qui  sont  multiples  de  8,  et  il  est  couiposé  de 
toutes  les  classes  dont  les  coefficients  sont  divisibles  par  8.  L'une 
quelconque  de  ces  classes,  auxquelles  correspondent  six  équa- 
tions, étant  désignée   par    (P,  (^,  R),   conduit  immédiatement    à 


(')  Celte  réunion  d'ordres  qui  se  présenlc  dans  les  deux  séries  de  déterminants 
pourrait  être  appelée  simplement  le  groupe  improprement  primitif;  ce  serait 
ainsi  Tensemble  des  classes  (A,  B,  C),  où  B  est  impair,  A  et  C  pairs,  ces  trois 
nombres  pouvant  avoir  d'ailleurs  un  diviseur  impair  quelconque. 
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IVq nation  type 

l'w*-H2Qw-+-  R=o; 

mais  pour  les  autres,  auxquelles  correspondent  deux  équations, 
et  qu'on  peut  représenter  ainsi  : 

?(A,  B,  C), 

p  étant  I,  '2  ou  4,  et  A,  B,  C  n'étanl  plus  à  la  fois  divisibles  par  2, 
il  sera  toujours  possible  de  déduire  de  (A,  B,  C)  une  transfor- 
mée (P,  Q,  R  )   où  P  est  impair,  R  pair,  et  l'équation  en  co  sera 

encore 

I»a>«-i-'2Qw  -f-  R  =  o. 

Une  observation  essentielle  doit  être  enfin  jointe  aux  proprié- 
tés précédentes  :  c'est  que,  dans  la  série  des  équations  dont  nous 
devons  donner  la  formation,  jamais  on  n'obtiendra  deux  fois  la 
même,  si  Ton  a  égard  à  ce  qui  a  été  précédemment  dit  relative- 
ment aux  classes  dérivées  des  formes  (i,  o,  i)  et  (2,  1,2).  La  con- 
sidération des  formes  réduites  permet  de  le  démontrer  très  aisé- 
ment, et  il  en  résulte  cette  remarque  qu'un  nombre  premier  n'a 
qu'une  seule  représentation  dans  le  groupe  des  formes  de  même 
déterminant  où  le  coefficient  moyen  est  nul. 


III. 


Plusieurs  des  résultats  précédemment  établis  s'étendent  aux 
équations  plus  générales  qui  fournissent  la  relation  entre  les  mo- 
dules pour  toutes  les  transformations  des  fonctions  elliptiques. 
Ceux  que  je  vais  indiquer,  en  considérant  pour  l'ordre  delà  trans- 
formation un  nombre  n  impair  sans  diviseur  carré,  montreront, 
je  pense,  l'intérêt  qui  m'a  attaché  à  ces  recherches,  auxquelles 
j'espère  donner  par  la  suite  de  nouveaux  développements.  Dans 
ce  cas,  l'équation  rationnelle  entre  c  =  y/X  et  u  =  \Jk  est  d'un  de- 
gré égal  à  la  somme  des  diviseurs  de  /i,  et  le  premier  point  que 
j'ai  dû  établir  consiste  en  ce  que,  si  l'on  pose  //  =  o(to),  les  ra- 
cines seront  rej)résentées  ainsi  : 


/2\      /oto-i-ir»m\ 
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o  et  o,  étant  deux  diviseurs  de  /?,  de  sorle  que  /?  =  o5|,  m  étanl 

pris  suivant  le  module  o»  et  (  ^  j  ayant  la  si^nificalion  habituelle 

relative  aux  nombres  composés. 

Considérant  ensuite  le  produit  des  carrés  des  différences  des 
racines,  j'ai  trouvé  qu'en  le  désignant  toujours  par  D,  on  avait 

où  N,  N'  et  V  sont  des  nombres  entiers  dont  la  détermination 
dépend  des  fonctions  numériques  suivantes,  qui  s'offrent  pour  la 
première  fois  en  analyse. 

Soient  8  et  8'  deux  diviseurs  de  /i,  tels  que  Ton  ait 


la  première  de  ces  fonctions  sera  la  somme  de  toutes  les  quan- 
tités 88',  et  je  la  désignerai  ainsi  : 

Le  seconde  A),  sera  définie  comme  la  précédente,  mais  en  em- 
ployant seulement  pour  8  et  8'  les  diviseurs  de  n  qui  satisfont  à  la 
condition 

(i)-(à)'"- 

Cela  étant,  si  X  et  Ob'* représentent  la  somme  et  le  nombre  des 
diviseurs  de  /i,  on  aura 

N  =  nDÎ.'— 5Î,H-'2A„, 

4v  =  >%«--%  — N-4N'. 

Ces  quantités  auxquelles  conduit  immédiatement  le  discriminant 
de  l'équation  modulaire  montrent  donc  le  premier  emploi  des 
fonctions  A„,  A^,  qui,  si  on  les  prend  complètes,  c'est-à-dire  en 
introduisant  dans  les  sommes  tous  les  diviseurs  de  /?,  seront  de 
la  nature  des  fonctions  numériques  qui  ont  été  récemment  l'objet 
de  travaux  importants  de  M.  Liouville.  Mais  la  limitation  88' «<  n 

(*)  Cf  6'  ne  peuvent  èrrc  pris  égaux  entre  eux  et  égaux  à  l'unité. 
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leur  imprime  un  caractère  spécial  qui  rappelle  dans  la  théorie  des 
nombres  la  notion  analytique  de  parties  de  fonctions.  Telle  est 
encore  cette  expression  de  la  somme  des  diviseurs  de  /i,  moindres 
que  v//i,  dont  M.  Kronecker  a  montré  le  premier  l'usage  dans  le^ 
beau  travail  que  j'ai  déjà  cité.  Et  il  semble  jusqu'ici  que  ce  soit 
dans  l'évaluation  des  sommes  de  nombres  de  classes  de  formes 
quadratiques,  dont  les  déterminants  suivent  certaines  progressions 
du  second  ordre,  que  ces  trois  fonctions  se  trouvent  appelées  à 
jouer  leur  principal  rôle;  mais,  à  cet  égard,  j'aurai  surtout  pour 
but  de  faire  ressortir,  dans  le  cas  où  n  est  premier,  la  liaison  qui 
existe  entre  le  degré  du  discriminant  et  ces  nombres  de  classes. 
Pour  cela,  il  est  nécessaire  que  je  démontre,  comme  je  l'ai  déjà 
annoncé,  que  le  discriminant  ne  contient  pas  de  facteurs  mul- 
tiples autres  que  //et  i  —  //**,  dont  le  degré  de  multiplicité  soit 
supérieur  à  deux. 


IV. 


Les  valeurs  de  w  par  lesquelles  les  racines  du  discriminant,  en 
exceptant  //  =  0,  //*:=  1 ,  ont  été  exprimées  sous  la  forme 

Il  =ç(w), 

présentent  ce  caractère  que  deux  quantités  ©(w),  »  (a>')  sont 
essentiellement  diflérentes  du  moment  que  w  et  w'  ne  dépendent 
pas  de  la  même  équation;  et  il  en  résulte,  en  premier  lieu,  que  les 
valeurs  communes  que  prennent  respectivement  deux  racines  de 
féquatiou  modulaire  pour  //=:o(co)  et  // =  ©(w')  ne  pourront 
non  plus  jamais  être  égales.  Ce  point  établi,  j'observe  ensuite  que 
le  déterminant  Q^ —  PR  de  l'équation 

étant  résidu  quadratique  de  //,  la  congruence 

I*x'-}- aQvT -i- Il  ~  o     (mo(l/o 
admet,  si  V  n'est  pas  multiple  du  module,  deux  solutions  réelles 
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qu'il  sera  toujours  possible  de  représenter  par  des  nombres  mul- 
tiples de  i6  : 

Cela   étant,    les  deux  racines  de   l'équation  modulaire,  qui  de- 
viennent égales  lorsqu'on  fait  //  =  ©(w),  seront 


,(^) ..  ,(^), 


Et  dans  le  cas  où  l'on   suppose  P^o  (mod/i),    la   congrueace 
n'admettant  plus  qu'une  solution  j?  ^  [jl,  on  aurait  l'égalité 


?(^)  =  (f.)?^"'">- 


Mais  on  peut  toujours  faire  en  sorte  d'exclure  l'un  des  cas,  de 
rester  dans  le  premier,  par  exemple,  en  tirant  l'équation  en  w 
d'une  forme  quadratique  (P,  Q,  R)  où  P  ne  soit  pas  divisible  par  n. 
Cela  posé,  l'équation  modulaire  ne  saurait  présenter  non  plus, 

quand  on  y  fait  m  =  o(cd),  une  troisième  racine  o  (- — !--)  égale 

aux  précédentes;  car  jjl"  devrait  nécessairement  vérifier,  ainsi 
que  [X  et  [jl',  la  congruence  Px'-4- 2  Qx  +  R  ^  o  (mod/?),  ce  qui 
est  impossible  lorsqu'on  suppose  le  module  un  nombre  premier. 
Or,  ayant  démontré  que  les  racines  du  discriminant  ne  différaient 
pas  de  l'ensemble  des  valeurs  égales  des  racines  Vq,  c^i,  . . .,  i^„,  de 
l'équation  modulaire,  nous  concluons  qu'il  n'existe  pas  de  fac- 
teurs triples  dans  le  discriminant,  précisément  de  ce  que  trois  des 
quantités  Vof  ^i?  •  ••?  ^'//  ne  peuvent  jamais  coïncider  pour  aucune 
valeur  finie  de  w.  Ayant  donc  fait 

D  =  ««-^-1  (  I  —  m8  )«-»-e  0«  (  a  ), 

nous  pouvons  regarder  comme  inégales  toutes  les  racines  de 
l'équation  H(u)  =  o]  et  c'est  la  proposition  que  nous  voulions 
établir  afin  d'arriver  à  celle-ci  : 

Pour  tout  nombre  premier  /i,  la  somme  des  nombres  d'équa- 
tions déduites  des  classes  quadratiques  de  la  première  série 
de  déterminants  —  A,  et  de  la  seconde  série  de  détermi- 
nants —  A',  est  égale  au  degré  du  polynôme  ^(u). 

H.  -  II.  4 
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Mais  en  considérant,  pour  plus  de  simplicité,  les  seules  équa- 
tions qui  fournissent  des  valeurs  distinctes  de  cp'(a)),  nous  pou- 
vons remplacer  cet  énoncé  par  le  suivant  : 

Soient  o-i  et  o-j  les  nombres  de  classes  de  la  premiè/'C  série 
auxquelles  correspondent  deux  ou  six  équations.  ar\  et  o*!,  b's 
quantités  analogues  dans  la  seconde  série,  on  aura  en  tenant 
compte  des  classes  dériK-ées  de  {\^  o,  i)  <?^  (2,  1,  2)  /«  relation 

•>.(ff,-^(Tl)-HG((Ij-T-(T.j)    =  V=: 


Tel  est  donc  le  théorème,  essentiellement  limité  jusqu'ici  au 
cas  où  n  est  premier,  que  nous  allons  vérifier  par  un  certain 
nombre  d'exemples,  en  donnant  pour  chacun  d'eux  la  série  des 
équations  en  co,  ce  qui  va  nous  conduire  en  même  temps  à  présen- 
ter des  applications  des  diverses  règles  énoncées  précédemment 
pour  la  formation  de  ces  équations. 


V. 


\  cet  effet,  j'emploierai  pour  abréger  la   notation   suivante  : 
(A,  B,  C)  étant  une  forme  quelconque,  je  poserai 

(G,  — B,  A)  =  (A,  B,  C)„ 
(A,  —  A-hB,  A  — 2B-f-G)  =  (A,B,  G),. 

Il  deviendra  possible  ainsi  de  rattacher  immédiatement  les  équa- 
tions aux  formes  réduites,  par  lesquelles  il  convient  d'autant 
mieux  de  représenter  les  classes,  qu'on  obtiendra  de  la  sorte  les 
coefficients  les  plus  simples  et  les  valeurs  de  10  pour  lesquelles  les 
séries  elliptiques  présentent  la  plus  grande  convergence.  Effecti- 
vement, si  Ton  se  borne  aux  équations  qui  fournissent  des  valeurs 
distinctes  de  o'(w),  ou  même  à  la  seule  équation  type  (voyez 
Comptes  rendus^  p.  946  et  §  Il  du  présent  Mémoire  ),  elle  sera  tou- 
jours Tune  de  celles-ci  : 

(A,  B,  G)  =  o,        (A,  B,  G),  =  o,        (A,  B,C),=:o, 
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les  indélerniinées  x  et  y  étant  remplacées  par  w  et  i,  et  (A,  B,  C) 
étant  une  forme  réduite.  Je  conviendrai  enfin  de  les  désigner  seu- 
lement par  leurs  premiers  membres  et  de  représenter  respective- 
ment par  S  et  S',  pour  la  première  et  la  seconde  série  de  détermi- 
nants, les  sommes  de  nombres  d'équations  donnant  des  valeurs 
distinctes  pour  o*(w),  de  sorte  que  la  relation  que  nous  nous- 
proposons  de  vérifier  sera 

8  2 

Cela  posé,  voici,  en  commençant  par  les  cas  les  plus  simples,  les 
résultats  que  l'on  obtient  : 

n  =  3. 

Le  nombre  V  se  réduit  à  zéro,  0(w)  est  une  constante,  et  le  dis- 
criminant de  l'équation  modulaire  w* —  v*" -\'  iuv(\  —  u^v^)z=  o, 
ainsi  que  le  donne  facilement  le  calcul  direct,  est 

D  =  ii*(» —  "•)*• 


n  =  5,         V  =  I. 

La  première  série  de  déterminants  fournit  la  seule  valeur  A  =  i  ^ 
d'où  la  classe  (i,  o,  i),  qui  par  exception  donne  au  lieu  de  deux 
équations  une  seule,  (i,  o,  1)2.  La  seconde  série  de  déterminants 
n'existe  pas,  et  l'on  obtient  simplement 


La  première  série  existe  seule  et  donne  A  =  3,  d'où  les  deux 
classes  (1,  o,  3),  (2,  i,  2).  Mais  on  ne  doit  employer  que  la  classe 
improprement  primitive,  qui,  par  exception  encore,  au  lieu  de  six 
équations,  n'en  donne  que  deux,  dont  le  type  est  (2,  i,  2).  La  va- 
leur D  est 
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/i  =  I  I , 


La  première  série  donne  A  =  7,  et  la  classe  improprement  pri- 
mitive (2,  I,  4 )«  d'où  l'équation  type  (2,  1,  4)<' t)na  donc  S=  2. 
Dans  la  deuxième  série  A'=  24,  et  Ton  obtient  les  quatre  équations 

types  : 

(1,0,94),    (3,  0,8),    (4,2,7),,    (5,1,5)5, 

de  sorte  que  2'=  8,  S -j- S' =  10. 

On  verra  dans  un  prochain  article  comment  on  parvient  ensuite 
à  l'expression  (  *  )  : 

D  =  w»«(i--M«)»o(f()  — 3i  1*8-1- i6m»«)5 

X  (i  —  3oi  960  M* -h  3  55o49'2a»6—  2.  178  23-2  m'^  —  i  092  026  w'' 
—  2  178232^^0-+-  3  55o492a^»—  3oi  960^5» -h  u^^y. 

Pour  les  valeurs  plus  grandes  de  /i,  je  résumerai  les  résultats 
dans  le  Tableau  suivant  : 


(')  Le  calcul  fait   par  M.  Bourgel  nous  a  amenés  à  modifier  quelques-uns  des 
coefficients  numériques  donnés  par  Hermite.  E.  P. 
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n 
13 

PHEMUaiF  SKIIIE. 

DEUXIKMK  SEniE. 

V 

15 

A  =  3 

(2,  1,2) 

A  =  9 

A'=  40 

(1,0,  9),  (2,  1,5), 

(1,0,  40)  (5,0,  8)(i,2,ll), 

(3,  0,  3), 

(7.  3,  7)a 

17 

£  =  7 

£'=8 

Vi 

A  =  i3 

A' =  72 

(1,0,  i3),(2,i,7), 

(i,  0,  72)  (3,  0,  24)  (8,  0,  9),  (4,  2, 19), 
(9,3,9),(8,4.iOi 

A  =  i3 

A' =  16 

(2,  1,8),  (î,  ,,/,), 

(1.0, 16)  (2,  0,8)  (4,  2,  5), 
(.'i,n,4). 

10 

2  =  8 

S' =19 

36 

A  =  i5 

A' =88 

(3,1,8). Chi.l), 

(1,  0,88)  (8,  0,11),  (4.  2,  23),  (8,  4.  i3), 

A=  21 

A' =48 

(1,0,21)3(3,0,7)3 

(i,o,48)(2.o.  24)(3.  0,  l6)(4,0,12) 

(2,1,11)3(5,2,5)2 

(fi.  0,8)  (7» ',7)2  (4.2,13),  (8,  4,  8) 

S -12 

r=24 

Î3 

A  =  19 
(2,  I,  10) 
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A  =  33 

A'=  112 

(1,0,33)3(3,0.11)3 

(i,  0.  112)  (2,  0,  56)  (4,  0,  28)2  (8.  0.  i4), 

(2,1,17),  (fi,  3,  7), 

(7,  0,16)  (^,2,  29),  (II,  3,  II),  (8,  1,16) 

A  =  i5 

A'  =  120 

(2,1,8),  (4,1,4), 

(1,  0, 120)  (5,  0.  40)  (5,  0,  24)  (8.  0.  i5), 
(11, 1,11)3(4,2, 30(8,  4, 17)1(12,  6,i3), 

2.) 

1  =  18 

L'=36 

91 

A  =  25 

A  =  120 

(1,0,  25)3(2,1,3), 

(1,0,  120)  (3,  0,40)  (5,  0,2',)  (8,0,  i5). 

(5,  0.  5)3 

(I1,I,1I)3('4,2,32), 

(8,4,  •7).(»2.6,i3), 

A  =  5i 

A  =  208 

(2, 1,26)  (6,  3, 10) 

(1,  0,  208)  (2,  0,  io'4)  (4,  0.  52)  (8,  0,  26), 

A  =  45 

(i3,o,  16) 

(1,0,45)3(3,0,  15)3(5,0,9^3 

(11,1,  29)3(11,-1,29)3(7,3,31)3 

(a,i,23),(7,  2,  7)3(6,3,9), 

(7, -3.  31)3  (4.  2.  53),  (8.  4.  38), 
(16,  8. 17),  (14.  4. -6)  (14, -4. 16) 

A  =  7 

A  =  168 

(2,1,4). 

(1,0, 168)  (8,0.2.),  (3,  0,56)  (7,  0,24) 
(i3, 1,13)3(4,  2.  43). 
(8,  4,  23),  (12,  6, 17), 

L  =  3i 

r  =  6o 
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VI. 


Une  conséquence  importante  des  résultats  précédemment  expo- 
sés consiste  en  ce  que  toutes  les  valeurs  de  w'=çp^(to)  qui  font 
acquérir  des  racines  doubles  à  l'équation  modulaire,  représentent 
également  des  modules  de  fonctions  elliptiques  pour  lesquelles  a 
lieu  la  multiplication  complexe.  Nous  avons  vu  en  effet  que  la 
quantité  w  dépendait  de  la  relation 

(A,  B,  C)  étant  une  forme  quadratique  de  déterminant  négatif,  ce 
qui  est  précisément  le  caractère  essentiel  de  ces  modules.  Je  vais 
donc  présenter  à  l'égard  des  équations  algébriques  qui  servent  à 
les  déterminer  les  remarques  auxquelles  j'ai  été  naturellement 
amené  par  les  recherches  précédentes,  et  qui  serviront  de  com- 
plément aux  théorèmes  fondamentaux  déjà  donnés  sur  ce  sujet  par 
M.  Kronecker. 

Voici  d'abord  un  choix  particulier  dont  je  conviendrai  pour  les 
formes  destinées  à  représenter  les  diverses  classes  quadratiques  qui 
appartiennent  au  même  déterminant.  En  désignant  ces  formes  par 
(A,  B,  C)  et  faisant  A  =  AC  —  B',  je  supposerai,  ce  qui  est  tou- 
jours possible,  que  C  soit  pair  et  \  impair,  de  sorte  que  dans  le 
groupe  proprement  primitif  (*)  on  aura,  suivant  que 

A  =  i(mo(l4),  B  et  -  G  impairs; 

A  =  2(mod4),  B  pair  et  -  C  impair; 

A  =  —  i(mod4),     B  impair  et  C  multiple  de  4« 

En  second  lieu,  et  pour  ce  qui  concerne  le  groupe  impropre- 
ment primitif,  il  ne  sera  posé  aucune  condition  lorsque  A  ^  3 
(mod  8)  ;  mais,  dans  le  cas  de  A  ^  —  i  (mod  8),  nous  prendrons  C 
impairement  pair.  Les  formes  ainsi  choisies,  et  que  nous  garde- 
rons désormais  pour  représenter  les  classes,  jouissent  de  cette  pro- 


(')  Comptes  rendus,  p.  947  et  §  I  du  présent  Mémoire. 
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j>rîété  de  conserver  les  mêmes  caractères  dans  toutes  leurs  trans- 
formées par  des  substitutions  au  déterminant  w/j,  x  =  aX  +  pY, 
j^  =  yX  +  oY,  où  ^  est  pair,  a  et  o  impairs.  Cela  posé,  si  Ton 
<_lélerminc  co  en  faisant 

A  to'  -f-  'A  B  (0  -i-  G  =  o, 

(  A,  B,  C)  représentant  successivement  toutes  les  classes  du  groupe 
proprement  primitif  et  de  même  déterminant  —  A,  les  diverses 
c^uantités  x  =  o*((o)  seront  racines  d'une  équation  qui  sera  réci- 
proque, dont  le  degré  sera  double  du  nombre  des  classes  et  dont 
les  coefficients  seront  entiers,  eu  supposant  celui  de  la  puissance 
la  plus  élevée  de  x  égal  à  Tunité. 

Kn  second  lieu,  et  à  l'égard  du  groupe  improprement  primitif, 
^^xï.  obtiendra  comme  précédemment  une  équation  réciproque  dont 
le  degré  sera  encore  le  double  du  nombre  des  classes,  mais  avec 
i.ine  puissance  de  2  pour  coefficient  du  premier  terme  lorsque 
-A^  —  I  (mod  8).  Enfin,  si  l'on  suppose  A  ^  3  (mod  8),  le  degré 
î*era  six  fois  le  nombre  des  classes,  et  tous  les  coefficients  entiers, 
oelui  du  premier  terme  étant  l'unité. 

Voici  maintenant  la  méthode  par  laquelle  on  peut  obtenir  ces 
équations  dans  tous  les  cas. 


VU. 


Convenons,  pour  mettre  en  évidence  le  déterminant  des  formes 
«juadratiques  dont  elles  dépendent  principalement,  de  les  désigner 
|)ar 

Fi  (j",  A)  =  o         lorsque         A  ^  i  (mofl  i), 
Fi(^,  A)  =  o        lorsque        A  =  ';i(mod4), 

le  groupe  proprement  primitif  existant  seul  pour  ces  deux  déter- 
minants. Dans  les  cas  suivants,  ce  sont  les  équations  qui  répondent 
aux  formes  du  groupe  improprement  primitif  qu'il  convient  de 
considérer,  et  nous  les  désignerons  par 

.fi(j?,  A)  =  o         lorsque         A^3(inod8), 
Jj(j7,  A)  =  ()         lorsque         A  =  —  i(mod8). 

Cela  posé,  soit  6(i',  u)  =  o  l'équation  modulaire  pour  la  transfor- 


\ 
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nialion  qui  se  rapporte  à  un  nombre  impair  n  quelconque.  Enjoi- 
gnant à  cette  équation  celles-ci  : 

I"  a*  = ,  as  =  ar, 


v^—i 


v^-\-i 


a»=  37, 


I  —  r» 


j<*  =  I  —  ar, 


on  (?n  déduira  quatre  équations  en  x^  dont  les  premiers  membres 
présenteront  cette  propriété  remarquable  d'être  le  produit  de  fac- 
teurs qui  seront  respectivement  de  la  forme  : 

i"  Fi^J*,  A)  \  t  in  —  I,  a/i  —  9,  2/1  —  aS,  . . ., 

'»  F,(.r,A)/  1  2/1,  2/1  — 4,  a/i— 16,  ..., 

>  A  avant  les  valeurs  < 
J"  ,T,  ( r,  A)  l         •  j  4  /i  —  1 ,  4 /i  —  9,  4 /i  —  25,  ... , 

4"  .r  rt  ."^ilT,  A)   )  \  8/1  —  I»  8/1  —  9,  8/1  —  25,  . . .. 

Il  on  résulte  que  les  polynômes  F|(x,  A),  ^^{x^  A),  ef|(x,  A), 
^^i{a\  A)  s'obtiennent  en  déterminant  le  plus  grand  commun  divi- 
stMir  entre  les  premiers  membres  de  deux  des  équations  que  nous 
\enons  de  considérer,  et  répondant  à  deux  valeurs  de  /i,  qui  seront 
surcessivemeut  : 

A-f-p*         A-f-  ?'« 

-*— p  n  p   elanl  impairs; 

2  et  p'  étant  pairs; 

3*  ^   j,'*     -——-->     p  et  p'  étant  impairs; 

p  et  p'  élanl  impairs. 

Voici  ensuite  comment,  sans  changer  leur  degré,  on  déduira  des 
deux  équations  J|  \^x.  A)  =  o,  ^^{j\  A)  =  o,  qui  se  rapportent  au 
groupe  improprement  primitif,  celles  qui  correspondent  au  groupe 
pivpremenl  primiiit.   Dans  les  deux  cas  on  calculera  d^abord  la 

truu>formée  de  degré  sous-double  enz^^-lx-^^-^ )>  puis  on 

4     \  X  ■ 


•À 

A-^o« 
4       ' 

A  -4-  z'*' 

7-^ » 

4 

l-r-Z^ 

A-Hp'^ 

4      • 

4     ' 

A -HP* 

A-p'« 
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y  remplacera  z  par  (  ^_'  j  >  ce  qui  ramènera  au  degré  primitif  (  *  ). 

Enfin,  pour  passer  des  équations  relatives  au  déterminant  —  A  à 
celles  qui  concernent  le  déterminant  —  4^?  on  fera  dans  Féqua- 
lion  qui  appartient  au  groupe  proprement  primitif  de  formes  de 
déterminant  —  A  la  substitution 

^       4v6^ 

El,  si  Ton  représente  les  classes  de  déterminant  — 4^»  dont  les 
trois  termes  ne  sont  pas  pairs  en  même  temps,  par  des  formes 
(A,  B,  C),  où  C  soit  pair,  A  impair,  en  posant 

Ati>*-h  2Bti>  -h  C  =  G, 

les  quantités  ©•(w)  seront  précisément  les  racines  de  l'équation 
en^.  Elle  est  d'ailleurs  évidemment  d'un  degré  double  de  l'équa- 
tion en  X,  de  même  que  le  nombre  des  classes  de  déterminant 
—  4^7  ^ont  il  vient  d'être  question,  est  double  du  nombre  des 
classes  de  déterminant  —  A.  L'application  plusieurs  fois  répétée 
de  ce  procédé  suffirait  à  donner  les  équations  qui  se  rapportent 
aux  déterminants  multiples  d'une  puissance  de  4*  Mais  ici  il  con- 
vient de  distinguer  ceux  qui  sont  le  quadruple  d'un  nombre 
impair  de  ceux  qui  sont  multiples  de  8.  C'est  aux  premiers  que 
s'applique  spécialement  la  méthode  qui  vient  d'être  indiquée;  et 
dorénavant  les  équations  qui  leur  correspondent  seront  désignées 
par  Fi(x,  A)  =  o.  En  représentant  par  F|(j7,  A)  =  o  celles  qui 
concernent  les  déterminants  multiples  de  8,  on  a  en  effet  cette 
proposition  que  le  premier  membre  de  l'équation  en  x  qui  résulte 
du  sjstème 

8(1^,  a)  =  o,  m'=-t »  M»  =  07, 

analogue  à  ceux  qui  ont  été  considérés  tout  à  l'heure,  est  le  pro- 
duit de  facteurs  de  la  forme  Fy(x^  A),  A  prenant  la  suite  des 
valeurs  4(^  —  0^  4(^  —  9)7  4(^  —  ^5),  etc.  Je  n'insiste  pas  en  ce 
moment  sur  les  conséquences  à  déduire  de  là,  non  plus  que  sur 

(*)  Ce  calcul  présente,  à  l'égard  de  Téquation  ^^{x,  1)  =0,  la  circonstance 
remarquable  que  le  coefficient  de  la  puissance  la  plus  élevée  de  x,  qui  était  une 
puissance  de  2,  devient  dans  l'équation  transfornnée  égal  à  Tuoitc. 
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beaucoup  de  questions  importantes  pour  la  théorie  des  formes 
quadratiques  auxquelles  conduisent  les  résultats  précédents  (  '  ),  et 
je  me  bornerai  à  remarquer,  que  des  propositions  énoncées  sur  les 
réunions  d'ordres  nommées  groupes  proprement  et  impropre- 
ment  primitifs,  on  conclut  immédiatement  les  suivantes  : 

Ayant  représenté  le  système  des  classes  de  Vordre  propre- 
ment primitif  pour  un  déterminant  quelconque  par  des  formes 
(A,  B,  C),  où  C  est  pair,  A  impair,  les  quantités  rD*{iù)^  en 
définissant  w  par  les  relations  Aïo^-i- 2Bto-|- C  =  o,  sont  ra-- 
cines  d^une  équation  réciproque  à  coefficients  entiers  dont  le 
degré  est  précisément  double  du  nombre  des  classes. 

Et  de  même,  si  Uon  représente  les  classes  de  Vordre  impro- 
prement primitif  de  déterminant  A^  —  i  (mod  8)  par  des 
formes  (A,  B,  C),  où.  C  est  impairement pair,  on  obtiendra  une 
équation  réciproque  dont  le  degré  sera  encore  double  du 
nombre  des  classes. 

Mais  pour  Vordre  improprement  primitif  de  déterminant 
^  3  (mod  8),  le  degré  est  six  fois  le  nombre  des  classes. 

On  peut  enfin  supooser  égal  à  V unité  le  coefficient  du  pre- 
mier terme  dans  ces  équations,  sauf  pour  celles  qui  répondent 
à  Vordre  improprement  primitif  où  il  est  une  puissance  de  'a 
lorsque  A  ^  —  i  (mod  8). 


VIII. 


La  principale  propriété  du  polynôme  ^\{x,  A)  consiste  en  ce 
qu'il  se  décompose  en  facteurs  du  sixième  degré  de  cette  forme 
remarquable 

<le  sorte   que  la  substitution  y=:— ,— . — — t^^  ramène  l'équation 

*  ^  (x* — xy  * 

''^i{Xy  A)  =  o  à  un  degré  précisément  égal  au  nombre  des  classes 
improprement  primitives  de  déterminant  —  A.  Cela  résulte  de  ce 
qu'on  peut  réunir  les  racines  en  groupes,  où  elles  sont  représentées 

(')  En  particulier  pour  les  soramatioDS  analoj^ucs  à  celles  qui  ont  été  données 
pour  la  première  fois  par  M.  Kronecker. 
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par  l'expression  o*  ( r— )  »  «,  6,  c,  d  étant  des  nombres  entiers 

quelconques,  tels  que  ad — bc  =  i.  Or,  en  faisant  ç«(w)  =  p, 
cette  expression  représente  les  six  valeurs  distinctes 

'  P  "^  «  —  P  P-'  P 

et  telles  seront  les  racines  de  l'équation 

(a?« — a:  H-  i)'-H  a(a7* — 3?)'=  o, 

car  on  vérifie  immédiatement  qu'elle  reste  la  même  quand  on  y 
remplace  x  par  -  »  i  —  Xj  et  dès  lors  par  les  substitutions  compo- 
sées de  celles-là,  savoir >  — ^- — , D'ailleurs,  p  étant  seul 

arbitraire,  cette  équation,  qui  contient  une  indéterminée  a,  aura 
bien  la  forme  analytique  la  plus  générale.  Elle  se  présente  au  reste 
d'elle-même,  en  recherchant  dans  les  cas  les  plus  simples  le  poly- 
nôme ef,(x,  A).  Partons,  par  exemple,  des  équations  modulaires 
pour  /i  =  3  et  /i  =  5,  auxquelles  on  doit  joindre,  d'après  ce  qui  a 
été  dit  : 

M«  =  ar  = . 

I  —  i'* 

Parmi  les  diverses  formes  dont  elles  sont  susceptibles,  je  choi- 
sirai celles  que  Jacobi  obtient  en  faisant  ^  =  i  —  2k^j  /=  i  —  a)/**, 

savoir  : 

(^  - /)^  =  64(1  -  7»)(i  - /VH3  4- ^/), 

(^~/)«=  ^56(1  ~^«)(i-/*)li6^/(9-^/)'-t- 9(45 -^/)(7-/)M. 

En  effet,  ces  quantités  s'obtiennent  immédiatement  en  x,  ci  en 
substituant  les  valeurs 

'  X  —  I 

d'où 

q  —1—1  , 

^  \  —  X 

la  première  équation  donne 

(arî— ar-+-  \)\{x'^ — 07-1-  i)*H-  i^ix^-—  .r)']  =  o, 
et  la  seconde 

[(a:«— ar-^i)»-H2'(ar*  — .r)«][(a:«--ar  +  i)5+2".3»(a;ï  — a:)»]  =  o. 
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Le  facteur  commun  aux  deux  cas  répond  à  A  ==  1 1 ,  et  les  autres 
aux  déterminants  —  3,  -|-  19.  Pour  A  =27,  on  trouverait 

(  J7«  — ar  4-1)» -♦- 27. 5».  3  (a?»— ar)«  =  o. 

En  général,  lorsque  l'ordre  improprement  primitif  de  détermi- 
nant —  A  sera  formé  de  la  seule  classe  (2,  i, )>  a  sera  un 

nombre  entier  qu'on  pourra  calculer  en  exprimant  que  Téquation 
est  vérifiée  pour 

on  (Faprès  la  condition 

A  -h  I  —  I  -H  t  i/^ 

2tU*-h2tOH =  o,  tu  = — • 

•2  2 

Soit  donc  (f  =  e'^",  on  trouvera,  en  employant  l'expression  de 
Jacobi, 

y/H  =/2.v  y  ^-^ 

celle  valeur  où  n'entre  que  g-  : 

g^ i_  (f-h2^.3.5y^-4-  >>.33.5.y*-f-2ft.3.5.7.7^-H...)» 

q^  (I  — 3ç«-4-5ç«— 6<7»o-^  ...)'  ' 

el,  par  suite,  en  remarquant  que  c/^=  —  e"'^, 


8.a  =  eWA_^44. 


196880 


Or,  depuis  A  =  19,  les  termes  de  la  série,  à  partir  du  troisième, 
n'influent  plus  sur  la  partie  entière,  de  sorte  qu'on  a  exactement, 
en  désignant  par  a  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur 

à  e"^, 

a  —  744 

D'ailleurs  ces  termes  négligés  décroissent  avec  une  grande  rapidité 
lorsque  A  augmente;  il  en  résulte  que  la  transcendante  numé- 
rique c'^^  approche  alors  extrêmement  d'un  nombre  entier.  Soit, 
par  exemple,  A  =43,  qui  donne  une  seule  classe  improprement 
primitive,  on  trouve 

^^^^^=881730743, 999  7775..., 
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et  a  =  2'<^.3'.5'.  Les  déterminants  — 67  et  — i63  sont  dans  le 
même  cas,  de  sorte  que,  dans  la  quantité  e'^'®',  la  partie  décimale 
commencerait  par  une  suite  de  douze  chiffres  égaux  à  9. 


IX. 


L'étude  des  fonctions  F|  (a:,  A)  et  F2(ar,  A),  qui  se  présentent 
avec  les  mêmes  propriétés,  conduit  à  des  résultats  analogues  à 
ceux  que  nous  venons  d^ndiquer  relativement  à  ^i(;r,  A),  tandis 
que  ^2(^1  A),  qui  correspond  à  l'ordre  improprement  primitif  des 
classes  de  déterminant  — A,  dans  le  cas  de  A^  —  i(mod8), 
semble  devoir  rester  entièrement  en  dehors  de  cette  analogie.  Ré- 
servant pour  un  autre  moment  Tétude  de  cette  fonction,  je  me 
bornerai  maintenant  aux  résultats  qui  concernent  les  deux  pre- 
mières, et  dont  voici  la  principale  propriété  : 

Si  Ton  excepte  les  cas  de  A  =  i,  A  =  2,  l'ensemble  de  leurs  ra- 
cines peut  être  décomposé  en  groupes,  qui  chacun  en  comprennent 
quatre  que  l'on  peut  représenter  ainsi  : 

Il  s'ensuit  qu'elles  sont  décomposables  en  facteurs  du  quatrième 
degré  de  cette  forme 

et  qu'on  peut  ramener  les  deux  équations 

FiCa-,  A)  =  o,         Fj{:r,  A)  =  o 

k  un  degré  quatre  fois  moindre,  moitié  par  conséquent  du  nombre 
des  classes  de  déterminant  —  A,  par  la  substitution 


a:{x  —  I)* 


Les  considérations  arithmétiques  qui  conduisent  à  ce  résultat 
montrent  en  même  temps  que  le  nombre  des  classes  de  détermi- 
nant —  A  est  toujours  pair  lorsque  A  ^  1  ou  ^  2  (mod  4),  sauf  les 
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exceptions  ci-dessus  mentionnées  de  A  =  i,  A  =  2.  S'il  se  réduit 
à  deux,  a  sera  un  nombre  entier,  qu'on  pourra  calculer  comme  il 
suit  : 

I"  A  =  I        (mod  4}- 

Les  deux  classes  sont  alors  représentées  par  les  formes  réduites 

(r,  o,  A),         ( -2,   I,  —7-^)' 

el  la  première  donne  l'équation 

(I,  o,  A),  =  0, 
d'où 

w  =  I  -h  I  ^Â . 

Il  suffit  donc  d'exprimer  que 

(;r  -T-  1)''  -^  (xt{x  —  i)'  =  o 
a  lieu  pour 

J*  =  O«((0), 

ce  qui  donne,  en  faisant  q  =  e"^**», 

16a  =  —  (  — h  io4  •+•  4  '^y^Ç  •+•  96  256yî  4-. . .  J , 

et  par  suite  comme,  d'après  la  valeur  de  co,  q  =  —  e  "^>^^, 

iGaj  =  e'T'và  —  loi  ~  ^—^  —  ^ -f- 

eTCv'A        c5^\  A 

Or  depuis  A  =:  9,  on  peut  se  borner  aux  deux  premiers  termes  de 
cette  suite,  et,  si  l'on  désigne  par  a  le  nombre  entier  immédiate- 
ment supérieur  à  e^^^,  on  aura  exactement 

a  —  io4 

a= 

16 

Les  déterminants,  qui  ne  donnent  ainsi  que  deux  classes  dans 

Tordre  primitif  et  auxquels  on   pourra  appliquer  cette  formule, 

sont 

—  5,     — 9,     — 13,     — 25,     —37,     etc. 

Par  la  métbode  algébrique  indiquée  dans  un  précédent  article 
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^  ^'oyez  Comptes  rendus,  l.  XLVIII,  p.  1097  ^^  §  ^^'^'  *^'"  présent 
^^^émoîre),  on  obtient  les  résultats  suivants  que  l'emploi  de  la  for- 
:g^rïulc  pourra  servir  à  vérifier,  savoir  : 

(T-h}y-^-}.^x  (a:-  — i)î  =  o  A  =5, 

(  J7-T- i)^ -i- S.u'j-       (x  —  \)^  =  o  A  =  9, 

(ar-f-i)'»  H-3'*.'2^r      (jr  — r)2  — o  A  =  i3, 

(a* -f- i)*» -~  5.3^.9."ir(j^  —  i)*  =  o  A  =  îi5. 

•i«  A  —  -2         (  inod  4  )• 

Les  deux  classes,  qu'on  suppose  seules  exister,  sont  représentées 
l^arles  formes 

(I,  o,  A),  ('i,   o,  ^  A  h 

i»  la  première  correspond  la  valeur 

to  =  i  v/A, 

<Xo\ï 

et,  tout  à  fait  comme  précédemment,  on  est  conduit  à  l'expression 

/  •/^  ,       4372       96266  \ 

\  ei«v^A        c*^/A  J 

En  désignant  encore  par  a  le  nombre  entier  immédiatement  su- 
périeur à  e'^v^Â^  Qji  aura  la  formule 

a  -T-  ici 
"  =  -— Î6-' 

qui  sera  applicable  à  partir  de  A  =  10. 

Les  déterminants  qui  ne  fournissent  que  deux  classes  dans  l'ordre 
primitif  seront 

—  6,     — 10,     — 18,     —  l'Zj     — 38,     cic; 

si  on  les  joint  aux  précédents,  ainsi  qu'à  ceux  dont  il  a  déjà  été 
question  à  propos  du  poljnome  ê%{Xj  A),  on  aura  autant  de  ras 
dans  lesquels  la  quantité  e'^^^  approche  d'autant  plus  d'un  nombre 
entier  que  A  sera  plus  grand;  ainsi,  par  exemple,  dans  la  quantité 
giç/s»  la  partie  décimale  commence  par  neuf  chiffres  égaux  à  9. 
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Voici  les  équations  auxquelles  on  parvient,  comme  on  va  le  voir, 
par  la  méthode  algébrique  générale,  savoir  : 

jpî  — Gj?4-i=o  a  =    2, 

(ar-hi)*  — 3».a*.;r       (ar  — i)«  =  o  A=    6, 

(a:-Hi)*  —  5*.2'.^       (a:  — i)«  =  o  A  =  lo, 

(a: -»-i)*  — 7«.'2*.a7      (a?— i)«rrzo  A=i8, 

(a:-+-i)*  — II*.  3*.2*jr(ar— I)*  =  o  A  =  a2. 

On  remarquera  que  le  coefficient  numérique  —  a  est  toujours 
un  carré  divisible  par  A,  sauf  le  cas  du  déterminant  —  i8,  le  seul 
qui,  n'étant  pas  le  double  d'un  nombre  premier,  ne  renferme  ce- 
pendant que  deux  classes  dans  Tordre  primitif.  Mais,  lorsqu'on  a 
A  r.:;  I  (mod4)?  c'est  la  quantité  a-f-  i6  qui  contient  A  en  facteur 
l(>rH(|ti'iI  est  un  nombre  premier,  et  le  quotient  — - —  se  présente 
toujours  comme  égal  à  un  carré.  La  même  circonstance  se  re- 
iniin|iie  dans  les  équations 

(x^  —  a:H-  i)'-h  a{x^  —  x)^  =  o; 

h  l'éjçard  de  la  quantité  4^  4-  27  (•),  qui  est  également  le  produit 
i\r  A  par  un  carré,  lorsque  A  est  un  nombre  premier. 


hi'  (!iil(Mil  de»  polynômes  F,(j7,  A)  et  F2(^,  A)  repose,  comme  il 
Il  Mt\  dit,  Miir  la  formation  de  l'équation  qui  résulte  du  système 


IHI 


e(t',  u)  —  o,       «t*  =       ,    •» 


V*  —  I 

H(i>,  m)  =  o,  II"*  —  — 


r*  H-  I 


.j|(|.»      ,/'  I  1)*   I   «(o?'  — a:)']  =  (aa:' -Sx'— 3a:  +  2)2-l-(4a-ha7)(x»— a?)« 

«Il  iiiMitliM  roritfinf^  ni  donne  en  même  temps  une  résolution  facile  des  équations 
f  I  .<',  A  )    -  «f  loriiquVlIci  uonl  du  6«  degré. 
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en  faisant  u*  =  x  (*),  Les  qiiantilcs  A,  qui  répondent  dans  les  deux 
cas  aux  valeurs  de  n  pour  lesquelles  on  possède  Téquation  modu- 
laire, sont  indiquées  dans  ce  Tableau  : 


n. 

A  =  I 

(mot!  4). 

A 

=  2 

(mod  i  ) 

3 

5 

•^1 

6 

5 

I, 

9 

6, 

lO 

7 

5, 

i3 

lO, 

li 

II 

i3, 

21 

6, 

i8, 

22 

i3 

I, 

^7» 

10 

lO, 

22, 

20 

'  / 

9» 

^5, 

33 

18, 

3o, 

34 

19 

i3, 

27, 

39 

2, 

22, 

34,  3 

38 

On  y  remarque  que  n  =  ii  conduit  à  trois  déterminants 
^2(mod4)>  auxquels  correspondent  seulement  deux  classes 
dans  l'ordre  primitif,  le  déterminant  —  1 8  fournissant  en  outre  une 
classe  dérivée  de  (i,  o,  2).  Ce  cas  donnera  donc  les  polynômes 
F2(j:,  A)  pour  les  valeurs  A  =  2,  6,  18,  22,  et  nous  le  choisirons 
comme  exemple  de  la  marche  qu'on  peut  suivre  dans  ce  genre  de 
calcul. 

J'observe  à  cet  effet  qu'en  disposant  dans  un  ordre  convenable 
les  termes  de  l'équation  donnée  par  M.  Sohnke,  on  peut  l'écrire 

-h  ^.\ir-v^(v^  —  a*)  -+-  32r»U'»»  —  22  ii^v^(v^  -h  u^)  -f-  SSu^v^ 
-h  1 32  a'  w"^  —  j  32  w*  r*  -^  88  lû  v^  -h  22  uç  (  v^  -+-  u^)  —  32  itv  =  o. 

ou  bien,  en  mettant  en  évidence  le  facteur  i'*  —  u\ 

(V*  —  M*)(P«  -h  W«  -h  i^U^V^  -h  iGfiwM*  -h  Z|4  W*t'') 
-+-  32a»»^'»'  —  22W3^3(p8_|_  1^8)4-88^^3-^  l32M'i'" 

—  I  32  U^  i>^  —  88  U^  V^  -+-  22  tlV  (V^  -h  U^)  —  32  Ml'  =  o. 


(  ^  )  Le  système 

iTZ 

e  ^ 
S(v,  u)  =  o.         V  =  -     »  U^  z=  X 

II 

donne  aussi  une  équation  en  ^  dont  le  premier  membre  est  le  produit  de  facteurs 
qui  sont  tous  de  la  forme  Fi(vF,  A)  ou  l^'^ix^  A).  Le  premier  casa  lieu  lorsque  le 
nombre  w,  (|ui  désigne  l'ordre  de  la  transformation  ù  lafiuellc  se  rapporte  l'équa- 
tion modulaire,  est  33  i  (mod4)iCt  alors 

A  =  w  —  p-, 

f  étant  impair.  Si  /i  —  —  i  (mod  4)?  ce  sont  les  facteurs  V.ix,  A)  qui  se  présentent, 
A  étant  encore  n  —  p^,  mais  p  devant  être  supposé  pair. 

H.  -  IL  5 
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Or  en  faisant  wr  =  îv,  la  relation 

L*   -        I 


/V   =   __ 


OU 

u*  r*  -f-  u^  -h  v'*  —  I  =  o, 

«Ion  ne 

r*  H-  M*  =  I  —  ir», 

r'  —  M*  =  I  —  4  cr^  H-  1^8, 


r*  —  M*  =  y,/i  —  ()  iv*  ■+•  w^  ; 

i\v  sorle  quon  |)eut  immédiatement  déduire  de  Téquation  modu- 
laire une  relation  contenant  seulement  (r,  savoir  : 


-r-  IOil'(  iv'o  -+-  II  tr'  -+-  9.2  iV^  —  2'2«'^  —  I  i  w' l)  =  o. 

Or,  c*n  faisant  disparaître  le  radical  on  parvient  à  une  équation 
iveipro(|ue  en  ii'-,  ce  qui  conduit  à  poser 

v\  Ton  Irouvfî  ainsi 

t  5'—  8)(5'  H-  i\z  -4-  i6o)'—  ioo(;5  —  a)(5î-+-  12s -+-  32)*  =  o 

ou 

ziz  -h  /\)^(z  —  io)(z^-^  \\yi)  =  o. 

MainhMuinl  uous  observerons  qu'en  faisant //*=  j™,  on  a 
ii'V        \\r        —     .  et  «'*  H —'}= -: . 

\\\\^\  Texprrssion      '  •  ^  __        dont  il  a  été  déjà  parlé  comme  eii- 

Iniiit  t^iMeutielIrnitMil  dans  la  composition  des  équations  que  nous 
\(imIiMIn  olilenir,  se  préseute  ici  d'elle-même,  et,  puisque 

11'^  H —  9.  =  5«  —  4, 

«•♦ 

U  UUMlililt^  «  HVVii  lit'c  à  3  par  cette  relation  très  simple 

jt=-(;:*-4)^ 
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Il  en  résulte  que  l'équation  en  x  est  le  produit  des  facteurs  sui- 
vants : 

(ar-Hi)*  —  2*x(j?  —  1)',         [(j^  -h  i)*  —  'S^,7>x{x  —  1)*]', 

[(a-H-i)V  — ;*..V:r(j'~i)«]« 

et 

{X  -4-1)^  —  I  \^,V*.'>>x{x  —  I)», 

le  dernier,  qui  répond  à  la  valeur  la  plus  élevée  de  A,  étant  le  seul 
qui  n'entre  pas  au  carré,  car 

(.r-+-  D*  —  '}>xi^x  —  D»  =  (jrî  —  6ar-f-i)'. 

Et,  comme  ils  sont  écrits  en  suivant  Tordre  des  valeurs  croissantes 
de  la  quantité  a,  ils  correspondent  respectivement  à  A  =  2,6, 18,22, 
puisque,  abstraction  faite  du  signe,  a  augmente  avec  A  d'après  la 
relation 

i6a=  —  (e^v'^^H-  104  H-...). 


XI. 


Le  polynôme  ^-x^x.  A),  dans  le  cas  le  plus  simple  011  l'on  â 
A='j,  s'obtient  immédiatement  par  les  équations  fondamentales 

,       I  —  ^' 

l/-  =  : — >  a*  =  I  —  X, 

en  supposant  r  1=  u,  et  supprimant  dans  le  résultat  le  facteur  x. 
On  trouve  ainsi  l'équation 

iC)X^  —  iix  --  tCt  =  o. 

Pour  les  valeurs  suivantes  de  A,  le  calcul  devient  plus  difficile,  et 
c'est  en  recourant  à  des  métbodes  particulières  que  le  P.  Joubert, 
dans  un  travail  important  sur  le  discriminant  des  équations  en 

\   =  (  M'  Cl  V  =  V  ^» 

a  réussi  à  obtenir  ces  polynômes  pour  A  =  i5,  23,  3i.  Je  me  bor- 
nerai à  donner  l'idée  de  ces  procédés  et  des  méthodes  variées  qu'on 
peut  suivre  dans  ces  recherches  en  considérant  le  cas  de  A  =  1 5. 
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Alors  on  a.  dans  l'ordre  iuiproprement  primitif,  deux  formes 
conduisant  aux  équations  tvpes 

(2,  I,  8)1  =  0,        I  4-  I.  4>i  =  o; 

et,  si  Ton  fait  pour  un  instant 

(  4f    «1    4)  =  0         ou         2Co'  -4-to -T- 2  =  O         Cl         {  =  ^«(«)4'*{tt>), 

on  trouvera  très  aisément  Téqualion  en  i,  en  remarquant  qu^on 
peut  écrire 

d'où 

6(  ACO  -I-  I  )  =  •!/  I )  =  o  (  —  )  > 

*   \        w/         •    ^  «0/ 

et,  par  suile,  en  élevant  à  la  puissance  quatrième, 

I  -^-  4^* (^  w  )  _      •>  9-  <  eu  » 

•2  'v*  «  eu  >  I  -r-  9*  (  Cï>  j 

Comme  on  a  d'ailleurs 
on  trouvera 


ce  (|ui  donne 

<;  — 2K;*  — 6;  —  î  )  =0. 

Le  facteur  du  second  degré  convient  seul,  cl  Ton  en  lire  Téqua- 
lion  en  »r,  en  remarquant  qu'on  doit  supposer 


ç*  (  w  )  —  I 
de  sorte  qu'on  aura 


ct,  par  suite, 

•?.^(x  —  i)^  -+-  y* .  .\y T {  X  —  I  )-  -r-  X-  =  o. 

(^clte  équation,  conformément  à  ce  qu'on  a  dit  en  «général,  a 
pour  coefficient  de  .r*  une  puissance  de  •>,  et  la  forme  particulière 
.•50US  Ia(picIIe  elle  se  présente  pernicttra  iVcn  déduire  très  facile- 
ment la  transformée,  qui  correspond    à  l'ordre  proprement  pri- 
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milif  (  *  ),  savoir  : 

(x  —  i)*  -h  2^./îyx{x —  1)2  -4-  2^^x*  =  o, 

et  de  vérifier  ainsi  que  dans  celle  transformée  le  coefficient  de  la 
puissance  de  x  redevient  égal  à  runité. 


XII. 


Nous  possédons  maintenant  tous  les  éléments  qui  figurent  dans 
le  discriminant  de  l'équation  modulaire  du  i?/  degré,  qui  sont  les 
fadeurs  relatifs  à  Tordre  improprement  primitif  de  déterminant 
—  •-,  et  à  Tordre  primitif  de  déterminant  —  24.  Le  premier,  comme 
on  vient  de  le  trouver,  est  iGx-  —  3i  j;  +  16.  Le  second  doit  être 
lire  de  l'éqnalion 

(x  -h  r)*  —  3^.'?.'*x(x  —  i)'  =  o, 

qui  correspond  au  déterminant  —  6,  en  y  remplaçant  x  par 

I         X  -~-  i 

^  \  yjx 

et  faisant  disparaître  \lx  par  l'élévation  au  carré.  On  trouve  ainsi 
l'expression 

-r'  —  3oi  96037"^  -f-  3  )jo  49?'^®  — 2  178  iltix^  —  1 092  026^7^ 

—  2  178  9-32 ar'  -h  3  Sjo  ^^s^ix^  —  3oi  960a:  -f-  i  =  o; 

ce  qui  conduit  au  résultat  déjà  donné,  et  qu'il  eût  été  bien  diffi- 
cile, comme  on  voit,  de  tirer  algébriquement  de  l'équation  modu- 
laire. Il  ne  me  reste  plus,  pour  terminer  cette  partie  de  mes  re- 
cherches, qu'à  indiquer  un  moyen  de  le  vérifier,  ce  qui  sera  l'objet 
d'un  prochain  article. 


XIII. 


En  désignant  par  D  le  produit  des  carrés  des  difierences  des 
racines  de  Téquation  modulaire  B(r,  w)  =  o  de  degré  n  -{-  i ,  lors- 


(')  Voyez  Comptes  rendus,  t.  XLVlll,  p.  1098  et  §  VII  du  prcsenl  Mémoire. 
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qu'on  suppose  n  un  nombre  premier,  faisons,  pour  un  instant. 


/  — -   D 


Cetle  expression  sera  non  seulement  rationnelle  et  entière  en  w, 
puisque  D  est  un  carré  parfait,  mais  les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  ii  seront  eux-mêmes  dos  nombres  entiers.  Or,  en 
remplaçant  ces  puissances  par  leurs  expressions  sous  forme  de 
séries  infinies  en  fonction  de  y  =  <'"^**»,  on  parvient  à  un  résultat 
dont  la  valeur,  par  rapport  au  module  premier  /?,  s'obtient  comme 
il  suit. 
Faisons 


et,  par  conséquent, 

u  =  ©((.>)  =  \/'à\  qf{q), 

on  aura  cette  congruence 

(0  ^  2  V(/-  ^^ -r  [/(,^)  ^  sq/\q)f^'  [f(q)-  (J)  ç~^Ag"')\  -«od  n, 

dans  laquelle  le  coefficient  de  la  puissance  la  moins  élevée  de  y  a 
été  conservé  sans  addition  ni  suppression  de  multiples  de  /i,  ce 
qui  permet  de  déterminer  le  facteur  nuuiéri(|ue  qui  doit  être  joint 
aux  divers  polynômes  en  //,  que  maintenant  nous  connaissons  dans 
les  cas  de  /i  =  3,  ,5,7,  11,  afin  d'obtenir  précisément  la  valeur 
d(»  (0.  Ce  facteur,  comme  on  voit,  est  toujours  une  puissance  de  2; 
ainsi,  dans  le  cas  de  //=  i  1 ,  on  aura 

(Dr=    >.t6,/6(,_,/S)5(,(i_    {,  ,fS^  ir)/^»6)(l  — 30I  gfM)  M«  -h  .  .  .  )  • 

On  pourrait  aussi  présenter  le  second  membre  de  la  congruence 
précédente  sous  cette  autre  forme 


n»      1 


■(Aâr['<-)--(r,)"H^ 

mais  c'est  la  première  qu'il   convient  d'employer  pour  vérifier, 
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-^i^omme  nous  l'avons  annoncé,  le  discriminant  de  l'équation  modu- 
laire du  douzième  degré.  Je  remarque  à  cet  cflet  que  le  polynôme 

I  —  ici  ()1)Om8  -t-  3  5:>6  49'>-w'®  -H. . . 

sse  réduit  suivant  le  module  i  i  à  cette  expression  simple 

I  -f-  M*  —  M**  —  u^^  —  u'*^  -\^  u^'^  -i-  u^'* 

<îl  qu'on  trouvera  par  suite 

(0   j:  m6(i-t-  3  a»  — 3m24  —  3,/i2  _^.  u^t)  _|-...)     (inofl  n). 

Maintenant,  si  Ton  met  à  la  place  des  diverses  puissances  de  u 
leurs  développements  en  fonctions  de  <y,  il  viendra 

CO  -=  (v/2  v7)'  (I  —  J^q  -i-  iq-  -r-  3^'  H-  4<7*  +  37^  -f.. . .). 

Or,  c'est  précisément  le  résultat  auquel  conduit  la  congruence,  en 
faisant  les  développeiuents  Indiqués,  d'où  résulte  la  vérification 
<jue  nous  désirions  obtenir. 


XIV. 


C'est  à  ce  point  que  je  me  suis  arrêté  jusqu'ici  dans  l'étude  des 
<fqiiations  modulaires,  et  il  ne  me  reste  plus,  en  considérant  en 
particulier  celles  du  sixième,  du  huitième  et  du  douzième  degré, 
qu'il  donner  la  méthode  que  j'ai  suivie  pour  en  déduire  des  réduites 
d'un  de«rré  uioindre  d'une  unité.  Galois,  ainsi  que  je  l'ai  déjà  dit 
au  commencement  de  ces  recherches,  a  le  premier  découvert  le 
fait  si  remarquable  de  cette  réduction,  au  double  point  de  vue  de 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  de  l'Algèbre,  et  voici,  dans 
ses  idées,  le  théorème  qui  sert  de  j)riucipe  fondamental. 

Remarquons  préalablement  que  les  racines  de  l'équation  modu- 
laire sont  représentées  par 

i'  =  w«[sin  coain9p  sin  coam^p. . .  sin  coain(w  —  UpJ» 

en  faisant 

///  K  -4-  m' iW 
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OÙ  m  et  m!  sont  deux  nombres  entiers  qu*on  peut  multiplier  par 
un  même  facteur  sans  changer  la  valeur  de  r.  lien  résulte  que  c'est 
uniquement  le  rapport  —  qui  définit  chaque  racine,  et,  comme  les 
deux  termes  sont  pris  suivant  le  module  /i,  il  reçoit  d'une  part  la 
valeur  x  pour  m  ■=.  o,  et  de  l'autre  la  série  des  n  nombres  entiers 
o,  I,  1*,  . . .,  n  —  1 .  On  est  donc  conduit  naturellement,  pour  re- 
présenter les  racines  de  l'équation  modulaire,  à  la  notation  i>, 
/r  désignant — et  devant  représenter  les  /i -f- 1  valeurs  oo,  o,  i, 
2,  . . .,  n  —  I .  Cela  posé,  voici  la  proposition  de  Galois  : 

Toute  fonction  rationnelle  non  symétrique  des  racines  Vk 
qui  ne  change  pas  en   remplaçant  les  divers  indices  k  par 

,  '  >  rt,  6,  Cy  d  étant  des  nombres  entiers  pris  suivant  le  mo- 
dule n  et  le  déterminant  ad  —  cb  n  étant  pas  ^o  ('),  sera 
exprimable  en  fonction  rationnelle  de  u  (^). 

J'ajouterai  la  remarque  que  ce  théorème  subsiste  en  particulari- 
sant la  substitution  —, j>  de  manière  que  ad  —  bc  soit  résidu 

ck  -\-  d  ^ 

(piadratique  de  //,  pourvu  qu'on  s'adjoigne  le  radical 

Tel  est,   par  exemple,   le  produit  des  diirérences  des   racines 
n(rA  —  **A')^   qui   change  de  signe  ou  se   reproduit   exactement, 

lorsqu'en  remplaçant  k  par  -jr^^/^  <^d  —  bc  est  non  résidu  ou  ré- 
sidu quadratique  de  //,  et  qui  s'exj^rinie,  comme  on  l'a  vu  au  jia- 
ragraphe  Xlll,  par  une  fonction  rationnelle  de  u  à  coefficients  en- 
tiers, mais  affectée  du  facteur 


^/\ 


En  elVel,  nommant  F  et  F'  les  deux  valeurs  que  peut  prendre  une 

(')  M.  Scrrci  a  fait  des  subslitulions  <lo  roUc  forme  l'objet  de  ses  recherches 
dans  plusieurs  articles  publiés  dans  les  Comptes  rendus,  t.  XLVIII,  séances  des 
lo,  17,  et    »  j  janvier  i*<J<j. 

(-;  Une  donions'.ralion  d<'  ce  théorème  important  a  été  donnée  par  le  P.  Jou- 
hert  dans  un  travail  (|ue  jai  déjà  elle  {Comjttes  rendus,  t.  XLVI,  p.  718). 
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fonction  rationnelle  des  racines  invariable  par  les  substitutions  où 

R  _  R' 

nd —  bc  est  résidu,  les  deux  expressions  F  -+-  F',  =r. reste- 

ront  invariables  pour  la  totalité  des  substitutions,  et  s'exprime- 
ront rationnellement  en  w,  d'après  la  proposition  de  Galois;  il  en 
résulte  que  F  et  F'  s'exprimeront  elles-mêmes  sous  la  forme  an- 
noncée. 

Ce  point  essentiel  établi,  la  question  de  l'abaissement  des  équa- 
tions  modulaires  à  un  degré  moindre  d'une  unité  dépend  d'une 

élude  plus  approfondie  des  substitutions  -r -j>  et  dont  quelques 

traces  seulement  subsistent  dans  ce  qui  nous  a  été  conservé  des 
travaux  de  Galois.  C'est  en  suivant  la  voie  qu'elles  indiquent  que 
M.  Betti  a  retrouvé  l'importante  proposition  relative  aux  équations 
du  sixième,  du  huitième  et  du  douzième  degré,  et  l'extrait  suivant 
d'une  Lettre  que  m'a  fait  l'honneur  de  m'adresser  ce  savant  géo- 
mètre montrera  comment  de  cette  manière  se  présentent  les  résul- 
tats auxquels  de  mon  côté  je  parvenais  par  une  méthode  toute 
diflerente  : 

«  Pise,  i\  mars  iSjq* 

»  Dans  un  Mémoire  Sopra  Vabassamento  delV  equazioni  mo- 
dulari,  publié  en  i853  dans  les  Annali  di  TortoUni,  j'ai  fait 
l'étude  des  substitutions 

•  ak  -k-  b 

ck  '\-  d 

pour  démontrer  la  possibilité  de  l'abaissement  des  équations  mo- 
dulaires, et  j'ai  obtenu  les  résultats  que  vous  me  communiquez 
dans  votre  Lettre. 

»  Voici  pour  le  module  premier  n^=^  f\p  -\-Z  les  expressions 
que  j'ai  trouvées  alors  pour  la  décomposition  en  n  groupes  du 
groupe  dont  toutes  les  substitutions  sont  données  par  la  forme  (i) 
où  ad  —  bc  est  résidu  de  //. 

»  Si  g  est  une  racine  primitive  de  /i,  jouissant  de  cette  pro- 
priété que,  g —  I  étant  résidu  de  n,  les  puissances  impaires  <in  —  2 
de  g  vérifient  la  congruence 

[^ÎX*  —  .^(^"-HD^r    :-l]  [^2j.2  _  1'^-;.  i^jr..:.  ,]      -  o  (1110(1.  Il) 
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(ce  qui  irarrive  que  pour  /i  =  -,  i  i),  on  aura,  si  Ton  fait 

un  j^roupe  [A\  0(  A*  )]  de subsli  tu  lions  de  la  forme  (i) 

telles,  qu'en  faisant  sur  ce  groupe  les  substitutions  (A-,  k  -\-  i)  on 
obtient  /i  groupes,  dont  Tensemble  est  le  groupe  proposé. 

))  Or  si  w  =  7  on  a  deux  racines  |)rimitives  ^  =  3,  xr  =  5  ;  5  —  i 
est  rrsidu  de  7  et  les  deux  puissances  impaires  de  5  inférieures  à  5, 
r'esl-H-dire  5,  5'  vérifient  la  congruence 

(  1T^  -^  7.x  -ir-  \)  {^X^  -^  T  -r-  \)   —  O  (  inO(l  7). 

)»   Donc,  lorsque  /«  =  7,  on  a  deux  systèmes  de  valeurs  pour 

Hik^),  à  savoir  : 

A  — 3ô  k  —  h  ,       —n 

f){A)  —  a  —. j-  >     —  a  -. --7  »     «A-,     — r— 

A*  —  0  K  —  So  A" 

en  |)renant  «^  =  .'{,  et 

-.    ,  A-  -hib  k  -r-  b  —  a 

c,,^.^^^__,     -a^:— ^,     ^A,     ^p, 

on  pi'enanl  ^=  5.  a  et  b  désignant  des  résidus  de  7. 

..  Si  /i  =  1 1 .  on  a  quatre  racines  primitives  :  2, 6,  7,8:2  —  i  est 
ré>idu  de  1 1  et  les  puissances  de  2,  impaires  et  inférieures  à  9,  vé- 
rilient  la  congruence 

IV  :iic":s',;'.  *^  -     ï  «^1  n>îdu  de  1 1  et  les  pui^^ances  de  6  impaires  et 

?  r*        '-   -    1      >T^  —  :^Jr  —  1    -   o         «modii). 
.  fcV    >.       it.  ri^C'Tifî  z        '-  '•  ^"5  •'•  r*->idus  de  11,  on  aura 
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»  Les  racines  primitives  'j  et  8  ne  jouissent  pas  de  la  propriété 
de  rendre  g  —  i  résidu  de  1 1 ,  et  la  congruence  lorsqu'on  y  fait 
g  =  7,  8  n'est  pas  satisfaite  par  les  puissances  de  7  et  8  impaires 
el  inférieures  à  9. 

»  Les  substitutions  0(A),  2r(/i)  jouissent  de  la  propriété  d'être  à 
lettres  conjointes,  c'est-à-dire  qu'en  divisant  les  lettres  en  sys- 
tèmes de  deux  lettres  chacune  de  la  manière  suivante  : 

^'o*^«,     W'     ^s'^g'^     •••»     V*^V'*-^'^     •••, 

toute  substitution  9(A*),  S(/r),  ou  échange  entre  elles  les  lettres 
d  un  système,  ou  change  un  système  dans  un  autre. 

»  Dans  le  cas  de  /i  =  5  j'avais  obtenu  des  résultats  semblables 
aux  précédents  et  formé  un  groupe  de  douze  permutations  en  con- 
sidérant les  trois  substitutions 


^t  celles  qu'on  en  déduit  en  les  composant  entre  elles. ...» 


XV. 


G  est  sous  un  point  de  vue  bien  diflerent  que  je  vais  maintenant 
traiter  les  mêmes  questions.  Ainsi,  laissant  de  côté  toute  considéra- 
lion  relative  aux  décompositions  de  groupes,  je  définis,  a  priori, 
pour /i  =  5,  7,  II,  l^î>   racines  z  des  équations  réduites  du  cin- 
^^ièine,  du  septième  et  du  onzième  degré,  de  cette  manière,  savoir  : 

n  =  II,  Zi  =  {v^  —  P/;(i',^/    -  l'2  +  ,)(i'4H-i  —  i^8-M)(t'3-f-<— "t'6-f-l) 

les  indices  /devant  être  pris  respectivement  suivant  le  module  n. 
De  la  sorte  on  obtient  trois  systèmes  de  n  fonctions  rationnelles 
des  racines  r,  et  je  vérifie  que  les  quantités  qu'ils  comprennent  ne 
font  que  s'échanger  entre  elles  lorsqu'on  fait  respectivement  ces 
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substitutions 

Il  en  résulte,  par  des  compositions  successives,  que  ces  syst^^nies 
demeurent  invariables  pour  les  substitutions  (  ^  )  >  où  rt  est  un 
résidu  quadratique  quelconque  de  n.  Maintenant  il  est  visible  qu'ils 
ne  changent  pas  non  plus  lorsqu'on  fait  la  substitution  (  j  ;  et 

si   l'on  vérifie  encore  qu'il  en  est  de  même  à  l'égard  de  celle-ci 
I  >   on  arrivera   à  cette  conclusion   qu'ils   demeurent   inva- 


V'-ù 


riables  pour  toutes  les  substitutions  où  Ton  met,  au  lieu  de  A", 
-r-—jy  ^fd —  Oc  étant  résidu  de  //.  En  efl'el,  cette  expression,  dans 

toute  sa  généralité,  s'obtient  en  composant  entre  elles  celles  que 
nous  venons  de  considérer.  Le  ibéorème  du  paragraphe  XIV  suffit 
donc  pour  nous  assurer  que  les  équations  réduites  en  z  auront  pour 
coefficients  des  fonctions  rationnelles  de  //,  où  ne  figureront  d'ir- 
rationnelles, suivant  les  cas,  que  les  radicaux  y/5,  y/ — -j,  y/ —  i  i . 

Si  l'on  cherche  maintenant  les  subsliuitions  spéciales  (  „  ) 
qui  laisseront  invariable  une  seule  des  racines  considérée  isolé- 
ment, Zq  par  exemple,  on  trouvera  aisément  ces  résultats,  où  a 
ei  b  désignent  des  résidus  quadratiques  de  //,  savoir  : 

n  =    5         0(Â)  ^  ak, 

n  =    y         ^U  k)  ^  ak, 

n  =  Il         0(X;  —  ak, 

Ce  sont  les  expressions  auxquelles  M.  BeUi  est  arrivé  par  une  aulre 

•     r  ,     ,      i    fl'  —  I         ,       .        .  .  , 

Noie,  et  qui    lormonl  en  gênerai  — subslilulions  conjuguées, 

I  1  •   '    ffk  --  b       ,       ,       .         .     »  •  1 

lie  sorle  (|ue  toules  les  quantités  —r—r  ou  aa  —  uc  es!  résidu  qua- 


—  a 
"X"  ' 

k-^-b 
"k-b- 

k—b 
''k^b' 

—  a 

k-h  }.b 
"   k^b' 

k-hb 
"  k~-xb 

—  n 

k  —  ib 
"'k-b' 

k-b 
"  k-->.b 
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drat-îque  de  /i,  peuvent  être  ainsi  représentées  : 

£  étant  un  nombre  entier  pris  suivant  le  module  n, 

Kiifiii,  si  l'on  désigne  par  z^^i)  ce  que  devient  3/  lorsqu'on  effectue 
SUIT  les  racines  v  les  substitutions  que  nous  avons  considérées,  on 
Iro^mvera,  pour  /i  =  5, 

oii)^ai -^  b  ^      (al -^  b)^ -\~  Cy 

pour  /i  =  7, 

çp(i)  izH  ai -h  b  ^  —  (ai  -+-  b)^  —  i(ai-h  b)^  -+-  c, 

pot.mr  /j  =  1  I, 

<^(i)  =  ai-\-  b=      (ai-^  by  -h  3(rti-i-6)^  -h  c, 

h  ^V  c  étant  des  nombres  entiers  quelconques  pris  suivant  le  mo- 
dtile  n,  et  a  étant  résidu  quadratique,  ce  qui  représente  en  général 

w  ('  #»  ^  —  I  )      ,  ... 

— substitutions  distinctes. 

2 

Les  équations  du  septième  et  du  onzième  degré  présentant  cette 
propriété  que  les  fonctions  non  symétriques  de  leurs  racines  inva- 
riables par  les  substitutions  ainsi  définies  ont  une  valeur  ration- 
nelle, constituent  un  ordre  spécial  d'irrationalité  qui  les  distingue 
tellement  des  équations  les  plus  générales  de  ces  degrés.  Ce  sont, 
suivant  l'expression  de  M.  Kronecker,  des  équations  douées  d\tf- 
f^ciionsj  et' qu'il  sera  sans  doute  possible  de  ramener  analytique- 
menlà  celles  dont  la  théorie  des  fonctions  analytiques  a  donné  la 
première  notion.  Mais,  laissant  de  côté  les  belles  et  difficiles  ques- 
l^ons  auxquelles  conduit  ce  sujet,  et  que  M.  Kronecker  a  le  pre- 

vnier  abordées,  je  me  bornerai  à  faire  voir  que  |  '^'  ^  représente 

l>ieii^  en  attribuant  à  la  fonction  es/  toutes  les  valeurs,  un  système 
^^  suLslitutioiis  conjuguées.  Posons  en  effet,  pour  un  instant, 

y(i)^-i^--jj^.^ 

^^  sorte  qu'on  ait,  pour  n  =  ^^ 

(i(i)  =^  ai  -^  b  =i  y  (ai  -i-  b)  -^-  c\ 
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on  vérifie  sans  peine  que 

X[X(')]-'  >  mod  7, 

a  étant  supposé  résidu  de  7.  Et  faisant  de  même,  pour  /i  =  1 1, 

yii)  =  i^-^3i^, 
on  aura 

XfX^01-«  (  mod  II, 

rt  étant  résidu  de  i  1 . 

Ainsi  les  fondions  -/{ai  -\-  b)^  comme  les  expressions  p 
simples  ai-}-  />,  se  reproduisent  par  la  composition.  De  là  résu 
pour  les  nombres  premiers  /ï  =  7,  1 1,  l'existence  de  fonctions 

n  lellres  ayant     '    '  .'  '—  r  >  c'esl-à-dire  3o  et  60480  valeurs.  Toi 

deux  ont  été  rencontrées  par  M.  Kronecker,  qui  a  le  premier 
hlié  (Comptes  fendus  des  séances  de  l'Académie  de  Bei'i 
9/1  avril  i858)  le  cas  des  fonctions  de  sept  lettres,  et  fait  à  l'ég 
de  la  représentation  analytique  des  substitutions  ici  employée 
une  observation  pleine  de  justesse,  montrant  de  quelle  mani 
deux  expressions  algébriquement  difïerenles  peuvent  cepend 
ne  représenter  que  la  même  substitution,  et  par  là  réduisant  à 
seul  et  même  type  deux  systèmes  que  j'avais  d'abord  considc 
comme  distincts.  (  Voyez  les  Annalidi  Matematica,  année  18 
n"'  1  et  Î2  et  C,  It,,  t.  XLVl,  p.  879). 

(•)  Les  expressions  «lans  le  cas  des  substitutions  de  cinq  lettres,  savoir  : 

ont  été  données  a\ant  moi  par  M.  Uclli  dans  le  lome  II  des  Annales  de  Torio 
p.  17.  Pour  le  cas  dr  sept  Ici  très,  voyez  les  Annali  di  Matematica,  année  1 
n'  1. 
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XVI. 

I^e   calcul  des  équations  réduites  en  z  pour  les  trois  valeurs  de  n 
que  n.ous  avons  à  considérer  repose  sur  deux  remarques  :  que  Ton 

peut:  y  remplacer  d'une  part  u  par  eu  et  z  par  e     ^     z^  e  étant  une 
racine  huitième  de  l'unité;  et  de  l'autre,  n  par  -  et  ^  par 


n*—t  ,  /1-4-1 


I^u  première,  jointe  à  cette  observation  que  le  développement  des 
raciixes  en  fonctions  de  q  commence  par 


(v:\/^'')\ 


prouve  que  les  roeflicicnls  sont  des  polynômes  en  //.*  contenant  en 
lacieur  une  certaine  puissance  de  u;  ainsi  ces  équations  sont  com- 
posées de  termes  de  cette  forme 

^^  l'exposant  av  se  détermine  en  prenant  la  valeur  positive  de 
''  " (mod8),  qui  est  immédlalement  supérieure  à  la  quan- 
tité v  — .  La  seconde  remarque  montre  que  les  polynômes 

a  -4-  bu^  -H  cu^^  -\-, . . 


sont  réciproques,  mais  à  cet  égard  en  distinguant  des  deux  autres 

le  cas  de  /i  =  1 1,  à  cause  du  facteur  ( —  i)  *  *  ,  alors  égal  à 
—  I.  De  là  résulte  en  ell'et  que  les  polynômes  facteurs  des  puis- 
sances paires  de  z  ont  leurs  coefficients  équidistants  des  extrêmes 
égaux  et  de  signes  contraires,  tandis  que  ceux  qui  aflectent  les 
puissances  impaires  ont,  comme  pour  n  ^=  5,  ^,  leurs  coefficients 
égaux  et  de  même  signe.  On  en  tire  d'ailleurs,  dans  tous  les  cas, 
la  \aleur  de  pv  sous  celte  forme 

(  n  -h  i  )  V  —  -2  a.y 

pv  - z » 


8o  iieUVIlKS    DK    CHARLES    IIKRMITË. 

et  si  l'on  observe  enfin,  ce  qui  est  très  facile  à  établir,  que  la  quan — 
tilé  I  —  u^  entre  comme  facteur  dans  le  polynôme 

a  -h  bu^  ■+-  CM**  -h. .  .-f-  hu^h 

avec  un  exposant  (')  dont  la  limite  inférieure  es! 

on  aura  réuni  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  pouvoir  écrire  apriot-r 
et  sans  calcul  les  équations  réduites  sous  les  formes  suivantes,  où  D 
représente  toujours  le  discriminant,  savoir  : 

l '^  /^  =  5 . 

Le  terme  en  ^*  n'existe  pas,  parce  qu'on  obtient  pour  p,  une 
valeur  négative;  les  termes  en  ;;'  et  z^  disparaissent  parce  que  les 
coefficients  doivent  respectivement  contenir  en  facteur  i  —  a*, 
(i  —  u^Y'i  ce  qui  est  en  contradiction  avec  les  valeurs  p2  =  o,  p3==i. 

ao  n  =  7. 

On  a  à  remarquer  cette  circonstance  importante  que  le  coeffi- 
cient rx!  est  nul,  et  qui  tient  à  ce  que  dans  le  développement  des 
racines  suivant  les  puissances  de  ^q  =  q,  savoir  : 

^  =  4  v/^  s/À  (i  -^  ^^~l~'  qî -4- n^ -f-. . .) , 

la  quantité  entre  parenthrses  ne  contient  pas  la  première  ))uissance 
(le  i).  De  là  sans  doule  résulte  qu'on  a  ainsi  le  type  analytique  le 
plus  simple  des  équations  du  septième  degré  résoluble  par  les 
fonctions  elliptiques. 

En  désignant  comme  précédemment  par  a,  j3,  . . .,  des  constantes 


(')  Cet  oxposaiil  est  impair  lorxiuc  /*  =  1 1  diins  les  coefficients  des  puissances 
^)aires  <ie  z:  mais,  ce  cas  excepté,  il  est  toujours  pair. 
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numériques,  on  a  celte  équation 

H-  zTu^d  —  u^)i(^  4-  3'm»  -h  Pi*")  -f-  z* ii»o(i  —  ,48 )3  (y  -4-  Y'tf»  H-  Y w'«) 
-+-  z5a*(i—  M* )Mô  -h  ô'm»  -4-  ô'a»«  -h  8' w«*  -f-  ôa'») 

~^*M«(i-f-  W8)5(s  -T-  e'm»  -i-  e'M»«  -h  e''w**-h£'l«5*  -|-£M*'^) 

-+-  5a*(i  —  w«  )6(  0  -4-  B'm»  -h  e'a««  -f-  O'"**»*  -f-  6' w"  -+-  e'a^o  -4-  0  w*«  ) 

Ces  constantes  pourront  être  déterminées  en  développant  les  coef- 
ficients suivant  les  puissances  de  /y,  et  substituant  pour  z  le  déve- 
loppement correspondant  suivant  la  puissance  de  y^.  Le  calcul 
assez  long  auquel  on  est  conduit  n'est  nullement  impraticable;  je 
n'ai  pas  cru  cependant  devoir  m'y  arrêter,  car  le  principal  intérêt 
qu'on  peut  attacher  au  résultat  concerne  surtout  l'étude  des  équa- 
tions du  onzième  degré  résolubles  par  les  fonctions  elliptiques. 
J'indique  encore  une  fois,  en  terminant  ici  mes  recherches,  ces 
belles  questions  qui  offriront  une  des  plus  importantes  applications 
de  la  théorie  fondée  par  Abel  et  Jacobi.  Mais  c'est  surtout  l'œuvre 
propre  de  l'immortel  auteur  des  Fundamenta  d'avoir  reconnu  ces 
rapports  si  remarquables  des  nouvelles  transcendantes  avec  l'Al- 
gèbre et  les  propriétés  des  nombres.  Entre  tant  de  beaux  résul- 
tats dus  à  son  génie,  et  qui  ont  ouvert  des  voies  fécondes  à  la 
Science  de  nos  jours,  je  ne  puis  m'empécher  de  rappeler  dans  les 
Notices  des  premiers  volumes  du  Journal  de  C relie  les  énoncés 
relatifs  aux  propriétés  des  équations  entre  le  multiplicateur  M  et  \v 
module  k\  C'est  là  en  effet  que  xM.  Kronecker  a  trouvé  le  principe 
de  la  méthode  si  remarquable  pour  la  résolution  de  l'équation  du 
cinquième  degré  qui  m'a  été  communiquée  dans  une  Lettre  publiée 
au  tome  XLVI,  page  11 5o,  des  Comptes  rendus,  et  l'on  pourra  voir 
dans  un  travail  très  important  de  M.  Brioschi  sur  ce  sujet (*)  com- 
ment cette  méthode  résulte  des  relations  singulières  qu'a  données 
Jacobi  entre  les  racines  de  ces  équations  dans  le  cas  du  sixième 


(')  Sul  metodo  di  Kronecker  per  la  rizoluzione  délie  equazioni  di  qiiinlo 
grado,  dans  les  Actes  de  r  Institut  Lombard,  vol.  I. 

H.  —  II.  6 
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dcfçrt*.  Les  travaux  de  ces  deux  savants  géomètres  ont  ainsi  ouvert 
une  voie  plus  facile  pour  arriver  à  la  résolution  de  Téquation  gé- 
nérale du  cinquième  degré  que  celle  que  j'avais  sui\ic  en  prenant 
pour  point  de  départ  la  réduction  de  Jerrard  à  la  forme 

a;*  —  X  —  a  =  o, 

et  C'est  en  suivant  cette  nouvelle  direction  que  j'espère  plus  lard 
pouvoir  y  revenir  pour  contribuer  à  en  faire  l'étude  approfondie 
qu'elle  demande. 


SUR  L'ABAISSEMENT 


L'ÉQUATION  MODULAIRE  DU  HUITIÈME  DEGRÉ. 


I^xtrait  d'une  Lettre  adressée  ù  M.  Brioschi  (Annali  di  Matematica 
para  cd  applicata^  t.  II,  iBSg,  p.  jg). 


« J'ai  entrepris  le  calcul  de  la  réduction  de  l'équation  modu- 
laire du  huitième  degré  au  septième,  et  \oici  le  résultat  définitif 
auquel  je  viens  d'être  amené.  Soit  fait,  en  introduisant  la  va- 
riable <«>(*),  w  =  ^( w)î  les  huit  racines  seront 

/w  H-  i6m\ 
9(711))         et        ç  ( j, 

le  nombre  entier  m  étant  pris  suivant  le  module  7.  Or,  en  prenant, 
en  premier  lieu, 

[/co-f-ir».->;\        /u)-^  ifi.ox'i  r   /w4-i6.4\        /(o-hi().r>\i 
?  [—^)  -  ?  {—^-)\  [?  (-^)  -  ?  (  -— )  J 

et,  en  second  lieu, 

(')  Voir  C.  /?.,  t.  XLVI,  p.  5io. 
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(le<;;ré.  Les  travaux  de  ces  deux  savants  géomètres  ont  ainsi  ouverH 
une  voie  plus  facile  pour  arriver  à  la  résolution  de  l'équation  gé- 
nérale du  cinquième  degré  que  celle  que  j'avais  suivie  en  prenant! 
pour  point  de  départ  la  réduction  de  Jerrard  à  la  forme 

a;*  —  X  —  a  =  o, 

et  c'est  en  suivant  cette  nouvelle  direction  que  j'espère  plus  lard 
pouvoir  y  revenir  pour  contribuera  en  faire  l'étude  approfondie- 
qu'elle  demande. 


SUR  L'ABAISSEMENT 


L*ÉQUATION  MODULAIRE  DU  HUITIÈME  DEGRÉ. 


Hlictrait  d'une  Lettre  adressée  ù  M.  Brioschi  (Annale  di  Mateniatica 
para  ed  applicatUy  t.  II,  iSSg,  p.  jq). 


«  ....  J'ai  entrepris  le  calcul  de  la  réduction  de  l'équation  modu- 
lai ir*^  du  huitième  degré  au  septième,  et  voici  le  résultat  définitif 
avi^ijuel  je  viens  d'être  amené.  Soit  fait,  en  introduisant  la  va- 
^*î^  t>le  <i>  (  *  ),  w  =  y((o),  les  huit  racines  seront 

9(710)         et        <p( 1, 

■^    nombre  entier  m  étant  pris  suivant  le  module  7.  Or,  en  prenant, 
^*^    premier  lieu, 

n^r-)-^  (-T-)J  Ln-y-j -?(-— )J 

^^  en  second  lieu, 

x[o(-Y"V'^C''" '"•')]  [o('"t'""')-?('"t"')]' 
(')  Voir  C.  R.,  t.  XLVI,  p.  5io. 
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je  trouve  que  z  dépend  de  celle  équation  du  septième  degré,  sa- 
voir : 

-r-   1^73  v/~/i7/«(l  —  Â2  ^  /V)  =^  o. 

a  étant 

■  -  -  v/~ 

Kl  z'  dépend  de  l'équalion  toute  semblable  que  l'on  en  déduil  en 
ehangeant  le  signe  du  radical  \/ —  7.  Le  fait  analytique  essentiel 
dans  celte  question  n'est  pas  tant,  ce  me  semble,  dans  l'absence  d'un 
certain  nombre  de  termes  de  cette  équation;  ce  qui  me  frappe  le 
plus,  c'est  qu'il  se  prescrite  deux  types  d'équations  du  septième  de- 
gré résolubles  par  les  fonctions  elliptiques,  et  je  vais  essayer  de 
vous  faire  voir  jusqu'à  quel  point  on  doit  les  considérer  comme 
distincts.  Pour  cela,  je  vais  définir  avec  précision  quelles  sont  les 
fonctions  non  syméliif/urs  des  racines  z  ou  des  racines  5'  qui 
s'expriment  rationnellement  par  les  coefficients,  et  vous  reconnaî- 
trez que  ces  fonctions,  analogues  sans  doute,  ne  contiennent  pas 
les  mêmes  perunitations  des  racines.  V  cet  efl'et,  et  suivant  l'usage, 
je  représente  par  ^.r,  l'indice  ./•  étant  un  nombre  entier  pris  sui- 
vant le  module  -,  les  diverses  racines  z;   pour  abréger,    je  pose 

encore 

0(.r)  —'2.7-        rs         (  motl  7). 

))  Cela  posé,  les  fonctions  non  symétriques  des  racines  qui 
s'expriment  rationncllcuient  par  les  coefficients  sont  celles  (pii 
demeurent  in\ariables  par  les  substitutions 

(i  étant  un  résidu  (piadiatique  cle  -,  h  et  c  deux  entiers  (piel- 
conques.  Les  formules  (A)  représentent  ainsi 

î.7-:-3.72=  i(>8 

substitutions  dillerentes,  formant,  suivant  l'expression  de  M.  Cau- 
chy,  un  système  de  substitutions  conjuguées.  Or,  en  passant  à  l'ex- 
pression en  z\  il  faul  remplacer  la  fonction  9(-r)  par  celle-ci 

O'(.r)^     -  1T'  —  .r^  (niodj), 
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qui  conduit  à  un  système  de  i68  suhstitulioiis  conjuguées,  à 
voir  : 

)  Lj^y      /*ax-i-ln      ^aO'ur  «-/»+<•" 

il  s'ensuit  qu'il  existe  non  seulement  un  type,  comme  l'avait  dil 
.  Kronecker  (*  ),  mais  deux  types  de  fondions  de  sept  lettres 
ssédant  trente  valeurs  distinctes. 

»  Rien  de  plus  facile  d'ailleurs  à  démontrer  (jue  (A)  et  (_V) 
nt  des  systèmes  de  substitutions  conjuguées;  cela  résulte  des 
ngruences  suivantes,  où  a  est  toujours  supposé  résidu  cjuadra- 
|ue  de  7,  savoir  : 

0  {ax)  ^a*0  {x),         0  \m  -i- 0  ix)]  ^7.m'*0  (—  -h  x  ^    r-  const., 

fy(ax)  =  a''b'{x),         e'[m-HO'(^)]  — 9,//i*oY~  -h  x  )  -¥■  const. 

»  Dans  ces  congruences,  les  fonctions  0(a?),  ^'(û^)  cntrenL 
tnme  vous  le  voyez,  absolument  de  la  même  manière.  La  théorie 
Téquation  modulaire  du  douzième  degré  conduit  à  des  résultais 
alogues,  que  j'espère  pouvoir  vous  communiquer  dans  une  autre 
casion. 

»  En  m'occupant  de  cette  recherche,  j\ii  du  encore  employer 
te  expression  analytique  des  substitutions  qui  m'a  été  fort  utile, 
lis  dont  je  ne  sais  si  l'on  pourra  tirer  parti  en  dehors  de  ces  ques- 
ns. 

»  ()uoi  qu'il  en  soit,  voici  quelques  remarques  à  ce  sujet.  Dan-^ 
cas  de  cinq  lettres,  les  120  substitutions  sont  ainsi  représentties, 

valeur  a  ^  o  étant  exceptée  et  les  indices  étant  pris  suivant  le 

)dule  5. 

»  Pour  sept  lettres  les  5o4o  substitutions  seront,  d'une  manière 

alogue, 


'  )  Monatberichte  der  Akademie  zu  Berlin;  April  i838.  La  fonclion  de  M.  Kr.»- 
:lier  reste  invariable  par  les  substitutions  du  système  (A*). 
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en  attribuant  à  la  fonction  0  ces  diverses  formes,  savoir  : 

0(ar)  =  3a:d=arS 

0(  X )  E=  T»  -h  ax^-\-  ^a^x  (a  quelconque), 

^(x)f=x^-i-ax^zhx*-^3a^x        (a  non  résidu  de  7). 

»  Quant  à  ce  qui  se  rapporte  à  un  nombre  premier  de  lell 
j'ai  bien  quelques  types  généraux  de  formules  de  substituti< 
mais  d'autres  questions  m'empêchent  de  suivre  ces  recherches 

n  Paris,  17  décembre  i858.  » 


SUR  L'INTERPOLATION. 


Oowwm,j^t€S  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XLVIIJ,  1859  (I;,  p.  65t. 


ï— ai  question  dont  je  vais  m'occuper  dans  cette  INole  est  celle  qui 

a   pour  objet  de  représenter  approximativement  par  un  polynôme 

d'i:»«B.  degré  donné  m  une  fonction  F(a7),  dont  on  connaît  les  valeurs 

pouir  x=zXfi^  :ri,  2:2,...,  :r„,  /i  étant  supérieur  ou  au  moins  égalà/?i, 

ei3.    *^«  donnant  la  condition  que  la  somme  des  carrés  des  différences 

ei:i.tK*c  ce  polynôme  et  F(j:),  pour  x  =  Xo^  X|,  . . .,  .r„,  multipliées 

cHsàc^une  par  des  nombres  donnés,  soit  un  minimum.  M.  Tchebichef 

a    1^    premier  résolu  cette  question  importante  dans  un  excellent 

MéMxioire  sur  les  fractions  continues,  présenté  en  i855  à  l'Académie 

de   ^iaint-Pétersbourg  (  *  ),  et  c'est  de  son  analyse  même  que  j'ai  tiré 

iin^    nouvelle  méthode  qui,  sous  une  forme  plus  générale,  donne 

*^s    ï*ésultats  de  l'auteur,  indépendamment  des  fractions  continues, 

^^    Cîn  les  rattachant  immédiatement  à  la  formule  d'interpolation 

^^    Lagrange. 

T. 

Soit 

^ette  formule  est,  comme  on  sait, 

/(^)  Uù  .       /(^)  Ul         ^  _^     f(^) 


T^xo  J'{xo)    '    x  —  xxf{xx)      ***       x  —  Xn  J"{(x;n) 
et  si  l'on  y  ajoute  le  produit  de/(x)  par  un  polynôme  arbitraire, 

(')  Uoe  tradoction  en   français  de  ce   Mémoire  par  M.  Bienaymé  vient  d'être 
pobliée  dans  le  Journal  de  Liouville,  i*  série,  t.  III  (1869  ),  p.  289. 
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on  aura  l'expression  générale  de  toute  fonction* entière  de  de«;»*^ 
supérieur  à  /i,  et  devenant  encore  //q?  W|,  . . .,  n,t  pour 

X  =■  Xq^      Xi^       •••»       ^/l* 

\Jais  en  désignant  par  6(x)  un  polynôme  indéterminé  et  faisant 

/ix)^(x) 

J'^""^-   {X-Xi)f\Xi)^{Xi) 

<:cttc  expression  plus  générale  de  la  formule  de  Lagrange  peut  en- 

corc  être  présentée  ainsi  : 

ll(^)  =/o(ar)<io-H/i<J^)W|-H...-^//i(-rjM„. 

(jcla  posé,  voici  comment  s'en  tirent  les  formules  nouvelles  qui  sc^ 
rapportent  à  Tinterpolation  par  la  méthode  des  moindres  carrés. 
Faisons  dans  n(x)  la  substitution  linéaire 

Ml,  —  a^^VQ  -f-  6oi'i  -}-... -H  /oi'/M 

i  •••; ' 

\    Un  =  ani'o  -T-  6,, i'i  H- .  .  . -h  /„ »'/,, 

déterminée  de  façon  que  Ton  ait 

i/î-i/;^...  r-//.î  =  ii  -^rî-^...-4-r«  («). 
Kn  posant 

/   <l>oi^)  =  a^f^(x)--aift{x)—,..-^a„fn(x), 
^  \   ^i(x)  —  bf^/o{X)-h  Ùi/i{X\  -^...-^  bn/H(jr), 

)   ' 

il  viendra 

ol  Ton  aura,  rommt^  ronséquenre  immédiate.  Tégalilé  suivante  : 

Or  les  fonctions  4>^^.r^  qui  naissent  ainsi  de  la  formule  de  Lagrange 
possèdent,  en  \orlu  de  cette  égalité,  les  pi^opriétés  fondamentales 


\  '  >  M,  i-»,^le>  4  donne  IV\prt*>sion  Ji^uerale  de  t'^'S  sutislilulmos  dans   un  Mé- 
m^Miv  Si*r  ief  iirirrmimsinti  ^m*«*/«<^»  iMilUio  dans  lo  Jourmai  de  Creiie. 


SUR   l'interpolation.  8<) 

suivaiiies  : 

i—n  i—n 

'*>  V*„,(a-,j*,„.(a:;)=o,  >]*î,(a:,>=., 

/  —  0  1=0 

^^  ^le  ces  propriétés  résulte,  comme  Fa  remarqué  M.  'JVIiehirlief, 
^^  solution  immédiate  de  la  question  que  nous  avons  en  vue. 


II. 


Observons,  en  ellel,  que  les  fonctions  ^(x)  contiennent  loiiles 
^11  fadeur  ^(  Jr),  de  soiie  qu'en  faisant 

on  a  un  système  de  /i  + 1  polynômes 

du  /i'*^"*  degré;  or,  après  avoir  choisi  /?i  -h  i  de  ces  polynômes,  par 
exemple 

?o(^)»     ?i(^;,      ..-.     ?//i(j^), 

si  Ton  demande  de  déterminer  les  coefficients  \,  B,  . . .,  H,  de  telle 
sorte  que  la  somme  des  carrés  des  valeurs  de  la  diflerence 

V(x)  —  Aoo(iF)  — B©,(a:)— ...  -  Hç,„(a:), 
pour 

X  =  Xoy      Xi^       ....      Xny 

multipliées  par  des  nombres  donnés,  soit  un  minimum,  on  opé- 
rera comme  il  suit.  Disposons  de  6(^),  de  manière  que  les  j)oids 

des  erreurs  soient 

0(^o),     0(.r,),      ...,     0(x„), 

l'expression  qu'il  faut  rendre  un  minimum  sera 

y^[F(xi)—\oo{Xf)  —  Boi{Xi)-..,-Uo,n(x,)Yfi^(xi), 

/  =  0 

ou  bien 

/  =  n 
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Or  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  prises  par  rapport  à  A,  B H  ^ 

on  trouve  qu'en  vertu  des  équations  (  3  »  une  seule  inconnue  sub- 
siste dans  chacune  des  équations  ainsi  formées,  ce  qui  donne  im — 
média tement  les  valeurs 

é  —  m 

A  =  V*^  (x/>F<jr/>%(jr/», 

i  =  m 

I  ■-  » 

i  =.  m 

H  =  N  4»^ ,  jT^  I  F  (  Xi  »  0  (  Xi  K 

/■=:0 

et,  en  posant 

tAx)  =  Ko^(x\  —  Bç,(>)— ...—  H^;„(x), 

on  en  conclut  immédiatement  qu'on  a 

/  =  n  f  =  M 

2  TMXi)  «2,  J-,  )  =  2  ¥^iXi)^i,Xi). 


m. 


Mais,  parmi  les  diverses  expressions  auxquelles  nous  par>enons 
ainsi,  et  qui  dépendant  des  éléments  arbitraires  de  la  substît»- 
tiou  (  I  )  sont  en  général  du  n^^^^  degré,  il  reste  à  découvrir  celles 
qui,  j)our  wne  détermination  convenable  de  cette  substitution,  se- 
ront  seulement  du  m^^^^  degi*é,  de  manière  à  résoudre  la  question 
proposée  par  l'emploi  d'un  polynôme  du  degré  le  plus  petit  pos- 
sible. Soit,  à  cet  effet. 


6tx> 


=  Si(xu 


les  équations  (a)  donneront,  par  la  suppression  du  facteur  0(x), 
cotninun  aux  deux  membres, 

Oq{x)  =  ao£o(X)-i-  a,ii(X)-H.  .  .-r-  '.tn^n(^)y 


^{X)=  /o  SQ{X)-r-   /,i,(^)-H...-r-  In^ni^C), 


/ 


SUR    K INTKRPOLATION. 


et  l'on  \a  voir  qu'il  est  possible  de  réduire  <^o{^)  »  lï"^  constante^ 

5,  (jtr)  au  premier  degré,  et  en  général  Oi(a')  au  degré  i.  Effective- 

VI             -a     •     •    *              /i(n-+-i)  , 
iiien.1.,  on  aura,  pour  qu  il  en  soit  ainsi,  a  poser  -—^ équations 

entre  les  coefficients  «o?  «i?  •  •  •»  «/o  ^o?  ^i»  •  •  •?  ^w?  ••  •?  ce  qui  est 
préoîsénienl  le  nombre  des  quantités  arbitraires  que  comporte 
<l'a|>rès  sa  nature  la  substitution  (i).  Or  de  là  résultera  un  système 
spécrial 

tel   c|ue  la  formule 

\Oo{t)  -h  B©i(X)  -T..  .-H  Uo,n{^)y 

coin  posée  avec  ces  fonctions,  sera  précisément  du  degré  m.  Cepen- 
Jaixt  il  serait  difficile  par  cette  voie  de  parvenir  à  exprimer  expli- 
cilonient  les  nouvelles  fonctions  par  les  quantités  Xoy  ^i,  . .  v  ^ft 
el  O  ix).  C'est  au  moyen  de  Téquation  fondamentale 


("Il  Cais.mt  usage  des  propriétés  des  formes  quadratiques,  qu'on  y 
ari^i  \e  et  qu'on  établit  le  théorème  suivant  : 

-^^oiV  Ifu  lunariant  de  la  forme 

i=  n 
1  =  0 

H^-^  ^  sera  un  polynôme  du  m^^^^  degré  en  x^  dont  V expression 
(ir^  ^lytù/ue  est  bien  connue;  si  l'on  désigne  paro„i  le  coefficient 
d<^   j^m  flans  ce  polynôme,  on  aura 


?//i(^)  ■■ 


1^0  ur 


Four  //?  =  I,  où  il  n^y  a  pas  à  proprement  parler  d'invariant,  on 
^■^^vra  faire 

i=.n 

^^  pour  m  =  o  [)rendre 
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\jr  signe»  du  l'adieal  carré  (|ue  présentent  ces  formules  reste  ; 
traire;  car  dans  la  fonction 

tAx)  —  \oo(x)-^  Bo,('j?)-i-...-|-Hcp,;,(ar)-f-..., 

le  coefficient  H  en  général  ayant  pour  valeur 

i~  n 

^  O,„{T,)V(Xi)0*(Xi), 
i-0 

cliangcTa  de  signe  en  même  temps  queîp„i(a7),  et  le  produit  H©, 
iw  (*liangera  pas. 

,\c  remarquerai  enfin,  en  terminant,  que  la  suite  des  quan 
I,  A|,  A-j,  ...,  A,,^|  possède  à  l'égard  de  l'équation  /"(x)  =  < 
propriétés  des  fonctions  de  M.  Sturm,  pourvu  que  le  polyn 
iirhilraire  0(x)  ait  ses  coefficients  réels.  C'est  ce  qui  résulte  c 
l'orme  (piadratique  dont  elles  ont  été  déduites. 


SUR  lA  RÉDUCTION 


FOBMES  CUBIQUES  A  DEUX  INDÉTERMINÉES. 


Comptes  rendusy  t.  XLVIIÏ,  1809  (Ij,  p.  ']5i. 


l-a  théorie  des  formes  cubiques  à  deux  indéterminées  a  été  dans 
ces  derniers  temps  le  sujet  de  plusieurs  Mémoires  importants  dus 
î»   I^I-   Arndt  et  publiés  dans  les  Arc/iiics  de  Grunert  et  dans  le 
J^^  ri  F- fiai  (le  Crelle  (année  i85^).  L'auteur,  en  ajoutant  beaucou|) 
aux:  premières  découvertes  d'Eisenstein,  a  donné  dans  un  de  ces 
»tt5 moires  une  table  de  formes  réduites  avec  leurs  covariants  (|ua- 
»lï*Hlîqnes  pour  tous  les  déterminants  négatifs  jusqu'à  2000,  et  il 
^^rait  bien  à  désirer  que  les  formes  à  déterminants  positifs  de- 
vinssent l'objet  d'un  pareil  travail.  Mais  elles  semblent  présenter 
'»«*ris  leur  nature  quelque  chose  de  plus  complexe,  de  sorte  que  la 
iiiéiliode  de  réduction  dont  j'ai  donné  le   principe  {Journal  de 
»   t'f*Hc,  t.  XLI,  p.  21 5)  laisse  subsister  de  grandes  difficultés  pour 
*>»3icTiir  Icwi  conditions  caractéristiques  des  formes  réduites.  Celle 
^U^esiion  m'ayant  paru  mériter  de  nouveaux  eflorts,  je  me  suis  al- 
taclié  à  en  rechercher  la  solution  complète,  et-  j'ai  l'honneur  <lc 
l^résenter  à  T  Vcadémie,  dans  celte  Note,  les  résultats  que  j'ai  ob- 
^^*nn5ja\ec  l'indication  de  la  méthode  que  j'ai  sui\ic. 

1. 

Je  rap[)<îllerai  d'aljord  qu'en  posant 

/ ~  ax^  -4-  3 bx^y  -h  3  cxy^  -^  dy"^  =l  a{x  —  7.y )(x  —  fij' )  ( .r  —  •;.>'  ) 
jc  définis  cette  forme  comme  réduite  si,  toutes  les  racines  étant 
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réelles,  le  covarianl 

?  =  (?)*[(« -P)'(^-"Tr)'-+-(«-ï)'(^-P>^)=-(p-V)*(^-V)-] 

et  dans  le  cas  où  a  est  seule  racine  réelle,  P  et  y  étant  imaginaires 
conjuguées,  ce  second  covariant 

^  =  (f)V«(«-?)(«-Y)(^-?r)<'^-ïr)~(?-Y)'(^-«^)M 

sont  des  formes  réduites  dans  le  sens  propre  aux  formes  quadra- 
tiques à  déterminant  négatif.  La  grande  différence  de  ces  deux  cas 
tient  à  ce  que  o  s'exprime  rationnellement  par  les  coefficients  de  y, 
tandis  que  4,  fonction  symétrique  en  ^  et  y  seulement,  est  essen- 
tiellement irrationnelle.  Cependant  ces  propositions,  faciles  à  éta- 
blir, leur  sont  communes  : 

I"  Deux  formes  réduites  distinctes  représentent,  en  général, 
deux  classes  différentes  et,  si  elles  sont  équivalentes,  elles  se  dé- 
duisent Tune  de  l'autre  par  les  substitutions  qui  changent  en  elles- 
mêmes  les  formes 

2**  Soient  D  =  B-  —  \C  le  déterminant  ou  invariant  de  f  et  A 
sa  valeur  absolue,  les  coefficients  de  la  forme  réduite  vérifient 
les  conditions 


ad<(^ly\/^,     *«<(!)  Va. 


Mais,  à  l'égard  de  ces  limitations,  une  étude  plus  approfondie  de 
la  théorie  de  la  réduction  fait  voir  qu'il  j  a  lieu  de  distinguer  les 
deux  cas,  et  pour  D  <;  o,  M.  Arndt  a  déjà  reconnu  qu'elles  de- 
vaient être  remplacées  par  celles-ci  : 


„.<^,/ii'.,  .,<^/l|i. 


Je  vais,  avant  d'aborder  des  questions  plus  difficiles,  m'arréter  un 
instant  sur  ce  point. 
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II. 

Les  relations 

A  =  2(6»  — rtc),         B  =  bc  —  ad,         C  =  ?Jc^  —  ùd) 
<.lonnent 

C6«  — 2B6c-+- At^  =  1  AC, 

•2 

C»a»  +  2(3ABC  — 4B')arfH-A»rf*=  -  (AC—  îB«)«, 

€l,  en  appliquant  les  règles  connues,  on  trouve  aisément,  pour  le 
maximum  de  èc,  l'expression 


AB-h  B=»-}-rA-T-BS)\/A-f-  B» 
4A ' 

et,  pour  le  maximum  de  arf,  celle-ci  : 


—  3AB-i-B3H-(A-»-  B2)v/A-f-  B2 

en  faisant 

A  =AC— B«. 

Or  ces  expressions,  fonctions  de  B  seulement,  ont  elles-mt^mes  des 
maxima  qu'on  détermine  en  observant  que,  d'après  la  propriété 
caractéristique  des  formes  réduites,  B-  ne  peut  surpasser  ^A,  et 
c'est  précisément  à  cette  valeur  limite  que  correspond  le  maximum 
de  bcj  et  il  en  sera  de  même  pour  ad  dont  la  dérivée,  par  rapport 
à  B,  admet  pour  racine  B-  =  J  A.  De  là  se  tirent  les  conditions 


arf<^.i^A,         bc<^l^. 


Pour  la  limite  de  bc,  le  coefficient  numérique  est,  comme  l'on  voit, 
moindre  que  celui  de  M.  Arndt  {Archives  de  Grunert,  année 
i8.)8,  p.  337).  De  la  même  manière  on  trouverait  encore 

^  v/27 
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III. 


La  mélliode  précédente  ne  s'applique  pas  immédiatement  aux 
formes  cubiques  de  déterminant  positif,  car  il  serait  difficile  de 
former  le.s  relations  entre  a  et  d  d'une  part,  ^  et  c  de  l'autre,  et 
les  coefficients  de  la  forme  réduite  (P,  Q,  R).  C'est  cependant  au 
fond  le  même  principe  ((ue  je  vais  encore  emplover.  En  premier 
liru,  je  remarque  qu'on  a  les  relations  suivantes  : 

AK—  ?BQ--<:P  =  o, 

de  sorte  (pi'à  l'égard  des  coefficients  A,  B,  C,  il  sera  possible 
d'opérer  exactement  comme  ci-dessus.  Ainsi  on  form(?ra  entre  A 
cl  G  l'équalion 

R2  AS  -I-  7(FR  —  2Q2)  AC  -t-  Pm:2  =  4Qï(  |»R  _  QJ  ), 

(|ui  donnera  pour  le  maximum  de  AC  la  valeur 

PU_Qî  =  D; 

el  d'une  manière  analogue  s'obtiendra,  pour  le  maximum  de  B-,  la 
quantité  PR.  et  l'on  parviendra  aux  limitations 

AG  <  D,        Bs  <  i  D. 

Pour  arri\cr  maintenant  aux  coefticienls  de  la  forme  cul)i(|ue^ 
jr  me  fonderai  sur  l'égalité 

d'où  je  tirerai,  en  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients 
de  .r*i'^, 

%D(ad-\-c^bc)  =  —  ÎB»— iJQBî-r-:îDB~i3DO-^  ioQ», 

r\  ensuite,  eu  emplovant  la  relation  bc  —  ad  =  B, 

.j  i)ad  =  —  B^  —  iQBî  —  3  OB  -h  i  OQ  -i-  4Q', 
41)  ^c  =::  —  B3—  iQB«  -f-    1)B   -3I)Q    -4Q'. 
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On  voit  maîntenanl  qu*on  peut  facilement  obtenir  les  maxima 

de  ad  et  bc  en  fonction  de  P,  Q,  R;  le  maximum  de  ad  est  donné 

par  la  valeur  limite 

B«  =  PR  =  D  -f-  Q», 


Jes  racines  de  la  dérivée  étant  imaginaires  à  cause  de  la  relation 
c'est  l'expression 


q«<;d, 


Q»-t-(4D-4-Q«)\/D-i-Q^ 
i^our  bc  il  existe  deux  maxima  qui  correspondent  à 


B  =  —  Q  +  4/ i  D  -t-  Q«      et      B  =  y/VK  =  v/D  -^  Q», 


voir  : 


aD  ^'  4D 

Maintenant  il  ne  reste  plus  qu'à  chercher  de  nouveau  les  maxima 
:ii.  €  ces  expressions,  qui  seront  évidemment  donnés  en  remplaçant  Q 
[i>ar  sa  limite  supérieure  y/J  D.  En  choisissant  pour  bc  le  maximum 
t'K^aiimorum,  on  parvient  aux  limitations 


J  ^y  joindrai 

ad-\--ibc<i/'~  D,        ac»  —  6/63<  — ^  D, 

y  y-i    '  Gv/3 

<lont  la  dernière  s'obtient  par  celte  équation 

4  v/D  ( acî  —  é/6»  )  =  /D  —  B2  -T-  Q*  (  D  —  B*  -4-  4  Q*  ). 


IV. 

J'arrive  maintenant  au  point  le  plus  important  dans  la  théorie 
de  la  réduction,  à  la  recherche  des  conditions  caractéristiques  pour 
les  formes  réduites.  Ces  conditions  P  zh  2Q  >  o,  R  —  P  >  o,  se 
II.  -  II.  7 
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présentent  en  effet  sous  forme  irrationnelle  par  rapport  aux  coeffi- 
cients «,  6,  c,  rf,  et  il  s'agit  d'en  déduire  des  relations  absolument 
équivalentes,  mais  rationnelles.  J'observe  à  cet  effet  que  l'équation 
du  troisième  degré  dont  dépend  la  forme  A,  savoir  : 

4^3  _-  3oîl}.  —  o3  —  D/«  =  o, 

a,  comme  la  forme  cubique  f{x^y^^  une  racine  réelle  et  deux  Ima- 
ginaires conjuguées.  Or,  en  nommant  P',  Q',  R'  et  P^,  Q"',  R''  les 
déterminants  imaginaires  conjugués  de  P,  Q,  R  et  posant  e  =  ±1 , 
on  pourra  remplacer  les  inégalités  proposées  par  celles-ci  : 

(P-h2£Q)(P'H-u2Q')(P'-+-2£Q')>o,     (K-P)(R'— P')(R''— P')>o; 

et  alors  les  premiers  membres  étant  des  fonctions  symétriques  des 
racines  de  la  forme /(;r,j^)  pourront  s'exprimer  rationnellement 
en  a,  6,  c,  d.  Le  calcul  auquel  on  est  ainsi  conduit  s'effectue  aisé- 
ment si  l'on  observe  que  i  —  o  est  un  carré,  et  qu'en  faisant 
i(  —  o  =  y-,  les  trois  valeurs  de  y  sont  données  par  l'équation 

De  la  sorte  on  parvient  au  résultat  suivant  : 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu^une  Jorme 

cubique 

f{x^y)  =  ax^  H-  3 bx^y  -h  3  cxy^  -H  dy^ 

de  déterminant  positif  D  soit  réduite  sont 

i  (A-+-2£B)î-i-3D(A-i-'2£B)-h  n/(i,o)/(i,'2e)>o, 
4 

l(C-A)3-f-3D(G-A}H-D/(i,i)/(-i,i)>o. 
4 

On  peul,  en  introduisant  le  covariant  cubique 

^^l(dfdo^__dld^\^ 
G  \dx  dy        dy  dxj  ' 

les  présenter  sous  cette  autre  forme 

F(i,o)F(i,-i£)-f-D/(i,o)/(i,2e)>o, 
F(i,i)F(-i,i)-t-D/(i,  i)/(-i,i)>o. 


rORMKS  CUBIQUES   A   DEUX   INDÉTERMINÉES.  99 

La  question  de  la  réduction  des  formes  cubiques  de  déterminant 
positif  est  ainsi  complètement  résolue,  et  c'est  l'objet  que  j'avais 
principalement  en  vue  dans  cette  Note.  Je  la  terminerai  en  indi- 
quant un  point  de  vue  sous  lequel  on  peut  la  rapprocher  de  la  ré- 
duction des  formes  de  déterminant  négatif,  où  l'on  se  sert  du  cova- 
riant  quadratique  (p  =  (Â,  B,  C).  A  cet  effet,  j'observe  que  le  second 
covariant  ^  =  (P,  Q,  R)  satisfaisant  à  l'équation 

4^3_  3oî^  -  o»  —  D/î  =  o, 
un  en  tire 

Or,  en  posant 
on  reconnaît  aisément  que  celte  expression  est  de  la  forme 

m  et  n  ayant  des  valeurs  essentiellement  positives,  de  sorte  que  '^ 
étant  supposée  réduite,  o  se  trouve  nécessairement  dans  le  groupe 
de  formes  également  nommées  réduites,  mais  sous  le  point  de  vue 
propre  aux  déterminants  positifs.  Et  c'est  le  premier  exemple  d'une 
détermination  spéciale  pour  l'une  des  formes  de  ce  groupe,  qui, 
sauf  le  cas  des  classes  principales  el  ambiguës,  se  présentent  tou- 
jours comme  réunies,  sans  qu'il  y  ait  Heu  de  faire  entre  elles  au- 
cune distinction.  On  peut  donc  dire,  en  dernière  analyse,  que 
toute  forme  cubique  de  déterminant  positif  ou  négatif  est  définie 
comme  réduite  en  même  temps  que  le  covariant  quadratique 

o  =  (A,  B,  G). 
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SUR    LE   RÉSULTANT 


DE 


TROIS  FORMES  QUADRATIQUES  TERNAIRES. 


Journal  de  C relie,  t.  37  (1860),  p.  371. 


«  ...  En  posant  avec  M.  Cayley  : 

ç  =(a,  6,  c,/,  ^,  h)(x,  y,  z)^, 

j'ai  cherché  à  exprimer  le  résultant  au  moyen  des  vingt  détermi- 
nants que  donne  le  système 


(A) 


a      b      c     f     g      h    \ 
a      b'     c'    /'     ^     h'    L 
a"     b"     c"    f    g"     II'  I 


lorsqu'on  prend,  de  toutes  les  manières  possibles,  trois  colonnes 
verticales.  Pour  abréger  l'écriture,  je  les  désignerai  ainsi  : 

{abc),     {abf),     (abg),     ..., 

de  manière  que  l'on  ail  par  exemple 


(abc)  = 
le  terme  principal  ab'c"  étant  toujours  pris  avec  le  signe  -\-, 


abc 
a'  b'  c' 
a"     b"     c' 
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lOI 


))  Ceci  convenu,  je  distingue  dans  le  groupe  des  vingt  détermi- 
mants  les  deux  suivants  :  (agh)  comme  premier  terme  d'un  çova- 
rianl  et  (6c/)  comme  premier  terme  d'un  contrevariant  par  rapport 
aux  trois  formes  o,  o',  ç".  Réservant  d'en  donner  plus  tard  la  rai- 
son, je  me  borne  en  ce  moment  à  développer  les  expressions  de 
ces  deux  formes,  savoir  : 


/  = 


F  = 


i 

ar» 

.r' 

z^ 

T^y 

y*' 

( 

-^(agh) 

-ibfh) 

-^(c/g)    -(abg)   ^(bch) 
-^(a/h)    -{bfg) 
yz-             zx*            xyz 

1  -f  (acf)    -(abf) 
■  —{cgh)    —  (bgh) 

5'                %^ 

—  {bcg)    -+-(acA) 
-}-(c/h)    -(a/g) 

—  (abc) 
-■^{fgh) 

-^  (  bcf) 

-+-  (abh) 

—  (bcg)    -i-{,ach) 

—  i(cfh)  +i(afg) 

-{abf) 
-h  VL(bgh) 

-^(acf) 
-^i(cgh) 

-iabg) 
—  i{afh^ 

—  (bch) 
-^^(f>/g) 

■^(abc) 
-Mfgh) 

»  Maintenant,  si  l'on  désigne  parSyetSF  les  invariants  du  qua- 
trième degré  de  M.  Aronhold  par  rapport  aux  formes  cubiques  / 
el  F,  le  résultant  sera 

R  =  SF— ifiS/. 

»  Il  se  trouve  donc  exprimé  au  moyen  des  déterminants  du  sys- 
tème (A),  et  l'on  voit  immédiatement  que,  si  l'on  remplace  o,  ç', 
f  par 


il  se  reproduit  multiplié  par  la  quatrième  puissance  du  détermi- 
nant 

X     X'     X' 


La  démonstration  suit  d'ailleurs  du  même  principe  qu'a  employé 
M.  Cayley,  en  remarquant  que,  si  l'on  suppose 


^  =  35^' 


,       I  d\} 
^  =  3  ^' 
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U  désignant  une  forme  cubique,  on  aura 

/=HU,        F  =  — PU(t). 

»  Mais  il  est  un  autre  point  de  vue  sous  lequel  on  peut  envisager 
la  détermination  du  résultant  en  recherchant,  comme  Ta  fait  le 
premier  M.  Sylvester,  une  expression  analogue  à  celle  du  discri- 
minant d'une  forme  cubique.  Cette  expression  remarquable,  dont 
la  découverte  est  due  à  M.  Aronhold,  étant  64 S'  —  T*,  l'analogie 
que  nous  voulons  suivre  conduit  naturellement  à  essayer  d'ob- 
tenir, par  rapport  au  système  des  trois  formes  proposées,  deux  in- 
variants combinants  qui  coïncident  avec   T^  et  S'   dans  le  cas 
particulier  où  ç,  o',  o"  sont  les  dérivées  partielles  d'une  forme 
cubique.  Or  M.  Sylvester  a  déjà  donné  une  fonction  qui,  dans  ce 
cas,  se  réduit  non  seulement  à  T-,  mais  à  T  lui-même,  ainsi  l'ana- 
logie est  à  cet  égard  aussi  complète  qu'on  peut  le  désirer.  Mais  il 
n'en  est  pas  absolument  de  même  en  ce  qui  concerne  l'autre  terme 
du  résultant  qui,  au  lieu  de  devenir  S',  se  présente  comme  une 
fonction  linéaire  de  S'  et  T^. 

»  Les  recherches  suivantes  conduiront,  comme  on  le  veut,  à  un 
invariant  combinant  qui  se  réduit  précisément  à  S'  ;  mais  leur  ob- 
jet principal  sera  surtout  de  donner  un  premier  exemple  de  l'ex- 
tension aux  formes  à  trois  indéterminées  de  méthodes  appliquées 
seulement  jusqu'ici  aux  formes  binaires,  et  que  j'ai  développées 
dans  un  Mémoire  du  Journal  de  Mathématiques  de  Cambridge 
et  Dublin,  i855. 

»  Je  rappellerai  d'abord  cette  proposition  dont  je  ferai  souvent 
usage.  Soient  f=^^.  Vx^y^z*^  un  covariant  et  F(Ç,  t,,  Ç)  un  con- 
trevariant  par  rapport  à  une  ou  plusieurs  formes,  en  opérant  avec/ 
sur  F  de  la  manière  suivante  : 

2d     d\'^  drif»  dX^c' 

on  obtiendra  un  contrevariant,  et  si,  d'une  manière  toute  sem- 
blable, on  opère  avec  un  contrevariant  G=  51Q5"^i^^^  sur  un 

covariant  g^  le  résultat  >  Q   ,  ^  .  s^-y  ^^^^  ^^  covariant. 

(')   Voyez  pour  ces  notations  le  travail  du  même  auteur  publié  dans  les  tran- 
suctionH  de  la  Société  Hoyalc  sous  le  titre  :  A  ihird  Memoir  upon  Quantics. 
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»  Par  la  suite,  et  pour  désigner  d'une  manière  spéciale  ce  mode 
d'opérer  avec  une  forme  sur  une  autre,  je  conviendrai  de  la  nota- 
tion suivante  : 

Supposant  par  exemple  que  /  et  F  soient  le  covariant  et  le  conlre- 
variant  cubique,  par  rapport  aux  trois  formes  quadratiques  o,  ©',  o". 
dont  les  expressions  ont  été  données  plus  haut,  on  trouvera 

/>^F=      e(as'h)ibc/)^6{b/h)(ach)-^6(c/ff)(abh)-S{a/^)(bfy) 

—  %{bgh){cgh)  -  S(cfh)  (a/h)  -^{abf){acf)  -4-  ^{bcg){abg) 

—  ^(ach) (bch)  --  i( ab/)  (cgh  )  -h 'jL{abg){cfh) -h 'i(bcg){a/h) 

—  i{bch){afg)  -4-  i(ac/){bgh)  -^ i(ach  ){bfg)  -f-  i{abc) (fgh) 
^S(/gh)*^(abcy. 

C'est  précisément,  sauf  le  signe,  la  quantité  T  dont  M.  Cayley  a 
donné  un  autre  mode  de  formation,  et  l'on  aperçoit  immédiate- 
ment le  lien  de  cette  expression  avec  l'invariant  de  sixième  ordre 
des  formes  cubiques,  car,  en  supposant 

1  dV  ,      i  dV  ,      i  dV 

3  dx  '         ^  dy  '         3  dz 

^lle  se  réduit  à  l'invariant  du  sixième  ordre  de  U. 
»  Faisons,  en  second  lieu, 

çp  5f<<  F  =  /Ç  -+-  mr^  -+-  /i?,         cp'  î^  F  =  l'^-h  m'r^  -^  /l'Ç, 
^t  posons 


I 
8» 


l  m  n 
r  m'  n* 
r     m"     n" 


ce  déterminant  sera  un  invariant  combinant  du  douzième  ordre 
par  rapport  aux  formes  données,  et  si,  comme  tout  à  l'heure,  on 
fait  l'hypothèse 

-i^y  '-11^  »-I^ 

"^  "  -^  dx"         "^  ^  ^  dy'         "^  "  ^  dz' 


on  aura  précisément 


2  =  S3, 
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S  désignant  rinvariant  du  quatrième  ordre  de  U.  Le  résultant  re- 
latif à  o,  ©',  o"  sera  donc 

expression  analytique  qui  réalise,  autant  que  possible,  cette  ana- 
logie avec  le  discriminant  d'une  forme  cubique  que  M.  Sylvester 
a  le  premier  reconnue. 

»  Mais  le  fait  qu^il  importe  principalement  de  remarquer,  c'est 
l'existence  des  trois  contrevariants  linéaires  simultanés 

o  -^i  F,     o'  ^<  F,     cp'  5K  F, 

par  rapport  au  système  des  formes  quadratiques  proposées.  En 
elTet,  si  Ton  en  déduit,  en  transposant,  la  substitution  suivante  : 

a?  =  /X  -I-  /' Y  -+-  rZ,      Y  =  mX  H-  m' Y  -f-  m'Z,      ^  =  nX  -h  n' Y  +  /l'Z, 

et,  qu'après  l'avoir  efl'ectuée  dans  ©,  cp',  cp",  on  désigne  les  trans- 
formées obtenues  par  '|,  «V,  A",  on  aura  ces  deux  propositions  : 

»  1°  A,  <j/',  i''  sont  les  dérii'ées  par  rapport  ^  X,  Y  et  Z  d'une 
même  forme  cubique, 

»  2°  Tous  les  coefficients  de  cette  forme  cubique  sont  des  in- 
variants simultanés  des  trois  formes  proposées  o,  ©',  o", 

»  Ce  second  résultat  offre  le  premier  exemple  de  l'extension 
aux  fonctions  à  trois  indéterminées  de  la  notion  des  formes  types, 
que  j'ai  introduite  dans  l'étude  des  formes  binaires  de  degrés  im- 
pairs et  en  partant  des  covariants  linéaires  propres  à  ces  formes. 
Vax  second  lieu,  considérons,  en  faisant  abstraction  pour  plus  de 
simplicité  du  dénominateur,  la  substitution  inverse  de  la  précé- 
d<;nte,  savoir  : 

X  ^  (m' n'—n'  ni'').v  -\rin  r-^r  n'')y-^{i  m'-^m'  l'')z  =  Lx  -t-M^-  -h  N;:, 
V  ^inm"  —mn'')x  -^{In"  —ni" jy-r-Unl"  —  lm'')z=  XJx-^Wy^  N'5, 
/  ^(mn'  --nm')x-r-{tii      ln')y-^{lm' —  niV)  z  =  Vx-^Wy-^^'z, 

id*%  trois  fonctions  linéaires  seront  évidemment  des  covariants  si- 
iiMjllunés  de  o,  o^  ^"^  de  plus 

0  =  9X  +  o'Y-ho''Z 
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sera  un  covariant  cubique  et 

â=  f^{Lu-hMv  -h  Niv)  -4-  o'(L'a  4-  MV  -t-  N'w)  -+-  «p^I/w  -^  MV  -f-  N'w) 

un  covariant  double,  en  «,  v,  w  d'une  part  et  x^  y^  z  de  l'autre. 
Or  on  a  la  relation 


dx 


d'où 


dy 


d^ 


5S  =  L?-^L'?'^LV, 

3  a-5 

Ainsi  les  mêmes  quantités  /,  /?i,  /i,  . . .  se  présentent  dans  la  trans- 
lorniation  de  variables  comme  dans  la  combinaison  sjzygétique 
par  laquelle  on  ramène  les  formes  quadratiques  proposées  aux  dé- 
rivées partielles  d'une  même  forme  cubique.  On  peut  d'ailleurs 
aisément  les  calculer  par  la  remarque  suivante*:  Nommons  4>,  4>', 
^  les  formes  adjointes  de  o,  o',  ç'',  et  considérons  le  déterminant 


d^  d^'  d^" 

dx  dx  dx 

dri  do'  d^" 

dj'  dy  dy 

dy  do'  d':; 

dz  dz  dz 


^^  le  mettant  successivement  sous  ces  trois  formes 
^   dx  dy  dz 


y,d^ 

^  dx 


c 


..do" 


dx 


0\L' 


orc' 


dy 
do 
~d? 
d^ 

dy 


dz 

d£ 

dz 


on  aura 


<p'  ^  F  =  Ç4>'  ?«  4^'  4-  r,^'  ^  OR'  4-  ;*'  ^  X', 
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»  L'analyse  précédente  s'applique  évidemment  à  l'étude  de  deux 
formes  cubiques  binaires  simultanées  et  conduit  à  l'égard  de  ces 
formes  à  des  résultats  entièrement  semblables  à  ceux  qu'on  vient 
(le  voir.  C'est  une  extension  nouvelle  donnée  ainsi  à  l'analogie 
qu'ont  révélée  les  découvertes  de  M.  Hesse  et  de  M.  Aronhold  entre 
les  formes  cubiques  ternaires  et  les  formes  biquadratiques  binaires, 
et  qui  doit  compter,  ce  me  semble,  parmi  les  résultats  les  plus  in- 
téressants de  l'Algèbre  moderne.  Peut-être  pourrais-je  y  revenir 
plus  tard,  mais  avant  de  terminer  j'indiquerai  encore,  puisqu'il  a 
été  question  plus  haut  des  formes  types,  comment  on  peut  étendre 
au  cas  d'un  nombre  quelconque  d'indéterminées  la  notion  des 
formes  canoniques  telle  que  je  l'ai  donnée  ailleurs  pour  les  formes 
binaires.  A  cet  effet,  j'admettrai  Texistence  de  deux  covarianls 
quadratiques 

o(x,y.  z,  ...),         '^{^,y,  -,  ..•), 

par  rapport  à  la  forme  ou  au  système  de  formes  donné.  Cela  posé, 
la  substitution  linéaire  de  :r,  ^,  3,  . . .  en  d'autres  indéterminées  X, 
Y,  Z,  . . .  qui  fournira  la  réduction  à  la  forme  canonique,  sera  dé- 
finie par  les  conditions 


o{r,y,  z,  . 

..)  =  «X«-T-^»Yî-4-cZ» 

^(^.y.  5,  . 

..)  =  «X«-^pYî~YZ« 

»  On  verra  aisément  comment  se  présentent,  en  partant  de  là, 
les  propositions  fondamentales  que  j'ai  données  dans  le  cas  des 
formes  binaires. 

»   Paris,  i4   février  1860.  » 


EXTRAIT  DE  DEUX  LETTRES  A  M.  DORCHARDT 
SUR  l'invariant 

DU 

DIX-HUITIÈME  ORDRE  DES  FORMES  DU  CINQUIÈME  DEGRÉ 

ET  SUR  LE  ROLE  QU'IL  JOUE  DANS  LA  RÉSOLUTION 
DE  L'ÉQUATION  DU  CINQUIÈME  DEGRÉ. 


Journal  de  C relie,  t.  59  (1861),  p.  3o4. 


«...  J'ai  entrepris,  en  suivant  la  méthode  de  M.  Kronecker, 
de  creuser  un  peu  plus  à  fond  la  résolution  de  l'équation  du  cin- 
quième degré Chemin  faisant,  j'ai  eu  à  étudier  Tinvariant  du 

dix-huitième  ordre  des  formes  du  cinquième  degré  qui  joue  un  rôle 
fondamental  dans  la  marche  que  j'ai  suivie.  Peut-être  vous  intéres- 
sera-t-il  de  connaître  comment  il  s'exprime  au  moyen  des  racines 
Xq^  Xij  X2,  Xi,  Xs  de  la  forme  représentée  par 

/=  a(x  —  xs^y)  {x  —  xxy)  (x  —  xty){x—  Xzy)(x  —  x^y). 

Voici  le  résultat  que  j'ai  obtenu.  Soit,  pour  abréger, 

(mn)  =  x,„  —  xnj 
on  aura 

:a»!(oi)(o4)(32)  +  (o2)(o3)(i4)ll(oi)(o2)(43)  +  (o3)(o4)(i2)n(oiXo3X4a)-+-(o2)(o4)(3i)^ 
xl(i2)(io)(43)-f-(i3)(i4)(-2o)jJ(i2)(i3Xo4)4-(i4)(io)(a3)l|(i2)(i4)(o3)-f-(i3)(io)(42) 
X  !(ï3X2iXo4)-4-(24)('2oX3i)j  i(23Xa4Xio)H- (20X21X34)!  1  (23X20X1 4) -+-(24XaiXo3) 
X  l(34)(32Xio)-+-(3oX3iX42)!  l(34X3oX2i)-+-(3iX32X4o)l  î(34X3iX2o)-+-(3oX32)(i4) 
x!(4oX43X2i)-+-(4iX42Xo3)il(4oX4iX32)-+-{42X43Xoi)n{4oX42X3i)-i-(4îX43X2o) 

Les  quinze  facteurs  ont  été  réunis  trois  à  trois  de  manière  à  former 
cinq  produits,  symétriques  chacun  par  rapport  à  toutes  les  racines 
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moins  une.  Le  produit  total  est  donc  bien  symétrique  par  rapport 
à  toutes  les  racines,  et  Ton  reconnaît  d'ailleurs  immédiatement 
qu'il  représente  un  invariant,  car  il  ne  change  pas  quand  on  rem- 
place les  racines  par  leurs  inverses  et  qu'on  les  augmente  d'une 

même  quantité 

»  Désignons  par  Xo,  X,,  X2,  Xi,  X»  les  cinq  produits  de  trois 
facteurs,  dont  se  compose  l'expression  de  l'invariant  1,  de  sorte 
que 

Xo=      i(oi)(o4)(3-.>.)-h(o2)(o3)(i4); 

X  l(oi)(o3)(43j-4-(o3)(o4)(iA)i!(oiUo3)(4'i)-+-(o!i)(o4)(3i);..., 

on  peut  écrire 

I  =  a»«XoX,X,\5X,, 

et  X^  sera  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  la  seule  racine  Xk- 
Cela  posé,  les  quantités  suivantes  : 

^o  =  a«Xo(i';i)(i3)(i4)(23)(-24)(34), 
5,  =««X,(23)(24)(2o)(34)(3o)(4o), 
5,  =  «6Xî(34K3o)(3i)(4o)(4i)(oi), 

Z3  =  ««X3(40)(40(4'2)(OI){0'2)(12), 

^4  =  ««X4(oi)(o2)(o3)(rjt)(i3)(23), 

seront  elles-mêmes,  sauf  un  facteur  qui  est  la  racine  du  discri- 
minant, des  fonctions  rationnelles  semblables  de  Xq^  x^,  ...,  car 
on  peut  écrire,  par  exemple,  en  représentant  le  discriminant  parÂ, 

Zo  =  a*Xo 


(OI)(09.)(03)(04) 


ce  qui  est  évidemment  une  fonction  rationnelle  de  Xq-  Or,  l'équa- 
tion du  cinquième  degré,  dont  les  racines  seront  ces  quantités  z^^ 
3i,  ...,  aura  pour  coefficients  des  invariants,  et  sera  de  cette 
forme 

L  et  M  étant  du  douzième  et  du  seizième  ordres  et  I  du  dix-hui- 
tième.   » 
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hi;r  la 

THÉORIE    DES    FONCTIONS   ELLIPTIQUES 

ET  SES 

APPLICATIONS  A  L'ARITHMÉTIQUE. 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LUI,  1861  (II),  p.  tti  î 
et  Jou,rnal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées^  2*sér.,  t.  VII,  1862,  p.  25. 


^*  Depuis  noire  dernier  entretien  sur  les  questions  arithmétiques 
^'^^    sont  l'objet  de  vos  recherches  et  où  vous  m'avez  donné  un 
^ouvel  exemple  de  la  grande  fécondité  des  méthodes  dont  vous 
^^ïiservez  le  principe,  je  pense  avoir  réussi,  dans  une  certaine  me- 
^^re,  à  donner  satisfaction  à  un  désir  que  vous  m'avez  plusieurs 
^is  exprimé  relativement  aux  beaux  théorèmes  de  M.  Kronecker 
'^^r  les  nombres  de  classes  de  formes  quadratiques.  Ces  théorèmes, 
H.^i  semblent  par  leur  nature  devoir  naturellement  entrer  dans  le 
^^rclede  vos  études  sur  les  fonctions  numériques,  restaient  cepen- 
dant comme  isolés  et  appartenant  à  un  ordre  d'idées  très  distinct 
^11  la  théorie  de  la   multiplication  complexe   dans   les  fonctions 
elliptiques  paraissait  seule  pouvoir  donner  accès    Les  démonstra- 
^ons  du  P.  Joubert  découlent  en  effet  de  cette  théorie  où  la  notion 
fie  classe  de  formes  quadratiques  s'offre  de  la  manière  la  plus  né- 
cessaire et  joue  le  rôle  le  plus  important.  J'attache  à  ces  démons- 
trations un  grand  prix,  car  elles  éclairent  et  étendent  la  théorie 
arithmétique  des  formes  en  montrant  que  les  théorèmes  donnés  il 
j  a  si  longtemps  par  Gauss  sont  autant  de  propriétés  des  fonctions 
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elliptiques,  et  elles  ajoutent  un  des  plus  remarquables  exemples 
de  ces  liens  cachés  qui  réunissent  l'analyse  transcendante  à  Tarith- 
métique.  En  parvenant  par  une  autre  voie  à  ces  théorèmes  de 
M.  Kronecker,  c'est  à  l'ordre  d'idées  qui  vous  appartient  que  je 
pense  les  a\oir  rattachés  de  la  manière  la  plus  directe,  et,  si  je  ne 
nie  trompe,  dans  le  sens  même  de  vos  prévisions,  car  la  notion 
arithmétique  de  classe  se  trouve  remplacée  par  l'idée  beaucoup 
plus  simple  et  plus  élémentaire  des  formes  réduites. 

»  Je  suis  parti  des  identités  que  fournit  le  développement  des 
quotients  de  fonctions  O,  en  séries  simples  de  sinus  ou  de  cosinus, 
et  dont  Jacobi  a  montré  le  premier  la  grande  importance  en  décou- 
vrant de  cette  manière  l'expression  du  nombre  des  décompositions 
d'un  entier  en  quatre  carrés  par  la  somme  des  diviseurs  de  cet  en- 
tier. Une  extension  fort  simple  de  ce  procédé  consiste  à  considérer, 
au  lieu  seulement  de  sinaniw,  cos  am:;,  Aam^,  les  produits  de 
fonctions  doublement  périodiques  par  des  puissances  de  quan- 
tités B,  c'est-à-dire  des  expressions  ajant  la  période  4*^5  ^^  ^^ 
multipliant  par  un  facteur  exponentiel,  lorsqu'on  ajoute  21K'  à  la 
variable. 

»  En  faisant  z  =  —^^  et  posant  avec  Jacobi 

6(z)  =  i  —  -iq  cos'ix  H-  'iq^  cos4ar  —  -iq*  cos6j"  -h  — , 

Il  (z)  =  2\  y  sinj»  —  'À\  (/^  sin3j"-+-  'i\  y**  sin  jjr  — 

Si{z)=  i  -^  iq  cos'ix  -T-  'iq^  cos4  J"  -+■  27*  cos6j?-h.  . ., 
n,(^)  =  ■2\  q  coux  ■+-  i\  y»  cos3x  H-  %\  q**  cos  jor  -h. . ., 

de  sorte  qu'on  ait 

I    l\{z^  ^  /F  lU(z)        ^  _         /r.^i^-) 

'""'""'^Txë^'      '"'"'"' =  \^T -0(77'      •^^^^  =  v^^"  ë(7)' 

les  plus  simples  de  ces  fonctions  seront 

Iï(5>e,f5>       H,(;î>e,(3>       H(^)H,(.s) 

— STTT-'         ^,z)      '    — ë[7T— ' 
\\^{z\     u\iz)     a^Uz) 

H(C)  Hi;;)  «(5) 

Si  on  les  développe  en  séries  do  sinus  et  de  cosinus,  on  trouvera, 
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pour  les  premières, 

^    -ë(I) s.nxw     ^ 

-h  sinHx\'<79  (i  -+-«27-») 

4-  sinjary'^*»  (1  -h  27-*  -^  -ji^-^-h  2 y-') 


-h  sin(2/n-  I  )a:y/grtîM-»-iJ»(|_j_2^i-|-'iy-*-f-. .  .-h  7.7-'»")^ 


'  '  =  cosT\/q 


^{Z) 


—  cos3x^^q^(i  —  2^"*) 

-{-  cos5x\  g^'^  (i  —  27-*  -4-  27-*) 

—  008737 \/y*9(i —  ig-^  H-  27-*  — 2 7-*) 


H-  sin4a7y*(2\/gr-*  -}-  2  y  7-*) 

H-  sin8  j:^**  (2  V  <7~*  h-  '>t  y  y'  -4-  2  \^<7~**  H-  2  \  >/-*') 
H-  sin  2  /i X7«'  (2  v/ry^  -h  2  V^y"^  -r-  .  . .  -f-  2  yy-iJ«->^'  ) . 

Quant  aux  secondes,  introduisons  la  fonction  suivante  : 

^(^)  =  cos2ary  (2\  Vy-») 

—  cosixg^{2\/g-^  —  'À\/q-^) 

-h  cos6xg9('j.  \g~^—  2  v^^'  -^  ?•  V  7^^) 

—  cos8j'</*^(2  y  7-  '  —  2  \  y~^  -h  2  \%/-**  —  2  v  y~*®) 

—  (—  i)«  cos2/w77«'[2  y/'^  —  2  v^r/^  -i-. . .—  2(— 1)«  V7 -^*"-'"]  > 
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et  ces  constantes,  savoir  : 


l  —  f/         l  —  q^         1  —  ^»         1  —  7'  ^^  1  —  4 

__  «(, 

I  -+-  7         I  -î-  7'         1  -H  7*         I  -t-  7'  ^     I 


fj  I  -î-  7'  1  -H  7*  I  -t-  7'  ^id     I  -H  7* 

1-4-7*         I-+-7*         l-hq*  4        ^1- 


ou  encore 


V^A=2(-') 


/«4-1 


çr"»» 


1-7» 


m  =  l 


elles  donnent 


—  sin  ain-H  (z)=: ^,         =  Ae(;:)  — 8  (o)Z, 

•27:  ^         27r         ©(-s) 

■—cosam;?!!,  (;:)==  I——  -11_J  =  Be(;:)  -  e,(o)Z, 

—    A  am  ^ei(\3)=î^     ^^    =Ce(z)-lî,io)Z. 

»  Ce  second  groupe  de  fonctions  se  distingue  essentiellement 
du  premier  par  la  présence  des  fonctions  complètes  A,  B,  G,  dont 
voici  le  caractère  arithméj.ique.  Désignant  par  n  les  nombres  en- 
tiers ^  3(mod  4),  on  aura  d'abord 

le  coefficient  a„  étant  la  somme  des  valeurs  de  l'expression 

en  prenant  pour  d  tous  les  diviseurs  de  n  inférieurs  à  sa  racine 


F 
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carrée;  nous  le  représenterons  ainsi 


»  Faisons  ensuite,  en  supposant  n  pair, 


»  Si  l'on  désigne  par  d  les  diviseurs  impairs  de  n  inférieurs  à  sa 
^"ï^cine  carrée  et  par  d' les  diviseurs  impairs  plus  grands  que  sa  ra- 
^^  i  ne  carrée,  on  aura 

»  Voici  donc  deux  nouveaux  exemples  de  ces  parties  de  fonc- 
t-îons  que  Kronecker  a  introduites  en  arithmétique  et  qui  s'offrent 
:^ous  un  point  de  vue  si  différent  dans  les  recherches  délicates  et 
(ii^rofondes  de  ce  savant  géomètre  sur  les  modules  qui  se  rapportent 
À  la  multiplication  complexe.  Par  cette  nouvelle  origine,  elles  se 
l^rouvent  rattachées  de  la  manière  la  plus  immédiate  à  l'ensemble 
c3e  vos  travaux  sur  les  fonctions  numériques,  et  peut-être  même  ne 
ssera-t-il  pas  impossible  de  définir  par  des  équations  différentielles 
les  fonctions  qui  leur  donnent  naissance  en  partant  de  ces  expres- 
sions : 


.'„      «(-) 

»  Je  remarque  encore,  comme  un  nouveau  irait  de  la  distinc- 
tion à  établir  entre  les  fonctions  (i)  et  (2),  que  la  quantité  Z(j7), 

qui  donne  A  et  B  en  y  faisant  x=^o  et  x=^->  conduit,  pour 

X  =  ^  »  à  cette  relation 
4 

0  0 

H.  -  II.  S 
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dont  le  développement  a  la  forme 

Le  nombre  /i  est  ^  —  i  (mod  8)  ;  /cn  est  la  somme  des  quantités 


pour  tous  les  diviseurs  de  n  inférieurs  à  sa  racine  carrée,  c'est-à- 
dire  encore  une  partie  de  fonction.  Au  contraire,  dans  ces  cas  et 
d'autres  analogues,  les  développements  des  expressions  (i)  ne  con- 
duisent jamais  qu'à  des  fonctions  numériques  complètes. 
»  Après  ces  deux  groupes  de  fonctions,  la  suivante  : 

pourra  ser>ir  d'exemple  du  cas  le  plus  simple  qui  s'offre  ensuite 
dans  la  série  des  expressions  obtenues  en  multipliant  par  la  pre- 
mière puissance  d'une  des  quantités  O,  une  fonction  doublement 
périodique.  Elle  donne,  en  désignant  par  tV  une  constante,  ce  dé- 
veloppement 


K  ^    /iXK  l|î(c)e,(5^ 


=  =tei(^» 


—  CCS  4  j-^^  (  \  9   *  —  3  \  q-^) 


^^  On  doit  donc  encore  regarder  =1.  comme  une  fonction  com- 
plète«  dont  la  \aleur,  sous  une  forme  analytique  toute  semblable  à 
celle  de  V,  U.  C  sera 

'  Mais«  tandis  que  A«  B«  C  se  rapportent  sous  le  point  de  vue 
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«j ri thuié tique  aux  fonctions  des  diviseurs  des  nombres,  el»,  coinnie 
-^ous  allez  voir,  conduit  aux  fonctions  qui  expriment  le  nombre 
<les  classes  quadratiques  pour  toutes  les  formes  de  déterminant  —  /i, 
di  étant  ^  3  {^moA  4). 

»  Four  le  démontrer,  je  regarde  1  expression  —         —  comme 

le  produit  de  ces  deux  facteurs 

et      — =  v'^sin  am^; 

or  nous  avons  trouvé 


V^ï 


K  H(5)e,(wj 


e(z) 


—  sin  j^\  f/ 


-T-  sin  >ar  \  q^*  (  i  -r-  'iq~^  -+■  29-*) 


'<i  nombre  a  devant  prendre  les  valeurs 

€1  =  0,     rhi,     ±2,      ...,     zh/*, 
'CM  Ton  a 

/FK  H(;;)  •  \^q  •    .        /t"'  •     .        /t^ 

-: =  Jt  sin  J-  — ^ — T-  '2  siiiJj* — ;  -t-  'À  sin  tx  — ^  — ;  -f-  etc., 

^le  sorte  qu'en  multipliant  membre  à  membre  les  deux  séries,  ou 
^levra  précisément  retomber  sur  le  dé\eloppement  ci-dessus  de 

_K       /'AkK  HHz)ex{z) 
'Xt\      r,  S^z) 

On  trouve  ainsi,  en  se  bornant  au  terme  constant, 

"^  =  2<  ,-y««H-i  V  5-""^"' ' '  -^  ay -'  +  •^.?-' -+-. . .+  27-"'), 

^     ,_,yl/I+l    J  > 

expression  qu'il  est  aise  de  développer  suivant  les  puissances  de  r/ 
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en  remplaçant  la  fraction 


par 

6  désignant  tous  les  nombres  entiers  de  zéro  à  Tinfini.  En  posant 

N=(2n-+-i)('2/n-4^-+-3)  —  4cr«, 

et  désignant  par  /^(N)  le  nombre  de  fois  que  cette  équation  aura 
lieu  pour  une  valeur  de  N,  en  supposant  n  et  b  entiers  et  positifs, 
a  compris  dans  la  série 

o,     ±1,     ±z'jL,     ...,     ±n, 

on  aura  évidemment 

»  Ceci  posé,  j'observe  que  la  valeur  de  N  représentera  tous  les 
nombres  entiers  ^  3  mod  4?  et  qu'on  peut  l'écrire  de  ces  trois  ma- 
nières, en  faisant  correspondre  à  chacune  d'elles  une  forme  qua- 
dratique de  déterminant  —  N,  savoir  : 

j  -N  =  (9./h-i)(2/i-+-4^-h3)  — 4a-, 
(  ('2/1-1,     2  a,     •2/h-4^-h3), 

N  =  (-2/i-+-i)(4/i-H4*-i-4  —  4«)--(2/i-hi  — 2a)«, 


(2/1-+-I,    2/1-1-1  — 2a,    4^* -H4o-i- 4  —  4«), 
(   N  =(2/i-hi){4/i-+-46-^4 -i-4a)  — (2/i-hi-4- 2a)«, 
/  (2/1-I-I,    2/i-î-i-^2a,    4/n- 4^ -+- 4 -^  4«)- 

»  En  employant  la  première  pour  les  valeurs  de  a  inférieures, 

abstraction  faite  du  signe  à  la  limite  - — p-  >  la  forme  quadratique 

correspondante  représentera  toutes  les  formes  réduites  de  déter- 
minant —  N,  où  le  coefficient  moyen  est  pair,  et  qui  sont,  par 
conséquent,  de  l'ordre  proprement  primitif,  chacune  d'elles  étant 
prise  une  seule  fois.  Les  classes  ambiguës  seront  renfermées  dans 
ce  preinier  groupe  et  correspondront  à  a  =  o(Gauss,  Rech.  arith., 
p.  288).  Pour  les  valeurs  de  a  qui  vont  de  la  limite  inférieure^ 


f 
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î 


—  à  la  limite  supérieure  /i,  nous  emploierons  la  seconde  ex- 
pression en  leur  attribuant  le  signe  H-  et  la  troisième  en  leur  don- 
nant  le  signe  — .  On  aura  ainsi,  deux  fois  répétée,  une  série  de 
farzTkes  (/?,  y,  r)  de  déterminant  — N  où  se  trouvent  satisfaites  les 

conditions 

^>o,     iq<Py     >q<r. 

»    En  permutant/?  et  r  lorqu'on  aura  p>  r^  cette  série  donnera 

toutes  les  formes  réduites  de  déterminant  — N  où  le  coefficient 

moyen  est  impair  et  positif,  l'un  des  coefficients  extrêmes  étant 

atissi  un  nombre  impair.  On  doublera  leur  nombre  si  Ton  y  joint 

les     formes  opposées  (/>, — ^t'')  qui  en  sont  distinctes  et  appar- 

tîei:^iient  à  des  classes  différentes,  puisqu'il  n'existe  point  de  formes 

^ïï^l>iguës  ayant  un  coefficient  moyen  impair.  Par  conséquent,  à  la 

•-Ol^àlité  des  deux  séries  de  valeurs  positives  et  négatives  de  a  cor- 

«•espond  exactement  la  totalité  des  formes  réduites,  proprement 

pi'îrnilives  du  déterminant  — N.  Ainsi  la  fonction  /'(N)  qui  s'est 

^flferie  d'abord  comme  la  somme  des  nombres  de  solutions  des 

^C|^*^tions  I,  II  et  III,  reçoit  cette  nouvelle  et  importante  signifi- 

^a t. ion  arithmétique  de  représenter  le  nombre  des  classes  propre- 

*^eràl  primitives  de  déterminant  —  N.  L'équation 

^^vîsagée  sous  ce  nouveau  point  de  vue,  montre  l'importance  de 

^   fonction  complète  de  l'expression f    ^'        et  va  donner  très 

^*^éraent  l'un  des  théorèmes  de  M.  Kronecker. 
»  Je  fais  pour  cela  j:  =  o  dans  l'équation 


—  cos  G xq9  ( (  ^  -4-  3  \  7^9  -H  5  \/</-«) 


Le  premier  membre  s'annulant,  on  voit  immédiatement  que  le  se- 
cond membre,  ordonné  suivant  les  puissances  de  y,  donne  une 
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!>érle  dont  le  lerme  générai  est 

«'  — ï — 

L'exposant  N  est  ^  3  (mod  4)i  51  ^'  représente  la  somme  des  < 

viseurs  de  N  supérieurs  à  sa  racine  carrée,  et  ^  rf  la  somme  d 
diviseurs  qui  lui  sont  inférieurs. 

»  Le  coefficient  de  (jr*  est  donc  précisément  la  fonction  design 
par  ^*(N)  et  définie  dans  le  Mémoire  de  M.  Kronecker  au  moy 
de  la  relation 

En  employant  cette  notation,  on  pourra  donc  écrire 

et  en  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  d'une  mêi 
puissance  de  q^  on  trouvera 

F(^)  —  ■?.  F(y  —  •>.«)  -4-  ?.  F(y  —  4V)  -h. .  .4-  a  /Y\  —  4  A*)  =  |  W(y 

Or  cette  relation  est  donnée  en  ajoutant  membre  à  membre 
équations  (V)  et  (  VI  )  du  Mémoire  de  M.  Kroilecker,  et  observî 
que  la  fonction  o  (m)  qui  y  figure  s'évanouit  pour  m  =  N  =i  3  (mod 
»  D'autres  théorèmes  résultent  d'une  détermination  diflcrei 
de  -t.  En  premier  lieu,  je  fais  le  produit  des  deux  séries 

0i  (z)  =  1  -f-  xqcosix  -{-  2<7*  cos4^  ■+■  'iç^  cos6a:  -h. . ., 

7  TrTT — r  =    y    ^— : cos '>.T  — - — -  —  cos  J x ^—r  •  •  •  » 

2tJ   e*{z)       ^i  — <7««  I  — <7«  *      1  —  7^ 

qui  donne  pour  le  terme  constant  dans  le  second  membre  l'e 

pression 

2nq"  ^  ny«'-^'* 

i  —  y*"  ~  ^  1  —  7*'*' 

»  Ce  même  terme  s'oblenant  aussi  en  intégrant  entre  les  limi 
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zéro  et  K  le  premier  membre,  on  aura 

et,  par  conséquent, 

2  V      '^     '  '  ~  -^i  I  —  7*«  ~  ^  I  —  çr2/'  ' 
Soit 


l?^.-I.'''i-^r. 


^i(n)  représentera  la  somme  de  tous  les  diviseurs  de  n  dont  les 
conjugués  sont  impairs  etT|(/i)  la  somme  de  tous  les  diviseurs 
moindres  que  y^/i  et  qui  ne  sont  pas  de  même  parité  que  leurs 
conjugués.  Ainsi  pour  n  impair,  4>i  (/i)  coïncidera  avec  la  somme 
de  tous  les  diviseurs  que  M.  Kronecker  nomme  ^{n),  eiWi(n) 
sera  nul.  Cela  étant,  Téquation 

donnera  ce  nouveau  théorème  où  n  est  quelconque  : 

F(4/i  — i)4-F(4/i-3«)-f-...-4-F[4/i  — (2a-h  i)«]  =*i(/i)-^,(n). 

»  Je  considère  en  second  lieu  le  produit  des  développements 
de  H(z)  et  de  la  dérivée  de  cosamz,  à  savoir  : 

ll{z)  =  '3L\/q  sinar  —  ay  çr»  sin3a7  -f-  2^7*»  siiij^  — . . ., 

)/kk'K^  H(z)St(z)  s/q       .  '^}/P     .    .,  :V^    .    r 

7:*  S^(z)  »-+-</  I-h<7'  I-H<7* 

En  opérant  de  même  on  trouvera 


^0 
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et,  si  l'on  pose 


-(J/t-t-I)(J/i-+-3j  >_3 


2:(-r^^"^:!^„..      =^i-,r^^.in,^\ 


N  représentera  tous  les  nombres  entiers  ^  3  (inod  4)  et  M[^2(N)  la 
somme  des  diviseurs  de  N  inférieurs  à  la  racine  carrée.  L'équation 


\  — 3 


donnera  par  suite  ce  troisième  théorème 
F{1S)  —  2F(N  —  9.^)  -H  'xFi  \  -  4»)  — . . . 

»  Le  temps  me  manque  en  ce  moment  pour  donner  le  système 
complet  de  toutes  les  relations  de  cette  nature,  et  m'occuper  des 
autres  théorèmes  de  M.  Kronecker  et  de  ceux  où  le  P.  Joubert(*) 
a  introduit  des  fonctions  numériques  distinctes  des  précédentes. 
J'aurais  surtout  à  retrouver  cette  relation 


2^<")'-Hfk-,2ô'^';::::, 


qui  sans  doute  doit  résulter  de  combinaisons  où  entre  la  fonction 

— —'  M.  Kronecker,  en  la  donnant  comme  l'expression  analy- 

H«(«)  ... 

tique  d'un  de  ses  théorèmes,  avait  bien  évidemment  pressenti  la 

signification  qu'elle  recevrait  dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, et,  à  cet  égard,  je  ne  puis  trop  admirer  la  pénétration 
dont  il  a  donné  la  preuve. 

»  Vous  m'avez  aussi  plusieurs  fois  parlé  de  la  décomposition 
des  nombres  en  trois  carrés;  dans  le  cas  où  il  s'agit  des  nombres 
:  3  (mod  8),  et  où  les  carrés  sont  tous  impairs,  voici  comment  on 
Irouvcî  le  nombre  des  décompositions. 

»  Soit  X<  ce  que  devient  X  par  le  changement  de  ^r  en  —  q;  en 
noHiint  pour  un  instant  e  =  y —  i ,  on  aura 

«  *  8n  -f-  3 


=  2   J^{^n-^r)q~ 


(  »  )  Voir  C.  //.,  t.  L,  i86o  (I),  p.  77^  et  suiv. 


/ 
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Or  on  obtient  aisément  la  valeur  du  premier  membre.  Inlrodui- 
sox^s  dans  l'intégrale  x  au  Heu  de  z  =  - — ->  ce  qui  donnera 


mme  en  changeant  y  en  —  9,  les  cjuanliu''s 

* 

V'  i/^"'  «(-'>•  "'^^'  «'*-'^ 


*2ï  viennent 

2 X' K         .   /•>. k K 


,     e,(3),     ell(;),     6(5), 
%i  aura 


^-^'^^'^rV/  — j.       eî(.)     '''• 


-^dais,  par  la  substitution  de  -  —  x  à  ar,  l'intégrale  se  change  en 
^^«Ue-ci  : 

^'où  résulte 

it 

«t,  par  suite,  à  cause  de  e'  =î=  —  i , 

,,ri.      .x\--^^i  /^^^    r  [H'(J)-4-X'HÎ(^)]e,(^) 

Or  on  a 

H«(i;)-f-A:'H;(z)  =  A-eî(^), 
il  S'ensuit  que 

'>.T.{\>  —  zXi)  = 1/ /      k%i{z)dx  =  -  1/  f  ""Z"  )  ' 

et  Ton  en  conclut  la  relation 
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qui  est  l'expression  de  ce  ihéorèine  arithmétique  que  le  nombr^e? 
des   représentations   d'un   entier  N^3(inod8),    par    la   form^^^ 
x^  +  JK^  +  5'^,  en  supposant  x^  y,  z  de  même  signe,  est  précisémen 
égal  au  nombre  des  classes  quadratiques  du  déterminant  —  N  pou^c^    " 
lesquelles  un  au  moins  des  coefficients  extrêmes  est  impair. 

»  Quant  au  cube  de  I /—  ou  B|  (o),  il  est  donné  sous  une  forme^^ 

singulière,  et  dont  je  n'ai  pu  suffisamment  approfondir  la  signifi 

cation  en  faisant  x  =  o  dansTéquation 

—  Aam5e,(5)  =  Ge(;:)  — H,(o)Z. 

On  obtient  ainsi  immédiatement 

/— — rrr^  ,  -  ^  7  (im-i-i)(îin-»-3» 

l/(^)  =''<")(-<2^)-<".<o)2<-0"'4.r^=^- - 

Je  laisse  donc  de  côté  ce  résultat  et  d'autres  du  même  genre  pour — ^ 

vous  indiquer,  en  lerniinant,  de  quelle  manière  je  conçois  la  liai-  

son  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  dans  ses  applications  à  -^ 
l'arithmétique,  avec  vos  recherches  générales  sur  les  fonctions  nu-  — 
mériques. 

»  Je  considère  pour  cela  les  développements  suivant  les  puis- 
sances de  q,  de  sinam^,  cosam:;,  Aam;:,  et  je  remarque  qu'en 
posant 

—  sin  amz=2^  hnq^    , 

—  cosaiiiw  =2^  (—1)   2    ^nq-    , 


N 


—  Aam3  =  i-r-2  T,i<7"' 

R/,  =   ^  sin  cfj\, 

S«  =  ^  (  — I)  *    cosdx. 


les  sommes  s'étendant  à  tous  les  diviseurs  d  du  nombre  impair  n 
et  à  l'égard  de  la  fonction  T,  si  l'on  pose 
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N  étant  impair,  et  qu'on  désigne  par  d  les  diviseurs  de  N,  on  aura 
semblablemenl 

On  retrouve  donc  ainsi  les  fonctions  numériques  qui  se  sont  si 
souvent  présentées  dans  vos  recherches. 
»  Soit  encore 


et  désignons  par  d  et  rf'deux  diviseurs  conjugués,  dont  le  produit 
soit  /i,  on  aura 


U„  =  -  >   sin  a:,         V„  =  -  >    (—  i)   *     cos  — - —  x, 

2  JÊÊà  -A  2  j6aà  2 

les  sommes  s'étendant  à  tous  les  diviseurs  du  nombre  n  qui  est 
=:  I  (mod4)  et,  en  dernier  lieu, 


d-^d' 


n  étant  ^  —  i  (mod  4)-  On  reconnaît  ainsi,  au  point  de  vue  arith- 
métique, l'analogie  des  nouvelles  fonctions  avec  les  anciennes, 
et  en  même  temps  leur  différence  qui  consiste  en  ce  qu'un  divi- 

seur  d  est  remplacé  par  •  On  ne  voit  point  encore  d'ailleurs 

s'offrir  de  parties  de  fonctions,  mais  elles  se  présentent  en  faisant 

Dans  ce  cas  n  est  ^  —  i  (mod  4),  et,  en  supposant  d<^d\  on 
trouve 


!;„  =  .,, 2  (-«)' 


"fi       d  +  d' 

1      COS  , 
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lu   soinine   ne  romprenant  que  les  diviseurs  rf,    qui   sont    infé 

rieurs  à  yjn, 

»  J'espère,  mon  cher  confrère,  que  vous  n'oublierez  pas  m'avoir 
aussi  promis  une  Lettre  arithmétique  qui  soulève  un  peu  le  voile 
dont  vous  vous  êtes  jusqu'à  présent  recouvert.  Si  vous  le  jugez  à       -^     ^ 

propos,  j'aimerais  bien  que  celle-ci  fut  publiée  dans  votre  Jour- ' 

nal,  ou  je  la  ferai  suivre  de  plusieurs  articles  sur  divers  sujets  qui  ^  -^ 

H  y  rattachent  et  qu'en  ce  moment  je  suis  obligé  d'ajourner.  » 


NOTE 


LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Extrait  de  la  G*  édition  du  Calcul  différentiel  et  Calcul  intégral 
de  Lacroix;   Paris,  Mallet-Bachelier,   1862. 


On  donne,  comme  on  sait,  le  nom  de  fonctions  algébriques 
aux  polynômes  entiers  par  rapport  à  une  variable,  aux  quotients 
de  ces  polynômes  et  aux  racines  des  équations  dont  le  premier 
membre  est  une  fonction  entière  par  rapport  à  l'inconnue  et  à  la 
variable.  Les  fonctions  que  l'on  appelle  transcendantes  sont 
toutes  celles  qui  ne  rentrent  pas  dans  la  définition  que  nous 
venons  de  rappeler,  par  exemple  les  exponentielles  et  les  loga- 
rithmes, les  siïius,  cosinus,  tangentes  d'un  arc  de  cercle,  ou  les 
arcs  sinus,  arcs  tangentes,  etc.  Les  fonctions  de  fonctions  que  l'on 
obtiendra  par  des  combinaisons  algébriques  de  ces  premières 
transcendantes  seront  encore  évidemment  des  fonctions  transcen-, 
dantes,  et  l'on  voit  ainsi  comment  on  peut,  quoique  sans  utilité, 
en  multiplier  indéfiniment  le  nombre.  C'est  en  quittant  le  champ 
de  l'Algèbre  et,  en  quelque  sorte,  dès  l'abord  du  Calcul  intégral, 
qu'on  est  amené  naturellement  et  sans  effort  à  l'origine  véritable- 
ment féconde  d'une  infinité  de  fonctions  nouvelles,  distinctes 
essentiellement  les  unes  des  autres,  offrant  pour  chacune  d'elles 
un  ordre  de  notions  analytiques  propres,  en  même  temps  que  des 
caractères  communs  qui  les  réunissent  en  grandes  catégories,  et 
dont  Tétude  approfondie  est  l'un  des  objets  les  plus  intéressants 
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<le  la  Science  actuelle.  Deux  géomètres  illustres,  Abel  et  Jacobs^ 
ont  attaché  les  premiers  la  gloire  de  leur  nom  à  cette  étude,  e  :■ 
posant  les  fondements  de  la  théorie  des  transcendantes  à  di^^ 

/dx 
— ,  et  les  arcsd 

cercle  /  ^         forment  les  termes  les  plus  simples  et  les  plu 

élémentaires.  Après  les  logarithmes  et  les  arcs  de  cercle,  ce  son^ 
les  fonctions  elliptiques  auxquelles  donne  naissance  l'étude  de    - 

intégrales   /   —  ^  qui  ouvrent  la  série  des  nouvelle. 

fondions  et  en  présentent  le  premier  terme.  Ce  seront  celles  aux — 
quelles  sera  consacrée  cette  Note,  et  dont  on  va  essayer  de  donner 
une  première  idée  en  présentant  l'esquisse  de  leurs  caractères  len- 
plus  saillants. 

Propriétés  communes  aux  fonctions  circulaires  et  elliptiques. 

En  rappelant  tout  à  l'heure  la  déiinition  des  fonctions  algé — 
briques,  nous  avons  dit  qu'elles  comprenaient  d'une  part  le:^ 
polynômes  et  les  fractions  rationnelles,  et  de  l'autre  les  racines  des 
équations  y{y^  x)  =  o,  dont  le  premier  membre  est  rationnel  et 
entier,  par  rapport  à  la  variable  et  à  l'inconnue  y.  Dans  le  pre- 
mier ras,  \cs  fonctions  ne  sont  susceptibles  que  d'une  seule  et 
unique  valeur  pour  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  x,  tandis 
que  dans  le  second  elles  offrent  autant  de  déterminations  qu'il  y  a 
d'unités  dans  le  degré  de  l'équation  supposée  irréductible  et  qui 
sert  à  les  définir.  Une  différence  du  même  genre  se  montre  entre 
les  transcendantes  simples,  sinx,  cosx,  tangj?  et  arc  sinj?,  arccosj:, 
arc  tang:r,  les  premières  ressemblant  aux  polynômes  et  aux  frac- 
tions rationnelles,  comme  n'étant  susceptibles  que  d'une  seule  et 
unique  détermination;  les  secondes  au  contraire,  en  admettant 
une  infinité,  sont  à  cet  égard  comme  les  racines  d'une  équation 
dont  le  degré  serait  infini.  Et  il  en  est  évidemment  de  même  pour 
l'exponentielle  e^  et  le  logarithme  qu'on  peut  considérer  comme 
défini  par  l'équation  transcendante  ou  de  degré  infini  e^  =  x.  Ce 
rapprochement,  qui  s'offre  au  premier  aperçu,  se  confirme  et  se 
<;omplète  parles  remarques  suivantes.  Pour  toute  valeur  réelle  ou 
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ffinaginaire  de  la  variable,  on  a 

eJ:  =  I  -f-  -   H - 


I  I  .  tl  I  .  VI .  J 


cosar    =  I 


X 


i.'2.3         i.2.3.4.'>         1.2.3.4.5.6.7 
TTâ"^  I.-2.3.4  ""  1.2.3.4.5.6  "^•••' 

^3  j^5 


1.2.3        1.2.3.4.5 
langa?=  — 


a:» 
I  — 


1.2        1.2.3.4       *    * 

^^l  du  fait  même  de   la  convergence  des  séries  résulle  qu'en  les 
si^rrétant  à  un  terme  suffisamment  éloigné,  les  transcendantes  se 
trouvent,  avec  autant  d'approximation  qu'on  le  veut,  remplacées 
jpar  des  polynômes  et  des  fractions.  Tout  au  contraire,  les  déve- 
loppements 


)g(l-+-a7) 

= 

X  — 

x^ 

2 

X* 

— 

x^ 
4 

arc  sin  x 

= 

X  -+■ 

ar» 

2.3 

x^ 

I. 

H 

2 

3. 

.4 

x^ 
.  :') 
x-i 

1.3.  j.a^'^ 
'..4.6.7   ■^•••' 

arc  tang x  =x  —  -r  -^  — ~T  '^"  ' 

ne  subsistent  qu'en  supposant  la  variable  moindre  que  l'unité,  et 
l'assimilation  approximative  avec  des  pol  ynomes  n'est  possible  que 
dans  un  intervalle  fort  restreint.  Enfin,  et  ceci  est  le  point  qu'il 
importe  surtout  de  remarquer,  par  une  seule  valeur  donnée,  soit 
de  l'exponentielle  ou  des  fonctions  circulaires,  on  en  peut  obtenir 
algébriquement  ou  même  rationnellement  une  infinité  d'autres. 
C'est  ainsi  qu'en  trigonométrie  rectiligne  on  calcule  en  partant  de 
l'arc  de  lo*  toutes  les  valeurs  du  sinus,  du  cosinus  et  de  la  tan- 
gente qui  figurent  dans  les  Tables,  propriété  aussi  remarquable 
qu'importante  de  ces  fonctions,  et  qui  découle  des  relations 

sin(ar-h^)  =  sinxcosy  -h  sinj^cosa?, 
cos(j?  -^y)  =  cosj?cos^  —  sina?  sinj^, 

tang(a:-i- v)= ^^, 

^^         "^  I  —  langa:  langj^ 
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donl  les  seconds  ineinbres  sont  composés  algébriquement  avec  les 
fonctions  relatives  à  l'argument  :c  et  à  Targument  y.  Ces  mém^^ 
propriétés  nous  les  trouverons  dans  les  fonctions  elliptiques  do«^^^ 
elles  constituent  les  caractères  les  plus  essentiels,  et  nous  les  rés«.^- 
merons  en  disant  des  nouvelles  transcendantes ,  qu^elles  sont  d^^^  -* 
fonctions  uniformes,  à  détermination  unique^  analogues  à  dm 
fractions  rationnelles,  auxquelles  on  peut  les  assimiler  ave 
autant  d' approximation,  et  dans  une  aussi  grande  étendu 
qu'on  le  veut,  des  valeurs  de  la  variable^  et  de  plus  que  le 
fonctions  relatives  à  la  somme  de  deux  arguments  xety  s^ea 
priment  algébriquement  par  les  fonctions  relatives  ii  Vargv 
ment  x  et  à  V argument  j\  Enfin,  et  de  même  qu'à  l'exponen 
ticUe   et  au  sinus  répondent  les   expressions  inverses,    logj; 

,  .       rdx      r     dx  '   r* 

arc  sinar,  ou  bien  I  — ,     /  ■»  nous  verrons,   avec  une  inti- 

j    ^     J    v«  — ^' 
ni  lé  de  déterminations,  s'offrir  comme  inverse  des  fonctions  ellip- 
tiques, l'intégrale  d'une  nature  plus  élevée 


/, 


dx 


où  la  quantité  placée  sous  le  radical  est  du  quatrième  degré  en  x— 

De  la  périodicité  dans  les  fonctions  circulaires  et  elliptiques. 

Cette  propriété  importante  manifeste  d'une  manière  toute  par- 
ticulière la  différence  de  nature  des  fonctions  qui  la  possèdent 
avec  les  fonctions  algébriques  rationnelles  dont  nous  les  avons  tout 
à  l'heure  rapprochées,  et  leur  imprime  leur  caractère  le  plus  appa- 
rent en  quelque  sorte  de  fonctions  transcendantes.  C'est  d'ailleurs 
parla  périodicité  que  les  sinus  et  cosinus  interviennent  dans  presque 
toutes  les  questions  de  l'analyse,  depuis  les  éludes  qui  ont  pour  objet 
les  propriétés  abstraites  des  nombres  entiers,  jusqu'aux  applica- 
tions du  calcul  à  la  Physique  et  à  l'Astronomie.  Aussi  est-il  bien 
digne  d'intérêt  d'étudier  à  ce  point  de  vue,  dans  la  longue  chaîne  des 
nouvelles  transcendantes,  celle  qui  s'offre  à  son  commencement  et 
se  joint  immédiatement  aux  fonctions  circulaires,  les  seules  con- 
nues pendant  si  longtemps.  C'est  au  début  de  leurs  travaux  qu'Abel 
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et  Jacobi  firent    simultanément   la   découverte    capitale   que  les 
^onctions  elliptiques  possèdent  deux  périodes,  une  première  qu'on 
peut  toujours  supposer  réelle,  et    une  autre  qui  est  nécessaire- 
:iient  imaginaire.    Jacobi   démontra,    en  outre,   qu'une   fonction 
uniforme  d'une  variable  ne  pouvait  posséder  plus  de  deux  périodes, 
et   M.  Liouville  après  lui,  embrassant  dans  toute  sa  généralité  la 
théorie  des  fonctions  doublement  périodiques^  fit  voir  qu'elles  se 
réduisaient  aux  seules  fonctions  elliptiques,  et  mit  hors  de  doute 
la  prévision  de  Jacobi,  que  ces  fonctions  résumaient  en  elles  tout 
<;e  que  pouvait  présenter  l'analyse  à  l'égard  de  la  périodicité  envi- 
sagée dans  le  sens  le  plus  étendu.   Nous  allons  dans  ce  qui  suit 
nous  occuper  du  mode  d'après  lequel  se  manifeste  analytiquement 
ce  fait  si  remarquable  de  la  double  périodicité,  en  commençant  par 
étudier  sous  ce  double  point  de  vue  la  périodicité  sinlple  dans  les 
fonctions  circulaires.  Mais,  en  premier  lieu  et  en  raison  de  son  ca- 
ractère élémentaire  et  purement  arithmétique,  nous  donnerons  la 
démonstration  de  Jacobi  sur  l'impossibilité  d'unej  fonction  à  plus 
de  deux  périodes. 

I.  —  Proposition  de  Jacobi. 

En  désignant  par  a  ei  b  deux  quantités  dont  le  rapport  soit  réel 
et  incommensurable,  on  sait  par  la  théorie  des  fractions  continues 
qu'il  est  possible  d'approcher  de  -r  par  une  infinité  de  fractions 

rationnelles  —  de  manière  à  vérifier  la  condition 
n 

a       m         î. 
o        n        n* 

c  étant  moindre  que  l'unité.  De  là  on  tire 

A      ^^ 

na  —  mo  =  ^—  • 

n 

Or  une  fonction  ayant  pour  périodes  a  et  6  ne  changera  pas  en 
ajoutant  à  la  variable  une  somme  de  multiples  de  ces  quantités  par 
(les  nombres  entiers,  telle  que  na  —  mb.  Comme  le  nombre  n 
peut  être  pris  aussi  grand  qu'on  veut,   sans  quoi  t  ne  serait  pas 

incommensurable,  la  nouvelle   période  na  —  mb  ^  —  peut  être 
H. -II.  0 
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rendue  plui»  petite   que   toute   quantité    donnée,  ci  par  k^ 
reconnaissons  déjà  qu^il  ne  peut  exister  de  fonction 
périodique  où  le  rapport  des  deux  périodet^  i»erait  réel  -et 
mensurable. 

C'est  à  cette  même  conclusion  d'une  période  infiniiBent  ;|f«àeu 
ou  du  moins  dont  le  module  est  infiniment  petit,  que  nnuMâlinB — 
parvenir  en  supposant  trois  périodes  imaginaires  : 


c  s=  Y  -♦-  y'  v/ —  I . 

Je  dis,  en  effet,  qu'on  peut  déterminer  une  infinité  de  ^umiiiifi' 
entiers,  m,  /t,  p,  tels  que  le  module  de  am  -^  bn^cp  «fût  moiniln 
que  toute  quantité  donnée. 

Considérez  pour  cela  la  forme  quadratique  ternaire 

où  A  est  une  quantité  réelle  arbitraire  et  dont  le  déhcnmiBmni  nBSk 

Le  minimum  de  f,  pour  des  valeurs  entières  des  indétcmnMîeiiw 
durd,  comme  on  sait,  pour  limite  supérieure  v^aA,  de  sorte  ^^ea 
dé4»i|çnant  par  m,  /i,  p  ces  valeurs,  on  aura 

(%m  -*-  ^/i-H  -^pj^-^iam  -^  p' n -^  v'yp ;« h-  £^  <  {/Ti 

cif  iê  plM%  forte  raison, 

(%m  -4-  ^/i  H-  '(p)*^(%  m  ■+-  3'/i-t- y7>)'  <  V^'IÂ. 

S  «I  #f«t  donc  impossible  d'avoir  à  la  fois 

a  m  -H  â  /i  -»-  Y/>  =  o, 
x'/n  -»-  3'/i  -i-  y'/>  =  o, 

am  -k-  bn  -^cp  =0, 

C' «têi'k'éirt:  ëî  a,  b^  c  *onl  trois  périodes  réellement  distinctes,  on 
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reconnaît  que,  X  croissant,  A  peut  devenir  aussi  petit  qu'on  veut  et 
qu'on  parvient  à  des  périodes  dont  le  module,  ainsi  que  nous 
l'avons  annoncé,  est  indéfiniment  décroissant.  Toutefois,  nous 
«supposons  que  le  déterminant  de  la  forme  quadratique  ne  soit  pas 
Miul.  Mais,  dans  ce  cas  particulier,  au  lieu  de  la  forme  ternaire,  on 
<:onsidérera  la  forme  binaire 

yt 

Sous  la  condition  a^'  —  ^x' =  o,  son  déterminant  sera  — r^ — > 
«t  ne  pourra  jamais  s'évanouir.  Or,  en  supposant  que  le  mini- 
mum soit  donné  pour  j:  =  m,  ^  =  n,  on  aura 


^am-^  Pn)«  ^  (a'm  ^  P'n)«  ^  ^  <  ^^%^/' 


et  a  fortiori 


-  > 


de  sorte  qu'on  pourra  raisonner  comme  précédemment  et  parvenir 
à  une  période  am  -h  bn  dont  le  module  sera  d'une  petitesse  arbi- 
traire. Ce  cas  particulier  rentre  d'ailleurs  dans  celui  dont  nous 
nous  sommes  occupé  en  premier  lieu,  car  la  condition  afj' —  pa'=o 

1                  ^   a  -H  a'  v^—  i         «      »    ^  1 
exprime  que  le  rapport   =  t  est  réel. 


II. — De  la  périodicité  dans  les  fonctions  circulaires, 

La  notion  géométrique  de  ces  fonctions,  leur  définition  dans  le 
cercle,  met  en  évidence  immédiatement  tout  ce  qui  concerne  la 
périodicité,  tandis  qu'au  point  de  vue  de  l'Analyse  pure,  en  pre- 
nant, par  exemple,  pour  définition  les  développements 

x^  x^ 

sina:  =  x  — 


cosa:  =  I  — 


I.-2.3         1.2.3.4.5 

37*  X^ 


I.'l  1.2.3.4 


ce  caractère  si  important  semble  beaucoup  plus  caché.  11  n'en  est 
pas    autrement   à   l'égard   de  l'exponentielle   considérée    comme 
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la   limite   d'un  polynôme  entier  (i  H j    ,  ou   comme  la    série 

I  H —  H 1 5  -h Mais   les  fonctions  circulaires    sont 

I         1.-2        t .  a .  i 

susceptibles  d'autres  expressions  où  le  caractère  périodique  appa- 
raît tout  aussi  immédiatement  qu'en  Géométrie,  et  qu'il  est  d'au- 
tant plus  intéressant  d'étudier  que  d'elles-mêmes,  par  une  généra- 
lisation facile,  elles  conduisent  aux  fonctions  plus  élevées  qui 
possèdent  deux  périodes  différentes.  Pour  premier  exemple,  je 
prendrai  le  développement  en  produit  infini 


(I) 


—  (-7)  (-f)  (-!)•••■ 

^-T)(-f)(-f)-. 


qu\)n  peut  considérer  comme  la  limite,  pour  m  infini,  du  poly- 
nôme 

,<.,  =  .(,-î)(,-^)...(,-£), 

(-r)(-;)-(-S)- 

Or  on  voit  tout  de  suite  qu'on  a 


n^  qui  donne,  en  supposant  /n  infini,  ©(x  +  i)=  —  o(x)^  d'où 
Ton  conclut  sin(Tca7  -f- tc)  =  —  sinrc x,  et  en  remplaçant  tzx  par  x, 
,iil^.|.  4-  7ç)  =  —  sinj7,  et,  par  suite,  sin  (x  -h  27:)  =  sinx. 

Nt»UH  serons  conduit  à  un  second   exemple,  en  prenant  la  dé- 
riviW'  logarithmique  des  deux  membres  de  l'équation  (i),  savoir 


I  I 

7rc(>l7ra7  = h 


X       X  —  I        X  —  1       X  —  3 
1  I  1 


or  -h  I  X  -\-  'l  X  ->r'h 

\\\\  rlniii^canl  j:  en  uF  -h- 1,  le  second  membre  devient 


1  1  I 

A 1 

X  X  —  I  X  —  2 

1  i  I 
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et,  par  suite,  se  reproduit,  car  les  fractions  partielles  n'ont  fait 
€jue  changer  de  place  en  s'avançant  chacune  d'un  rang.  C'est  ici 
<{u'on  voit  s'offrir  par  une  généralisation  facile  la  manière  suivante 
<le  représenter  une  fonction  ayant  pour  période  une  quantité  quel- 
conque, à  savoir  : 

ç(.T)«p(a7  —  a)^{x —  •2a)(p(a?  —  3a)... 
o(x-h  a)o{x  -^  ia)(^(x-^  3a). . .  ; 
çp(Jr)-^-(p(J•  —  a)  -h  ^(x —  2a)-+-ç(a:  —  3a)-+-... 
-+-ç(a^-ha)-+-o(a?-^2a)-4-ç(ic-f-3a)-h 

La  condition  de  convergence  du  produit  ou  de  la  série  infinie 
est  seule  à  remplir,  et,  si  l'on  peut  y  satisfaire  en  choisissant  pour 
o{x)  une  fonction  qui  soit  elle-même  périodique,  on  se  trouve 
mené  à  l'expression  d'une  fonction  à  double  période.  Tel  serait, 
par  exemple,  le  développeinenl 


1 

1 

-f- 

1 

■+- 

1 

sinor 

sin(;r — 

1 

«) 

s'm(x  — 

1 

•la) 

sïnix  — 

3a) 

sin(ir  -h 

a) 

sin(jrH- 

xa) 

sin(a?H- 

3a) 

qui  s'offVe  précisément  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  et 
qu'on  prouvera  facilement  être  convergent  lorsque  la  quantité  a 
sera  imaginaire.  Si  l'on  supposait  a  réel,  les  termes  successifs  delà 
série  ne  tendant  pas  vers  zéro,  la  divergence  serait  manifeste,  ce 
qui  s'accorde  bien  avec  ce  qui  a  été  dit  précédemment  de  l'impos- 
sibilité d'une  fonction  à  deux  périodes  réelles. 

Mais  on  peut  ne  pas  employer  l'intermédiaire  d'une  fonction 
déjà  périodique,  et  parvenir  à  l'expression  d'une  série  doublement 
périodique  par  ce  développement  doublement  infini 

^  ©  (  X  -h  ma  -h  nb  ), 

a  et  6  désignant  les  périodes,  m  et  n  des  nombres  entiers  variables 
auxquels  on  attribuera  toutes  les  valeurs  de  —  30  à  -hoo.  Et  de 
même,  au  point  de  vue  des  produits  infinis,  une  analogie  immé- 
diate conduit  à  envisager  des  expressions  de  la  forme 


\  ma  -^  no  / 
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m  et  n  recevant  encore  toutes  les  valeurs  entières,  en  n'exceptant 
que  la  combinaison  /w  =  o,  /i  =  o.  Mais  l'étude  approfondie  de 
ces  expressions  a  révélé  une  circonstance  importante  autant  que 
singulière.  M.  Cajley,  dans  un  Mémoire  sur  les  fonctions  double- 
ment périodiques  publié  dans  le  Journal  de  M,  Lious^illey  t.  X, 
a  fait  voir  que  leur  valeur  dépendait  essentiellement  de  la  loi  suivant 
laquelle  on  fait  croître  simultanément  jusqu'à  l'infini  les  nombres  m 
et  n.  Par  exemple,  on  obtient  une  expression  analytique  parfaite- 
ment définie  et  déterminée,  en  admettant  la  condition  que  m  el  n 
soient  les  coordonnées  d'un  point  contenu  dans  l'intérieur  d'un 
cercle  x'^  -^y'^  =  R*-*  dont  on  augmente  indéfiniment  lé  rayon.  Mais 
en  remplaçant  le  cercle  par  une  autre  courbe,  ce  sera  une  autre 
fonction  qui  s'oflVira  à  la  limite,  et  au  lieu  de  réaliser  de  la  sorte 
des  fonctions  doublement  périodiques,  qui  se  reproduisent  en 
changeant  x  en  x  h-  «  et  x  -h  ^,  on  parvient  à  des  fonctions  qui  se 
reproduisent  multipliées  |»ar  un  facteur  exponentiel.  Ces  fonc- 
tions présentent  en  effet  Télémenl  analytique  fondamental  sur 
lequel  repose,  comme  nous  le  verrons,  toute  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques.  Mais  on  remarquera  que  la  prévision  fondée  sur 
l'analogie  des  expressions 


I  I       \         ma  ->t-  no  j 

ne  se  trouve  pas  justifiée,  et  que  les  secondes  ne  sont  pas  préci- 
sément les  fonctions  à  deux  périodes,  bien  qu'elles  en  fournissent 
les  éléments  essentiels.  Ne  pouvant  exposer  dans  toute  leur  éten- 
due ces  considérations  délicates  et  intéressantes,  nous  allons  tou- 
tefois en  donner  l'idée  en  nous  bornant  aux  produits  simplement 
infinis  qui  conduisent  aux  fondions  circulaires. 


ni.  —  Sur  t'e.r pression  1  1  -^^  (  i  H )• 

Le  fait    principal   sur    lequel  nous    voulons  appeler  l'attention 
consiste   en  ce  (|ue  ce    produit  n'est  périodique  qu'autant  qu'on 
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l'envisage  comme  la  limite  déjà  considérée,  savoir  : 

(-T)(-f)-(-^> 
pour  m  infiniment  grand.  Faisons,  en  effet, 

U,.,„(,-î)(,-£)...(,-î), 

I     (— r)(-f)-(-s> 

et  concevons  qu'on  augmente  indéfiniment  m  et  /i  en  posant  la 
condition 

/li  =  UIA, 

(o  désignant  une  constante  désignée  à  l'avance;  nous  allons  mon- 
trer que  pour  n  infini  la  limite  de  ^{x)  dépend  de  w,  et  n'est  pé- 
riodique qu'en  supposant  w  =  i . 
Soit,  pour  abréger, 


^^x  —  n  X  X  —  I 

y_î — ^  _!_+_!_ 

Â^x-><-m      x->i-\        x->t-'i 


I 
■  > 
X  —  n 

I 
x-^-m 


l'équation  (i)  donne,    en    prenant  la   dérivée   logarithmique   des 
deux  membres, 

(..)  ?l£>  =  y_i_^y_î 

(p(â7)       Â^x — n      Â^x-^m 
Or  on  a  identiquement 

dmàx  —  n       émà^.x  —  n       /i  /       ^à  Tl       ^  ïix  —  /i*       À^n 

^  .r -j- m  ""  ^  \  jr H- /n       m]       ^  m  ~~  émà  mx-hni^      Jkaà  m  ' 
de  sorte  qu'en  faisant  encore 
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on  peut  écrire 

^y  r)        Jmànx — /i'       émà  mx -\- m^       .' 

et  il  s'agit  irobtenir  la  limite  du  second  membre  lorsque  m  et  /i 

croissent  iusqu*à  Finfini.   Or  les  séries    7  ;>    >  z 

sont  l'une  et  Tautre  convergentes,  ont  séparément  des  sommes 
finies  et  donnent  lieu  par  conséquent  à  des  limites  parfaitement 
déterminées,  où  la  condition  /w  =  w/i  ne  peut  jouer  un  rôle.  Mais 
il  n'en  est  plus  de  même  à  Fégard  des  séries  ^l^'  ^'"'  dont  les 
sommes  croissent  indéfiniment  avec  m  et  /i,  d'où  résulte  que  À  se 
présente  comme  la  différence  indéterminée  de  deux  infinis,  et  il 
s'agit  d'en  obtenir  la  valeur. 

Nous  représenterons  à  cet   effet,  par  une  intégrale  définie,  la 

série  - i- . . .  H en  partant  de  la  relation 

I        a  m  * 

-a 
/    x'^-^  dx=  -» 

On  aura  effectivement 

Il  »         r*  j  .  r*  j    i  -  J"*" 

- -^ ... =   /    </x(i —  jr -»-... -r-j""->)  =   /    dx  , 

la  m       J^  - 1  i  —  X 

et  il  en  résulte  que  la  difiérence  des  deux  séries  semblables 
^  — »  ^-  s'exprime  par 

J,  i--r         /,  i-x        ,f^  i-x 

et  il  s'agit  de  trou>er  ce  que  donne  cette  intégrale  en  posant 
iii  =  w/i.  et  faisant  n  infiniment  grand.  On  v  parvient  aisément 
par  cette  transformation  très  simple 


On  a,  en  effet 

I 


"^  -  \  <*«  ^^  m 


j\r-^-'-r. 
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et,  par  conséquent,  pour /i  infini,  l'intégrale  bien  connue 


/■ 


az =  /  oi. 


La  quantité  désignée  par  ).,  ayant  ainsi  pour  valeur  /w,  ne  s'éva- 
nouit qu'en  supposant  to  =  i,  et,  dans  ce  cas,  l'équation  (2)  de- 
vient 

ç'(j*)  I  I  I  I 

ç(a')        X       X  —  I        X  —  7.  X  —  m 

I  1  I 


m 


et  il  est  visible  qu'on  peut  remplacer  les  deux  séries  infinies  par 
cette  seule  série  convergente 

^'ix)   _    1  -IX  iX  'XX 


o(x)        X        X* — I        a-' —  4       "         ar*  —  m*  ' 

dont  la  somme  est  7rcol7w.r.  Mais,  en  général,  et  en  laissant  entre 
m  et  n  le  rapport  arbitraire  w,  on  aura 

-i— =  r  cotrar  -+-  /to, 

o(x) 

d'où 

I   ax  -*-T — -  =  i  sin  Tra:  h-  a?/  w  h-  const., 

et,  par  suite, 

tf(x)  =  Ge^'<^  sinTra-, 

C  étant  une  constante. 

Ce  résultat  met  en  évidence  le  genre  particulier  d'indétermina- 
tion que  comporte  l'expression  I  1  ^(  1  H ^  j  et  pourra  servir  à 

faire  comprendre  le  fait  analogue  relatif  au   produit  doublement 

infini  jT^(>  H r- )  dont  la   valeur  générale  s'obtient   en 

multipliant  par  une  exponentielle  de  la  forme  ^^a^^'+P-^H-y  Q^e  valeur 
particulière,  déterminée  en  définissant  par  une  courbe,  comme 
nous  l'avons  dit  plus  haut,  la  loi  suivant  laquelle  on  associe  les 
nombres  entiers  m  et  /i,  en  les  faisant  croître  indéfiniment. 
Mais,  sous  un  point  de  vue  plus  général,  on  peut  se  demander  s'il 
existe  des  fonctions  uniformes  et  entières  qui  aient  deux  périodes* 
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Tel  est  Tobjet  de  la  proposition  suivante  due  à  M.  Liouville,  c*^ 
dont  rillustre  géomètre  a  fait  la  base  d'une  théorie  complète  d<es 
fonctions  doublement  périodiques  (*). 


IV.  —  Proposition  de  M.  Liouville. 

Elle  consiste  en  ce  que  toule  fonction  uniforme  f(j?),  posséd; 
deux  périodes  a  et  6,  se  réduit  nécessairement  à  une  constai 
si  elle  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  de  la  variable.  Pj 
tons  en  eflfet  de  Texpression  suivante,  de  toute  fonction  entièi 
uniforme,*  avant  pour  période  rt,  savoir  : 

-  «t 
La  condition  {{x  H-  é'i  =  f(x  t  donnera  l'égalité 


4t  


éKjr 


et,  si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  e         *  ,  on  trouve,  et 
intép^ant  entre  les  limites  léro  et  <i. 


On  en  conclut  que  \„  est  nuL  car  en  supposant  imaginaire,  ainsi 
qii  on  le  doit,  le  rupjH^rt  des  deux  pt^ricnJes  -»  on  ne  peut  avoir 

f*  *  =  I  que  j>i>ur  U  mmiIo  \jiileur  m  =  o.  V»  devant  être  sup- 
jM^so  nul  jHMir  toute  x^leur  de  m.  >^uf  m  =  o,  on  \oit  que  f  (x)  se 
ftsluit  À  U  constante  \^. 

iVtte  pr»jH>sîtion,  jiu>si  simple  qu  importante,  nous  fait  voir 
que  les  fonctions  ;i  deux  jH^ritvlt^  son^nl  nécessairement  des  Irans- 
ceodjiute<  tract ionajiinrs:  elle  rend  ci>m}>le  ti  pnori  des  singula- 
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rites  que  présente  la  nature  des  produits  doublement  infinis 


Al      \         ma-hnb/^ 


et  montre  Timpossibilité  de  donner  pour  origine  aux  fonctions  à 
deux  périodes  l'expression  plus  générale 

©(a;)çp(a7  —  a)  ^(t  —  v>.a)çp(a7  —  3a)... 
çp(4:-ha)çp(a'-4--2a»^(a7-+-  3a)..., 

en  prenant  pour  '^(x)  une  fonction  périodique  entière.  Mais  ces 
expressions,  si  elles  ne  peuvent  conduire  aux  fonctions  à  double 
période,  nous  amènent  à  celles  qui  leur  servent  de  numérateur  et 
de  dénominateur,  et  c'est  à  ce  moment  qu'à  proprement  parler 
nous  entrons  dans  l'étude  des  fonctions  elliptiques. 


Définition  des  fonctions  6(j*),  H(:r),  leur  expression  en  produits 

et  en  séries. 


Rien  n'est  plus  important  ni  plus  digne  d'intérêt  que  l'élude 
attentive  des  procédés  par  lesquels,  en  partant  des  notions  anté- 
rieurement acquises,  on  parvient  à  la  connaissance  d'une  fonction 
nouvelle  qui  devient  l'origine  d'un  nouvel  ordre  de  notions  analy- 
tiques, et  un  traité  complet  sur  le  sujet  qui  nous  occupe  ne  devrait 
omettre  aucune  des  méthodes  découvertes  et  suivies  à  l'égard  des 
fonctions  S(x)  et  H(x).  Mais  ici  nous  n'en  indiquerons  que  deux, 
la  première  se  liant  naturellement  à  ce  qui  précède,  et  la  seconde 
devant  nous  permettre  de  donner  un  aperçu  sur  les  fonctions  ana- 
logues, mais  à  plusieurs  variables  et  d'un  ordre  plus  élevé,  qu'on 
nomme  fondions  abéliennes  ou  ultra-elliptiques. 


I.  —  Première  méthode. 

Nous  adopterons  désormais  les  notations  employées  par  Jacobi 
dans  l'immortel  Ouvrage  intitulé  :  Fundamenta  nova  theoriœ 
functionum  ellipticarum,  et  nous  représenterons  les  quantités 
qui  serviront  de  périodes  par  K  et  / K',  /  désignant  ^ —  i .  Cela 
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posé,  en  désignant  par  ^(x)  une  fonction  entière  ayant  pou: 
riode  2K,  nous  considérerons,  au  lieu  des  expressions 

<p(a7-h  «K')«p(a7  -h  21K')..., 

que  nous  savons  ne  pouvoir  servir  à  la  définition  d'une  fon 
entièrement  déterminée,  la  suivante  : 

«i>(ar)  =  cp(a7-4- jK')<p(a?-f-3/K')<p(j:-h  5iK')... 

<p(— j:--^«K')<p(— xH-3iK')<p(  — x-h  5iK') 

On  aura  d'abord 

<P{x  -h  iK)  =  *l>(ic), 

et  Ton  trouvera  ensuite  immédiatement 

©C—  X  —  iK') 
^  .        '  '     (f(x -h  iK  ) 

On  n'a  donc  pas  ainsi  une  fonction  doublement  périodique, 
ce  nouveau  type  d'expressions  conduit,  comme  nous  allons  v 
des  fonctions  parfaitement  définies  et  déterminées. 

Soit,  par  exemple,  la  fonction  entière  ayant  2  K  pour  péric 

ittJf 

<f(x)  =  I  — e   K  , 
ce  qui  donnera 

tD(  —  x—iK')  _i^u-H/K') 


«p(a7  -H  ÎK') 

En  posant 

g  =  e        *^, 
on  trouvera 

o  [  X  -h  (  A  m  -h  I  )  1 K'  ]  cp  [  —  a?  H-  (  '2  m  H-  I  )  1 K'  ] 


=  I  —  9.y2'«-^>  cos  ^  -+-  çr*"»-»-», 


et,  par  suite, 

^{x)  =  (1  — -lycos  ^j^-»-  9*] 

X  (  1  —  iq^  cos  -=T-  -+-  ^«  j  f  I  —  a^*  cos  —  -h  y»»  j  . .  . 
Or  il  suffit  que  le  module  de  q  soit  inférieur  à  l'unité  pou 
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ce  produit  représente  une  fonction  complètement  définie  et  déter- 
minée, car  la  dérivée  logarithmique  donne  cette  série 

x/ 2 ^ 1 -. 31 ^     V 

y  1  —  2^  ces        ^- y*       I  —  2y'cos-^-h^*       i  —  29*  ces -=^ -4-^*0  / 

qui,  dans  ce  cas,  est  toujours  convergente,  quelle  que  soit  la  va- 
leur réelle  ou  imaginaire  de  la  variable  x. 

En  introduisant  en  facteur  une  constante  A,  nous  poserons  avec 

Jacobi 

e(a:)  =  A*(:r), 
ou  bien 

0  I  — -  I  =  A  (  I  —  nq  ces  ix  -^  q^) 

X  (1  —  2^'  COSIX  -\-  q^){\  —  2^»  ces 237  -4-  ^10). . .. 

C'est  la  première  des  fonctions  que  nous  voulions  définir;  elle  vé- 
rifie les  relations 

(   e(a:-h2K)     =  e(a7), 

qui  servent  de  base  à  la  théorie. 
En  second  lieu,  soit 

ï{{x)  =  —  i^(x-^iK')e^^'^'''^'^\ 

on  trouve  immédiatement  les  relations  toutes  semblables  aux  pré- 
cédentes 

(  H(j:-+-2K)    =  — H(a7), 


et,  pour  l'expression  développée,  la  formule 

H  ( j  =  A.2  v^^  sinjr(i  —  iq^  cosix  -4-  ^*) 

X  (1—  2^*  ces 2 a?  H-  ^8)(i  —  iq^  COS2J7-+-  yi«).,.. 

Cest  la  seconde  de  nos  fonctions  fondamentales;  en  la  divisant 
par  la  première,  on  obtient  une  fonction  à  double  période,  car,  à 
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uausc  UC9  rci«iiiuu9 

^  I  ;  Cl  \^Ji  fj  ix:  i|uuvit 

^"^e(x) 

lions 

H(arH-aK) 

e(x-i--iK) 

H(x) 

H(ar-+-4K) 

H(:r) 

e(j--h4K) 

e(^)* 

H(:F-h2«K') 

H(^) 

e(Jr-^ilK';  "" 

e(a?) 

Faisons  enfin 

e,(a:)=  e(:/.--+-K). 

H,(ar)=.H(a:-hK), 

c'est-à-dire 

3n»^<: 


d|  I  j  =  A(n-  a^  cos'2J7  -+-  ^') 

X  (n-  a^*  cosix  -4-  y*)(i  -f-  a^'cûsiar-f-  y'*).. ., 

(2  Kar"^  4  — 
)  =  Ki^q  cosa7(i  -h  a^»cos2a?H- y*) 

X  (i  -f-  2^*  co*aar  -+-^*)(i  -Kay*  cossâ?  -»- y **).... 
Ces  deux  nouvelles  fonctions  conduisent  aux  relations 


y   e,(ar-h2K)    =       e,(x), 

'    e,(a:H-2iK')=      e,(jr)<î~"S'' 


<3)  ; -i^ix^ir, 


(4) 


^  H,(ar-j-aK)    =  —  H^ix), 


— p-U--KiK'» 


de  sorte  que  les  quotients  -^ — >  -^7 — ^  seront  encore  des  fonctions 

à  double  période  qui  se  lient  chacune  à  la  précédente  à  peu  près 
comme  le  sinus  au  cosinus,  et  complètent  le  système  des  trois 
nouvelles  transcendantes  dont  l'étude  constitue  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques.  Nous  allons  les  retrouver  sous  une  forme 
analytique  différente,  qui  les  rattache  aux  transcendantes  ultra- 
elliptiques à  plusieurs  variables  et  à  périodicité  multiple.  Mais 
celte  première  méthode  a  Favantage  de  donner  immédiatement  les 
racines  en  nombre  infini  des  équations  transcendantes  qu'on  ob- 
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tient  en  égalant  à  zéro  chacune  de  ces  fonctions,  savoir  : 

0  {x)  =  Oy  X  =  2mK -^(}.m'-\- i)  iK\ 

H  ( a: )  =  o,  X  =  '1  rn  K  -i-  im' iK\ 

e,  (37)  =  o,  X  =  i'im  -Hi)  K-h(-im'-h  \)iK\ 

H|(ar)  =  o,  a?  =  (-i/n -H  I)  K -h  •i/n't'K', 

m  et  m' désignant  des  nombres  entiers  quelconques.  Aux  diverses 
relations  fondamentales  que  nous  venons  de  donner,  nous  join- 
drons encore  celles-ci,  dont  il  est  souvent  fait  usage, 

[    e  {x^iK')  =  iH(x)e'''^^^'"^'^\ 
I  H  (X  -^  iK')  =  ie  {x)e~^^^''^'^\ 

'   H,(arH-eK')=  e,  (a-)e"^'''""^''"\ 

Enfm  nous  remarquerons  que  ces  fonctions  ne  changent  point  en 
y  remplaçant  x  par  \x,  Ket  K'  par  âK  et  XK',  de  sorte  qu'on  peut 
particulariser  Fune  des  périodes,  prendre  par  exemple  K  =  i ,  car, 
de  ce  cas  spécial,  on  reviendra  immédiatement  à  nos  expressions 
générales.  Mais  c'est  une  parlicularisation  différente  de  celle-là 
que  nous  aurons  à  mettre  en  usage,  el  dont  nous  parlerons  lors- 
qu'elle viendra  naturellement  s'offrir. 


11.   —  Deuxième  méthode. 

La  proposition  de  M.  Liouville  consistant  en  ce  qu'une  fonction 

uniforme  entière  ^  A^  e       "  ,  qui   admet  la  période  a,  ne  peut, 

sans  se  réduire  à  une  constante,  admettre  une  autre  période  ^, 
conduit  naturellement  à  rechercher  l'expression  analytique  des 
fonctions  à  double  période  sous  la  forme  fractionnaire 


.B,„  e        « 
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Essayons,  d'après  cela,  de  déterminer  A^  et  6^  par  la  condition 


2a,„  /' 


6  désignant  la  seconde  période.  Faisant,  pour  abréger, 

h 

171- 

il  viendra,  en  chassant  les  dénominateurs, 

.      i1t:r .      m,         h)        ^     «'«•»•  ^^  ^      *"k 

et  dans  cette  nouvelle  égalité  les  coefficients  d'une  même  expo- 

nentielle  e  "  devront  être  égaux.  Or  on  reconnaît  immédiate- 
ment que  ces  coefficients  seront  les  séries 

—  «  — « 

de  sorte  qu'en  mettant  pour  un  instant  n  au  lieu  de  m  pour  indice 
dans  le  terme  général  tle  la  seconde,  on  sera  conduit  à  cette  égalité, 
qui  devra  avoir  lieu  quel  que  soit  ;jl  : 

y  A^ .  „,  B„,  ,î'" = y  A^_,  B,  ,«iii— '. 

—  «e  —je 

Il  pourra  sembler  difficile  de  tirer  de  là  les  fonctions  incon- 
nues \m  et  B;„  dans  toute  leur  généralité;  aussi  nous  bornerons- 
nous  à  chercher  celle  solution  qui  s'offre  d'elle-même,  et  qui  con- 
siste à  obtenir  Tégalité  des  séries  en  les  rendant  identiques.  Nous 
poserons  donc 

\^-m  B^a»-  =  Ap^-^B^n»!*-"), 

et  nous  imaginert)ns  que  n  soit  exprimé  en  fonction  de  m,  de 
manièrt»  que  ces  deux  quantités  puissent  représenter  en  même 
temps  la  série  complète  des  nombres  entiers.  C'est  ce  qu'on  ob- 
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m^mendra  en  faisant 

n  =  m  -f-  X:, 

A^  étant  entier,   et  après  avoir  écrit  Tégalité  précédente  sous  la 
^orme 

A{jL-m  B/i 

^=Dn  trouvera  ainsi 

Au— //î  B,/,^_A- 


^ 


^«ijl^,/i-Ar)Aj^_,,,_A.         q»'«B,„ 

^ais    devant  satisfaire,  quel   que  soit  [jl,  à  cette   condition,   on 
pourra  poser 

fx  —  m  —  A:  =  m', 

/n'  étant  entièrement  indépendant  de  m,  ce  qui  donnera 

^m'-¥k     B  m-^-k 

q»"»'A,„'  ~  q*'"B,„' 

d'où  Ton  voit  que  chaque  |membre  est  une  quantité  constante. 
Ainsi  les  fonctions  inconnues  A.^^  et  B;,|  sont  deux  solutions  de  cette 
même  équation  aux  différences  finies^ 

=  const., 


dont  l'intégrale  générale  est 

a  dépendant  de  la  constante  du  second  membre,  et  Um  devant  vé- 
rifier la  condition 

Cette  quantité  a  peut  être  particularisée,  comme  on  le  voit, 
sans  restreindre  la  généralité  du  résultat,  car  il  suffira  pour  la 
retrouver  de  changer  dans  la  fonction  x\en  x  -i-  ^\  nous  la  suppo- 
serons égale  à  zéro,  et  nous  prendrons  pour  h.„i  et  B;,|  les  valeurs 
suivantes  : 

m» 

A,„  =  a,rt  q  ^  , 

B,«  =  b,n  q  *  , 
H.  -  II.  10 
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les  quanlilës  a,,,  el  6,„  vérifiant  les  conditions 
ALinsi  en  faisant 


1/w 


<l>(r) 


le  quotient  ---| — -  sera  l'expression  d'une  fonction  doublement  pé — ■ 
riodique,  donnée  par  notre  analyse,  et  il  s'ag:it  maintenant  d'étu — 
dier  de  plus  près  ces  séries  remarquables  auxquelles  nous  sommes 
conduit  pour  le  numérateur  et  le  dénominateur. 

En  premier  lieu  et  relati\emenl  à  la  convergence,  si  Ton  sup- 
pose, comme  nous  l'avons  fait  déjà,  le  module  de  i)  inférieur  à 
l'unité,  le  nombre  entier  k  qui  demeure  arbitraire  devra  évidem- 
ment être  pris  positif;  mais,  cette  condition  admise,  les  deux  séries 
considérées  comme  procédant  suivant  les  puissances  quadratiques 
de  I)  présenteront  pour  toutes  les  \aleurs  réelles  ou  imaginaires 
delà  variable  la  convergence  la  plus  rapide,  et  dont  aucun  exemple 
n'avait  encore  été  donné  en  Analyse.  En  second  lieu  et  pour  saisir 
de  quelle  manière  se  réalise  la  double  périodicité  dans  le  quo- 
tient, changeons  J7  en  x  -\-  b^  par  exemple,  dans  le  numérateur.  On 
trouvera 

ou  bien 


<t>(y-f-6)=  2J^'»'^ 


m'  îTZ.r 

A  ^  a 


iT,h 


en  ayant  «'«gard  à  la  valeur  de  ^  =  e  "  .  Mais  dans  le  ternie  gé- 
néral il  est  permis  de  rem|)lacer  m  par  m  —  /:,  puisque  l'indice 
doit  rece\oir  toutes  les  valeurs  entières  — oc  à  -H 00;  on  trouve 
ainsi  et  en  faisant  <7,w_>i=^,„, 

w  — A» 

«f>  (  a-  H-  6  )  =   7  a,w  n     *  e 

'      /      -             .  ir,.r 
-    -A      2  (W  —Al 


2- 


,  -2/iiLL 
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de  sorle  que  la  série  primitive   4>(jc)   se   reproduit   en   facteur. 
Nous  écrirons  cette  relation  fondamentale  sous  la  forme  suivante  : 


et  en  observant  qu'elle  a  été  obtenue  sans  rien  supposer  sur  les 
coefficients  arbitraires  am,  nous  y  joindrons  celle-ci  : 

n(x-hb)  =  U(x)e~^'^^^^'^^\ 

Par  là  se  manifeste  de  la  manière  la  plus  claire  à  quoi  tient  la 
double  périodicité  du  quotient  des  deux  fonctions  ^{x)  et  ïl  (x). 
Chacune  d'elles  admet  la  période  a,  et,  lorsqu'on  y  change  x  en 

.xr  -f-  6,  elles  ne  font  qu'acquérir  un  même  facteur  exponentiel  qui 

disparaît  par  la  division  (*  ). 

Bientôt  on  verra  le  rôle  important  que  joue  le  nombre  entier  k 

cjui    introduit   au   numérateur   et   au  dénominateur  k  constantes 

a.rbitraires  d'après  les  relations 

^lais  nous  devons  dès  à  présent  remarquer  qu'il  est  impossible  de 
satisfaire  aux  conditions 

<P(x  -4-  a)  =  *>(:r), 

<l>(a:-H  b)  =<P{x)e       "  , 

par  d'autres  fonctions  uniformes  entières  y  que  parla  série  précé- 
dente. Qu'on  fasse,  en  efl'et,  pour  se  placer  dans  cette  hypothèse 
«n  vérifiant  la  première  de  ces  conditions, 


>(^)=2 


(')  Dans  le  cas  où  k  est  un  nombre  pair^  on  remarquera  la    relation  suivante. 
Faisons 

fonction  qui  ne  diffère  de  ^{x)  qu'en  ce  que   les   constantes  arbitraires  a^  sont 
disposées  dans  un  autre  ordre;  on  aura 


4»(^-»--j  =  *o(^) 


—  \tx- 

e     i» 
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OU  plutôt 

il  viendra,  en  substituant  dans  la  seconde  égalité  et  en  compatant 
les  coefficients  d'une  même  exponentielle,  a^^A  =  «m-  Avant 
d'aller  plus  loin,  nous  nous  proposerons  dans  une  courte  digres- 
sion de  dire  quelques  mots  d'une  généralisation  aussi  remarquable 
qu'importante  des  séries  que  nous  venons  de  rencontrer. 


III.. —  Aperçu   sur    les  fonctions   de  plusieurs  variables 
à  périodicité  multiple. 

Une  fonction  i{x^^  x^^  ...,  Xn)  de  n  variables  peut  être  pério- 
dique non  seulement  par  rapport  à  chaque  variable  considérée 
isolément,  mais  par  rapport  à  leur  ensemble,  lorsqu'elle  vérifie  une 
condition  de  cette  forme 

f(a:i-+-a,,  x,-r-aj,   ...,  J*,|H-a«)  =  f(J?i,  Xu  ...,  a-/i). 

Sous  ce  point  de  vue  plus  général,  on  a  d'abord  cette  proposition 
qu'une  fonction  uniforme  de  n  variables  ne  peut  admettre  plus 
de  2/1  périodes  simultanées  (M.  Mais  il  est  extrêmement  remar- 
quable et  c'est  à  M.  le  D""  Riemann,  de  Gottingue,  qu'on  doit  cetle 
belle  découverte  analytique,  (ju'à  l'égard  des  fonctions  uniformes 
ou  bien  déterminées,  les  'in  périodes  simultanées  ne  peuvent  être 
des  quantités  données  a  prioriy  et  indépendantes  les  unes  des 
autres.  Qu'on  forme,  en  eilet,  avec  n  périodes  simultanées  conve- 
nablement choisies  : 


(tu       «2,         ..., 

^n. 

l>u     b,,      ..., 

bn. 

f^u     gi 

•  •  î 

gn. 

les  n  fonctions  linéaires 

\,  =  aij-,  H-  ^1X5-+-. 

..^fÇ\Xn, 

Xi  =  rt,.r,-u62.r5-r-. 

^'-r-gtJTn, 

\„=  r/„.r,  -^^„.r,-^. 

..-t-gnXn. 

(*)  Si  elle  est  entière,  elle  n'en  peut  adnielire  plus  de  n. 
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En  posant 

f(X,,  X,,  ...,  X«)  =F(a:|,  ar,,  ...,  a7«), 

•on  aura  une  fonction  transformée  simplement  périodique  par  rap- 
]port  à  chaque  variable,  mais  qui  conservera  n  autres  périodes 
^simultanées,  et  c'est  à  leur  égard  que  se  manifeste  dans  toute  sa 
simplicité  la  relation  que  nous  voulons  énoncer.  Représentons-les 
par 

■™i,  Aj,       •  •  •  »  A./i, 

Bi,  Bj,      ...,  B„, 

•  •  •  )  •  •  M 

Gi,  Ga,     ...,  Gw 

La  proposition  de  M.  Riemann  consiste  en  ce  que  les  termes  de 
ce  Tableau  qui  sont  placés  symétriquement  par  rapport  à  la  dia- 
gonale A|,  Ba,  . .  .,  G«  sont  égaux  entre  eux,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  en  ce  que  les  fonctions  linéaires 


Gi  a?i  H-  Gjar.j  -f- . . .  -H  G,,  x,i 


sont  les  dérivées  partielles  d'une  même  forme  quadratique  à  n  in- 
déterminées. 

Voici  maintenant  la  généralisation  des  séries  relatives  aux 
fonctions  à  double  période,  et  qui  donnent  l'expression  analy- 
tique des  fonctions  analogues  à  n  variables  et  2/i  périodes  simul- 
tanées. 

Représentons  la  forme  quadratique  dont  il  vient  d'être  question 
par  ©(j;,,  .r.,,  .  . .,  x,i)  et  posons 

le  signe  Ns'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  de  — oo  à  -hoo 
des  n  indices  w,,  /Wj,  ...,  m,^,  et  le  coefficient  constant  a^^,;»^,...,;„^ 
^tant  assujetti  à  la  condition  de  reprendre  la  même  valeur  lors- 
c^u'on  augmente  du  nombre  entier  k  l'un  quelconque  des  indices. 
Cette  fonction  est  évidemment  périodique  à  l'égard  de  chacune 
des  variables  considérée  séparément,  et  voici  la  propriété  fonda- 
mentale qui  la  rattache  aux  séries  elliptiques. 


\ 
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Désignons  par  a»,  «3,  ..  .,  a,,^  n  nombres  entiers  arbitraires^ 
on  aura 

^  /  .  \    d^                i    do                          i    do  \ 

\  2  dai                9.  doi                           2  don/ 

Cette  relation  ne  contenant  pas  les  constantes  a«  , ,«  , ...,  ,„  ,  une 
autre  série  n(j7,,  X2^  ...,  ^//),  où  ces  constantes  auront  des  dé — 
terminations  différentes,  donnera  de  même 

n  /  i    do  i    do  i    do  \ 

\  '2  ri^a,  1  dai  i  ^«/i  / 

Il  en  résulte  que  le  quotient       -^'^  ^<>  •  ••*  ^^«|  représentera  une- 

fonction  de  n  variables  à  2  ai  périodes,  n  d'entre  elles  égales  à 
Funité  et  appartenant  séparément  à  chaque  variable,  les  n  autres- 
étant  les  termes  du  Tableau  dont  on  a  déduit  la  forme  quadratique- 
ç(a7,,  .r2,  . ..,  x,t).  Elles  résultent  effectivement  des  égalités  pré- 
cédentes, en  y  supposant  successivement  nuls,  sauf  un  seul  qu'on 
prendra  égal  à  Tunité,  les  nombres  entiers  ai,  a^,  ..  ..  a„.  Nous 
voyons  aussi  figurer  dans  les  séries  un  entier  A*  dont  dépend  le 
nombre  des  constantes  arbitraires  qu'elles  renferment;  or  ce 
nombre  sera  limité  et  fini,  lorsque  la  condition  suivante,  dont  la 
découverte  appartient  encore  à  M.  Riemann,  sera  remplie. 
Soit 

/>!'     Pty      ••»     />«» 


S|,        55,         .  .  . ,      Sm 


un  systiMUc  de  n'^  constantes  arbitraires,  il  sera  nécessaire  et  suffi- 
hunt  (|ut*  lt'>  fonctions 


f(J*,  -4-.V,,     X2-h.Vj X«H-5«), 


i^Kuléfii  II  séro  OU  ik  Tinfini,  n  admettent  qu'un  nombre  fini  et  limité 
«lu  MiInlionH  quOn  ne  puisse  réduire  les  unes  aux  autres  en  ayant 
I^IIMld  au^  prriodf's. 


^e 
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C'est  à  Gtipel  et  à  M.  Rosenhain  qu'est  due  la  première  notion 
des  séries  dont  nous  venons  de  parler,  et  leur  application  dans  le 
cas  de  deux  variables,  à  l'expression  des  fonctions  inverses  des 
intégrales  de  radicaux  carrés  de  polynômes  du  cinquième  ou  du 
sixième  degré.  M.  Weierstrass,  dépassant  de  beaucoup  les  résul- 
tats obtenus  par  ces  deux  illustres  analystes,  résolut  dans  toute  sa 
généralité  à  l'aide  des  mêmes  séries  le  problème  de  l'inversion  des 
intégrales  de  radicaux  carrés  de  polynômes  de  degré  quelconque. 
Après  lui,  en  suivant  une  voie  toute  différente,  M.  Riemann 
parvint  aux  mêmes  résultats,  et  c'est  dans  le  champ  plus  vaste  en- 
core des  transcendantes  à  différentielles  algébriques  quelconques 
que  ces  deux  grands  Géomètres  se  rencontrèrent  en  obtenant  en 
même  temps  la  solution  du  problème  si  général  de  l'inversion  des 
intégrales  de  fonctions  algébriques  quelconques,  l'une  des  plus 
belles  et  des  plus  importantes  questions  qui  se  soient  jamais  offertes 
en  Analyse. 


IV.  —  Comparaison  entre  les  expressions  sous  forme  de  produits 
infinis  et  de  séries  des  fonctions  S  et  H. 


Nous  venons,  dans  un  rapide  aperçu,  de  montrer  le  lien  et  l'ana- 
logie des  séries  qui  donnent  l'expression  des  fonctions  doublement 
périodiques  à  une  seule  variable^,  et  de  celles  qui  conduisent  aux 
transcendantes  abéliennes  les  plus  générales.  Mais  le  cas  le  plus 
simple  dont  nous  allons  nous  occuper  exclusivement  est  le  seul  où 
ait  lieu  une  décomposition  en  facteurs  que  ne  comportent  aucune- 
ment les  cas  les  plus  généraux  où  les  séries  renferment  deux  ou  un 
plus  grand  nombre  de  variables.  Le  rapprochement  de  ces  deux 
genres  d'expressions  se  présente  de  lui-même,  et  résulte  de  ces 
relations  qui  ont  été  précédemment  données  et  que  nous  réunis- 
sons ici  : 

_  i!E  (  ,•     K') 
e    (a:-f-2K)=       e    (X),  e   (ar-H  •2iK')  =  — e   {x)e     «   '"*"'     , 

H,(ar-f.2K)  =  -H,(ar),  H,(ar  h- 2«K')  =       H,(ar)<?     k  ••-^"^\ 
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Gomme  on  a  évidemment 

e(jr-+-4K)  =  e(  J-),         H(x-+-4K)=  H(ir), 

on  voit  qu<-  les  fonctions  S{x)  et  H(x)  satisfont  toutes  deux  à  cr 

conditions 

*(j--r-4K)     =*(j:-). 

♦  (ar -:- aïK  )  =  —  <P(jr)«     *  , 

et  les  fonctions  B|(a:)  et  H,(j:-)  à  celles-ci,  pour  une  raison 

blable, 

♦  (jr  — 4K)     =  <!>(  j*), 

'^ 
«Pl^jr -t- 2iK  ^  =  q>(x)  r     * 

Mais  ce  sont  précisément  celles  que  vérifie  l'expression  générale 

^\x\  z=y  a„t^^  e       *•  , 
lorsquVn  supposant  le  nombre  k  égal  à  a.  on  prend  pour  période 

6  =  aiK. 

Les  constantes  a^  ^^  réduisent  alors  à  deux,  a«  et  ai,  et^  comme 
elles  suflisent,  ainsi  que  nous  Taxons  établi,  à  représenter  la  solu- 
tion de  ces  équations  la  plus  générale  par  des  fonctions  entières, 
en  leur  attribuant  des  \aleurs  Ci>nvenables,  les  fonctions  O,  (x) 
et  H,iy^  seront  données  par  la  série 

a.„^i  e        "    =  av   >      q'^'e      ^    —  «i  >      9       •      e  «' . 

—  »  —  « 

Cette  détermination  rt'sulle  d'ailleurs  immédiatement  des  condi- 
tions 

H 1 1  X  -^  »  K    =  —  H  i  '  X  >  : 

on  remarque  en  etVel  que  les  séries  qui  multiplient  a^  et  ai   véri- 
6ent  respecti\ement   la  première  et  la   seconde,  de  sorte  qu'on 
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aura 


-H» 


ae,    ix)  =  >      ^'"'e       fc"^   , 

00 


en  désignant  par  a  et  ^  des  quantités  constantes.  Si  l'on  remplace 
les  exponentielles  par  les  lignes  trigononiétriques  et  la  variable  x 

par  -= — 1  on  obtiendra  ces  développements  remarquables 

aOi    (  j  =  I  -h  2<7  rosia:  h-  iq^  cos4^  -^  i-q^  cosba^-h.  . ., 

^Hi  I  j  =  i\J q  cosa:  -h  'i\J q*^  cosSa-  -h  2 y' 9**  ces 5 a:  -h. . .. 

En  y  remplaçant  x  par  a:  -4-  -  >  on  en  déduira 

a0  I  -^ )  ^  '  —  ^^  cos'iJ?  -4-  2^*  cos4  ^  —  '>-q^  cosôa:  -h. . ., 

PH  ( \  z=,  lyjq  sina; —  zy/^"  sin  jjr  -h  i\J q^^  sin5ar  — 

D'ailleurs,  en  ayant  égard  à  la  relation 

on  trouvera  que  les  deux  constantes  a  et  ^  sont  égales  entre  elles. 
Voici  donc  entre  les  séries  et  les  produits  infinis  des  relations  d'i- 
dentité extrêmement  dignes  d'intérêt,  et  auxquelles  bien  d'autres 
méthodes  pourraient  conduire.  Jacobi,  le  premier  auteur  de  leur 
découverte,  et  M.  Cauchy,  en  ont  donné  plusieurs  qui  sont  tout  à 
fait  élémentaires,  mais  c'est  surtout  la  suivante  qui  appartient  à 
M.  Cauchy,  et  présente  ce  caractère  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

Considérons  avec  l'illustre  Géomètre  le  polynôme  entier  et  fini 

(p(z)  =  (i-|-z)(iH-  qz){\  ■^q^z)..,{\-\-q''-^z) 
—  1-4-  Al ^  -h  As««  -H. .  .-f-  A„-^'^ 

La  relation  identique 

(l-KZ)'f(çr4î)  =  (!-+- ^"^)«p(^) 


\ 
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donne  celte  suite  d'égalités 

A,(I  — çr)    =i  —  qn^ 


d'où  l'on  déduit  immédiatement 


9'^ 


Cela  posé,  nommons  un  instant  ^(z)  ce  que  devient  ^(z)  et 
remplaçant  q  par  q^y  n  par  ah  ei  z  par  -j;^*  Si  Ton  fait 

on  trouvera  aisément  a/  au  moyen  de  A,,  et,  en  introduisant  n  - 
pour  indice,  on  aura  cette  expression 


Le  nombre  entier  1  doit  être  regardé  comme  recevant  toutes  les 
valeurs  de  —  /i  à  -h  /i,  mais  on  peut  se  borner  par  exemple  auic 
valeurs  positives,  car  on  vérifie  sans  peine  la  relation 

a»— I  ^  a/t-«.|, 

il  en  résulte  pour  ^{z)  cette  forme 

—  a«^,(  *'•-  5  —  5"*»  ►  ^. .  .-H  a,«(i  -h  ;:«'•), 
ou  encore 


^iz) 


L  a«  a^.  J 


Mais  retenons  à  la  valeur  de  ^{z)  sous  forme  de  produit,  et  ob- 
servons d*abord  qu'en  remplaçant  q  par  q-  et  n  par  2/1  dans  ©(5), 
il  vient 


f 
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de  sorte  qu'en  mettant  en  dernier  Heu    ^^  ^  au  lieu  de  z,  on  trou- 
vera 

♦w=[(.^,-^)(-,-^)- ■■(-!)] 

Or  on  peut  écrire  autrement  les  facteurs  du  premier  produit,  en 
rem  arquant  que 

9         9  \        »  I 


1  - 


^^^^L  donne  pour  ^{z)  cette  nouvelle  valeur 

♦<"=?;.(-f)(-ç)-(-^) 

""ïeile  est  la  forme  définitive  du  produit  de  facteurs  dont  nous 
^"^'^^ns  le  développement  suivant  les  puissances  de  z.  En  faisant, 
I^^^^  ^ar  abréger, 

^    ^  st-à-dire 

(i-çri)(,-9^)...(i-9««)       ' 
'    ~  (j  —  çr««-»-«)(i  —  y*"-»-*).  .  .(l  —  gr*'*-^-»')  ' 
identité  algébrique  que  nous  venons  d'obtenir  s'écrira  ainsi 

<;i-}-9-s)(i-hy»«)...(i-f-9t«-ï5) 

^l  par  suite,  en  faisant  z  =  e^'^, 

(l-H  2y  COS'iar  -♦-  y*)  (l  -+-  2Çr3  ces '23^  -h  y*)  ...  (1  H-  iq^'^-^  C0S1X  -h  ^♦«-*) 

=  5Lrt(i  H-  2 ai 9  cos2ar  -h  aûjçr^  cos4x  h-.  .  .-i-  ia,iq"^  cos^nx). 
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Or  on  a  pour  n  infini 


et  ridentité  algébrique  fournit  rimportànte  propriété  de  la  Ira:! 
cendante  0|(j7),  exprimée  par  la  relation. 

(i  -h  iq  co%'ix  -h  q*)  (i  -4-  iq^  co%ix  -h  q^){\  -h  2^»  C0923r  -f-  ^t*) 

"  (i-^^-)(i-9*)(i-Y*)--- 


Ce  résultat  nous  conduit  à  préciser  complètement  la  défini ti^^^ — ^^ 
première  que  nous  avons  donnée  des  quatre  fonctions  0(j7),  ïI{jê^  J> 
Si(x),  H|(j7),  en  les  représentant  par  un  produit  de  facteu 
affecté  d'un  coefficient  A  resté  jusqu'ici  arbitraire.  Nous  fer(^ 
désormais 

et  nous  aurons  de  la  sorte 

Bi  (     ^     j  =  i  ^  iq  C0S2-F  -h  2^*  cos4ar  -h  2çr»  cos6âr  -h. . .. 

En  partant  de  là  et  à  Taide  de  la  relation 

e,(a:-h/K')=Hi(:r)e"nS^*'"^''^'\ 
on  aura  ensuite 

Hi  ( j  =  2  v^  cosx  -h  i  \/q^  cos3a:  h-  2v^^"  cos5:r  -h.. ., 

et  ces  deux  formules,  en  y  changeant  x  en  x  -\ — -*  donneront 

e  ( )  =  *  —  '^9  COS1JC  -h  iq^  cos4^  —  29^  cos6x  -h. . ., 

H  ( '—  \  =  i^q  sïnx —  i\/q^  sin3a:-+-  2  V^**  sin5a7  — 

Telles  sont  sous  les  formes  de  produits  infinis  et  de  séries  les  trans- 
cendantes dont  nous  allons  établir  les  propriétés. 
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nx  formes  principales  que  peuvent  prendre  parmi  une 
infinité  d'autres  les  fonctions  e,  H,  etc. 

Dt  touche  à  la  plus  belle  partie  de  la  théorie  des  fonctions 
îs,  à  la  théorie  de  la  transformation,  que  les  bornes  de 
e  ne  nous  permettent  point  d'aborder.  Mais,  indépendam- 
leur  intérêt  propre,  les  formules  que  nous  allons  établir 
onnent  cette  transformation  spéciale  des  fonctions  0, 
>ii  Ton  remplace  l'une  par  l'autre  les  quantités  K  et  iK', 
ont  indispensables  plus  tard,  et  Wus  devons  d'autant 
s  omettre  qu'il  est  extrêmement  facile  d'y  parvenir, 
n  va  voir.  D'ailleurs,  on  sera  mis  ainsi  [sur  la  voie  de  la 
5  analogue  et  plus  générale,  où  l'on  remplace  K  et  iK 
j-miK!,  nK-\-  n'  iK\  m^  m',  n^  n'  désignant  des  nombres 
!t  qui  constitue  le  sujet  même  de  la  théorie  de  la  transfor- 
Dans  le  cas  où  nin'  —  m'  /i  =  i ,  on  est  amené  à  ce  que  Ja- 
me  la  théorie  des  formes  en  nombre  infini  des  fonctions 
c.  ;  mais,  parmi  toutes  ces  formes,  ce  sont  celles  que 
ns  établir  et  dont  nous  aurons  à  faire  usage,  qui  méritent 
rticulièrement  distinguées.  Posons 

e,  (x)=e*»^'i'e,(ar), 

immédiatement  correspondre  aux  relations  fondamentales 
ux  fonctions  0,  H,  6|,  H,,  à  savoir  : 

\  H  (^-hK)=       H, (a:), 

j  e,(:rH-K)=     e  (x), 

(   H,(j7-hK)  =  — H(j:), 

ITT  .„, 

^,{x-\-iK')=H,{x)e    *k'  ''■^'    ', 
H,(ir-heK')  =  ej  {x)e    ''^  , 
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celles-ci  : 


(C) 


;  e  (:r-+-iK')=«r,(ar), 


0,(x4-«-K')  =  Tii(:r), 


0,(x4-«K')  =  Tii( 
'  Ti,(:r-h/K')  =  e,( 


X), 


(d) 


0  (a'-+-K)=    ei(x)<î^«t' 

0,(x-f-K)=       e  (^)<j4T'*-^"^^ 

Cela  posé,  remplaçons  les  équations  (a)   parles  suivantes, 
évidemment  leur  sont  équivalentes  : 

/  e  (X— K)=     e,(^), 

\  n  (:r-K)=-Hi(^^ 
H,(ar-K)=       H(ar). 


Alors,  en  comparant  les  équations  (a')  et  (fe)   aux  équations  Ç^ 
et  (rf),  on  remarque  que  le  second   système  de  relations  coïncr  -^ 
avec  le  premier  lorsqu'on  y  remplace  d'une  part 

K    et    iK' 
respectivement  par 

/K'    et     -  K, 

et  de  Tautre 

0(37),     r,(x),     0,(ar),     7n(x) 

pjir 

Hi(x),    lu(x),    ex(x),    e(x). 

l,t'n  nouvelles  fonctions  que  nous  avons  introduites  se  trouvent 
WMi»i  f  iiiiMMKM^s  aux  anciennes  et,  si  Ton  remarque  que  par  le  chan- 

H^ifliitnii  t\i*  K  en  /K',  et  de  /  K'  eu  —  K  la  quantité  q  z=  e      ^    de- 

vi^'Ml  //«       ''      **,  on  aura  en  conclusion  les  expressions  suivantes, 
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oim    ]M  et  N  désignent  deux  facteurs  constants  : 

J  =  M.*>.  /y.)  COSJ^d  H-  Xql  COSIX  -H  9J  ) 

X  (i  H-  2qi  cosjLX  -h  yj)(i  -h  -2  qi  cosix  -h  qi^),  .  .  ., 

*rj  / j  =  M.2  v^  sinj*(r  —  iqi  cosix  -h  q^) 

x(i  —  iqicnsix-^ql){i  —  iqlcos'ix-hql*),  .  .., 
^      /'ziK'x\        ,. 

^t     I  I   =  M.(I  4-9.^0  C0S'2J?  -i-^3  ) 

X  (1  -+-2yJ  cos2jr  -h  9J)(i  -h  2^J  cos2a7-h  ql^),  . . ., 
ni  (  — - — )  =  iM(i  — 2çroCOS2J7-+-  qi) 

X  (1—  iqi  cos2ar  ■+■  yj  )(i  —iqi  cessa; -h  ^i"),  . . ., 

2*  6( j  =  N  (2  ^qo  cosx-f-  2  v^^J  cos3a?-i-  2  y^^J^  cos5x  -h  . . .), 

*  TTj  ( j  =  N  (2  v^çTo  sina?  —  2  ^^J  sin3ar-H  2  ^'grj»  sin5a*  —  . . .), 

/  iiK'x\ 
^  i  I  j  =  (S  (I  -H  iqo  cos'ix  -+-  iq^  cos4a7  -h  2^5  cos6ar  -♦-. . .)» 

"■^  1  ( j  =  N  (1  —  2^0  ces 2 07-+-  iqi  ces 4 a:  —2^3  cos6a^  -H. .  .)• 

*— ^  principal  intérêt  de  la  seconde  forme  analytique  qui  nous 
^^^  ^nsi  donnée  par  les  quantités  Ô(j7),  ri^x),  etc.,  consiste  en 
*^^      ^ue   Ton  introduit,    au    lieu  de  >   l'argument  imaginaire 

^i^ — —  •  En  supposant  K  et  K'  réels,  on  a  donc  sous  forme  réelle 
*   on  peut  suivre  la  marche  des  fonctions,  que  l'argument  soit 
^^^tnéme  réel  ou  multiplié  par  \/ —  i  ;    bientôt  on  en  verra  une 
^Implication. 

Propriétés  fondamentales  des  fonctions  0  et  H  ;  définition 
de   sinatna*,   cosaina*,   A  amx. 

En  employant  dans  ce  qui  précède  la  considération  de  la  fonc- 
tion 


m«     ^      /7t.»- 


y-      ]  m 

pour  le  cas  de  Xr  =  2,  nous  avons  supposé 

a  =  4K, 

b   =2tK'. 
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Désormais  nous  garderons  pour  périodes  ces   deux  quan 
nous  ferons  par  suite 


— m 

avec  la  condition 


0-m->>-b  —  û^m» 


ce  qui  donnera,  comme  nous  l'avons  établi,  la  manière 
générale  de  satisfaire  par  des  fonctions  entières  unifori 
deux  conditions 

/   4>(a7-f-    4K  )=  *(a7), 


4>(a7 -+- 2«K')  =  «ï>(ar)c     '* 


Cette  solution  générale  renfermera  donc  pour  A"  =  4,  par  e 
quatre  constantes  arbitraires,  que  Ton  mettra  en  évidence 
tinguant  ces  quatre  formes  de  l'indice  m,  m  =  4  'i?  4  'i  4- 1 , 
4^1  -i-  3,  ce  qui  donnera 


I 


K 


2 


V      S (*"4-3)— ^ 


OU  bien,  pour  abréger, 

<t>(x)=  a^^^{x)  -^  ax^x{x )  -^  a^^^{x)  -\-  a%^^(^x), 

Par  là  on  voit  que,  dans  le  cas  où 

<t>(j:  -f-  aK)  =  *(a7), 
la  solution  est  représentée  par 

*(x)  =ao*o(ar)-+-ai*i(x), 

et  ne  contient  plus  que  deux  constantes. 
De  même,  en  supposant 

4»(x  -h  2K)  =  —  4»(a?), 


i 
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on  siura  avec  deux  constantes  arbitraires  seulement 

4>(a7)  =  «1  *i(ar)-+-  as<I>3(a:). 

A.  xnsi  nous  avons  la  manière  la  plus  générale  de  vérifier  ces  deux 
systr^mes  de  conditions,  savoir  : 

(  ^{x-h   .xK)=— *(ar), 
II-  j  »<^.       •„. 

'   *(a:-i-2iK')=*(ar)e      « 

Gela  établi,  nous  remarquons  qu'en  élevant  au  carré  les  deux 
membres  des  diverses  équations  fondamentales  de  la  page  i52, 
les  résultats  sont  précisément  de  la  forme  du  premier  de  ces  deux 
systèmes.  Nous  en  tirons  cette  cpnséquence,  qu'en  désignant 
par  a,  fe,  etc.,  des  constantes,  on  aura 

e*  (x)  =  a^o(x)-hb^i(x), 
n^ix)=  c  'Po(x)  -H  d^i(x), 


et 


en  changeant  x  en  :r  -4-  K, 


H\(x)  =  c  *Po(^)  —  d *Pi(x), 

En  second  lieu,  si  l'on  multiplie  membre  à  membre,  soit  les  deux 
premières,  soit  les  deux  dernières  de  ces  mêmes  équations,  c'est 
à  la  forme  du  second  système  qu'on  se  trouve  amené,  par  suite 
on  a 

e(ar)H(ar)  =  A*,(a:)-HB*s(^), 

A  et  B  désignant  de  nouvelles  constantes,  et  cette  relation  donne., 
^^  y  changeant  j?  en  a?  -h  K,  la  suivante  : 

^  '^  Se  tirent,  parmi  bien  d'autres  conséquences  (*),  les  relations 
S^briques  et  différentielles  de  nos  fonctions. 

'  ^^otamment  la  transformation  du  second  ordre. 

H.  ^  II.  II 
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I.  —  Relations  alfrébriques.  —  Du  module  et  de  son  complément. 

Deux  équations  linéaires  entre  les  carrés  0=*,  H*,  HJ,  HJ  résul- 
tent évidemment  des  expressions  de  ces  quantités  par  4>o  {x)  et 
4>2(x).  L'une  d'elles  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

a  et  a'  désignant  des  constantes  que  nous  allons  déterminer. 

Pour  cela  faisons  ces  deux  hypothèses  x  =  o  et  x  =  K;  comme 
on  a,  d'après  les  formules  de  la  page  i43,  H(o)  =  o,  H|(K)  =  o. 

il  viendra 

_  e>(  K) 

*"Hî(o)" 
Mais  on  introduit  au  lieu  de  a  et  t!  les  quantités  suivantes  : 


^  =  «'(k;' 

et  comme 

la 

relation 

H(^-rK)=  H,(j^) 

donne 

H(  K)  =  Hiioi, 

on  aura 

1              ,       /^' 

kkiHT)  =  HHx)^  k'li\(x). 

Cette  première  relation  obtenue,  la  seconde  en  résulte  en  y 
changeant  jc  en  x  -r  ÎK'  ;  ^i  Ton  emploie  à  cet  effet  les  formules 
données  page  i4^j  il  viendra,  en  supprimant  le  facteur  expo- 
nentiel, 

—  kH^-{x)  =  —  H2(x)-r- /■'«?( a-), 
ou  bien 

Ces   deux  équations    représ»'nlenl    d'ailleurs   toutes  les   relations 
algébriques  possibles  entre  nos  quatre  fondions;  elles  conduisent 
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â  la   notion  des  quantités  que  nous  avons  désignées  par  k  et  k' ^  et 
dont  les  racines  carrées  s'expriment  en  série  de  cette  manière  : 

/T  ^  H(K)  __  'x'y/'q  -h  -a  \/q^-^'i  y/^  -\-  n  v/y*«  -4-. . . 
rn_   ^(o)    __   î—  T.q -^  iq^  —  iq^ -\"iq^^  —  .  .  . 

La  première,  k,  s'appelle  le  module  de  6(^),  H(j7),  6«  (^), 
H,  (*ï),  et  la  seconde,  Ar',  le  complément  du  module.  Considérées 
par  rapport  à  q,  ou  plutôt  en  faisant 

par   rapport  à  la  variable  oj,  ces  quantités  constituent  un  genre  de 
'onctions  analytiques  entièrement  nouvelles  et  de  la  plus   haute 
"ïipoi-^g^fiçe  parmi  les  fonctions  d'une  seule  variable.  C'est  prin- 
cipalement   en    Algèbre,    dans   la    théorie   des    équations,   et   en 
Arithmétique,  dans  la  théorie  des  formes  quadratiques  à  deux  in- 
déterminées,   que   la    considération   de  ces   fonctions   a    suggéré 
^  elle— même  des  points  de  vue  tout  nouveaux  et  ouvert  des  voies 
«ecoixcles,  où  ont  été  obtenus  les  plus  intéressants  résultats.  Les 
*^*->i*nes  de  cette  Note  ne  nous  permettent  pas  d'entrer  dans  ce 
champ   déjà   si    étendu    de  belles  recherches,   mais  ce  que  nous 
^*^oixs  à    l'égard  des  fonctions  B,  H,  etc.   servira  de  préparation 
^^llisante  pour  lire  les  Mémoires  spéciaux  qui  y  sont  consacrés. 
^^t   de  ces  fonctions,  en   effet,  étudiées  à  la  fois  par  rapport  à  x 
^^  f    que  découle  tout  ce  qui  concerne  k  et  A*'  qui   contiennent 
^^^^lement  w,  et  il  ne  semble  pas  possible,  dans  l'état  actuel  de  nos 
c^^ïxuaissances  en  Analyse,  d'arriver  à   toutes  leurs  propriétés  en 
P'^ï^lant  uniquement  de    leur  définition  comme  quotient  des  séries 
^^ntiées  précédemment  (•). 

.     ^.  *  )  Poisson  ei  M.  Cauchy  sont  arrivés,  par  deux  méthodes  différentes,  à  cette 

*^^ntité:  

S/'-iui{i-i-  2 e'""  -h  'J e*"'"  -+-  2  c'*''--t-. . . ) 

^^i  conduit  à  des  propriétés  fondameniales  des  modules  considérés  comme  fonc- 
^'on  de  u>.  Mais  il  n'est  possible  de  tirer  de  là  que  la  transformation  pour  le  pre- 
*^ier  ordre,  et  aucune  autre  voie  pour  parvenir  aux  équations  modulaires  ne 
^est  encore  offerte  que  celle  qui  a  été  donnée  par  les  fondateurs  de  la  théorie 
^cs  fonctions  elliptiques. 


i 
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On  se  rendra  compte,  jusqu'à  un  certain  point,  de  cette  diffi- 
culté, en  observant  que  k  et  k'  n'existent  comme  fonctions  de  6) 
qu'autant  qu'en  supposant  cette  variable  imaginaire  et  de  la  forme 

a>  =  a  -h  «3, 

P  est  essentiellement  différent  de  zéro  et  positif.  Ce  sont  donc 

véritablement  des  parties  de  fonctions  qui,  dès  lors,  échappent  à 

beaucoup  des  méthodes  les  plus  habituellement  employées.  Ainsi, 

il  n'existe  pas  pour  k  et  k'  de  développement  suivant  les  puissances 

de  (o,  et  si  l'on  fait 

a>  =  b>o  +  A 

pour  pouvoir  employer  la  série  de  Taylor,  voici  encore  les  circon- 
stances particulières  qui  viennent  s'offrir.  Les  quantités  k  et  k 
sont  déterminables  par  la  résolution  d'une  équation  numérique, 
pour  une  infmité  de  valeurs  de  (o,  telles  que 

a>o=  g > 

A,  B,  C  étant  entiers,  et  B  essentiellement  positif;  mais,  si  l'em- 
ploi de  ces  valeurs  initiales,  en  faisant  (0  =  0)0-1-^9  donne  pour 
premier  terme  des  séries  une  simple  irrationnelle  numérique,  les 
termes  suivants  sont  nécessairement  des  transcendantes.  Ainsi,  par 
exemple,  pour  Wq  =  f ,  on  aura 

^  -  -F'  A:  _  — , 

et,  en  prenant  w  =  1  -h  A,  ce  sera  l'intégrale 

r'      dx 

qui  entrera  dans  tous  les  coefficients  des  développements  de  k 
et  /r',  suivant  les  puissances  croissantes  de  A.  On  voit  par  là  com- 
bien on  est  éloigné  des  séries  qui  définissent  les  transcendantes 
simples,  où  les  coefficients  sont  toujours  commensurables.  Mais, 
sans  nous  étendre  plus  longuement  là-dessus,  et  pour  revenir  à  ce 
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gui  concerne  notre  sujet,  nous  allons  justifier  les  dénominations 
l.e  module  et  de  son  complément,  données  k  k  et  k',  en  démon- 
uYant  cette  égalité 

Lies  deux  relations  que  nous  avons  obtenues  sont 

X-e«(a7)  =  H,(j7)    -4-A:'Hî(a7), 
e«(ar)  =  XH«(x)-+-A:'ef(ar). 

'IFaisons  dans  la  seconde  x  =  K,  après  avoir  divisé  les  deux  mem- 
lores  par  ^^{x)^  en  remarquant  qu'on  a 

e,(ar-f-K)  =  e(ar), 
^t,  par  suite, 

e,(K)  =  e(o), 

on  trouvera  précisément  Fégalité  qu'il  fallait  démontrer. 
11  en  résulte  cette  relation  entre  les  séries  infmies 

-h  (l  —  2^  -f-  'iÇ*  —  -iq^  -h  2^i«  — . .  .)* 

=  (l -h  2^ -+-  2^^  -f-  a^9  -f-  2^*<*  -h.  .  .)^i 

qu'il  est  extrêmement  facile  d'établir  directement  à  l'aide  des 
propositions  arithmétiques  connues  sur  la  décomposition  des 
nombres  entiers  en  quatre  carrés.  Mais,  laissant  encore  de  côté 
ces  questions,  nous  allons  compléter  ce  qui  concerne  la  défini- 
lion  même  de  k  et  k^  dont  nous  avons  obtenu  les  racines  carrées 
comme  fonctions  uniformes  et  bien  déterminées  de  lu.  Jacobi  a  fait 
voir  que  les  racines  quatrièmes  possèdent  la  même  propriété  en 
donnant  les  formules  remarquables  que  nous  réunissons  ici  : 


1.  ^^k  =  ^iVq'-i^, 


—  n^  —  «/*  -4-  <7-o  . 


q  —  q*  —  q*-... 

i.  =  v^â  Vq  '-^y'  +  y'^y"^-- 

3.  =  /i Vq     '-y-g^^y'^  •• 

^I  —  2^*-f-27*  —  2q^* — ... 
^     I  -h  2^  H-  2^*  -f-  2^9  -h..  . 
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Les  lois  de  ces  séries  sont  données  par  ces  formules  où  le  sig 
s'étend  à  toutes  les  valeurs  de  Tindice  n  de  —  oo  à  -+-  oo,  sav< 

1.  VJ./iVÎ-^ 


2?=-" 


n  /jin*-*-n 


./îy^-^'-"-'"" 


2(-  'y  9^"' 


y  al»'- 


2^- 

En  second  lieu,  et  pour  le  complément  du  module,  on  a 


«-^7  — ^  — 9*  — ^  -  •• 

^    I — 9  —  9* — ^-»-7>« —  — 
~   I  ^  9  —  9'  --  y*  -!-  ^'^  ^ . . . 

__     I  —  iq  —  AÇ*  —  i^»  —  2^**  —  — 
""  I  —  i</*  —  >^*  —  i^'*  —  ig^^  — . . . 

^   I  —  2  ^5  «^  » y^» 1  y  1»  —  2  y»«  —  . . . 

I  —  iq  —  jy*  —  iq*  —  iq^*  — ... 


ou,  en  motUnI  en  ô>idenoe  les  termes  généraux. 


>   V-  •  •' 


:ia*--« 


•    7"   ^    ^^ 


V  y»*^» 


/ 
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,_     y(-')"r' 


La  quantité  ^kk  qui  joue  aussi  un  rôle  important  est  donnée  par 
*®  développement  de  forme  semblable  aux  précédents  : 


VkV  ^^TiXJq 


y(-')'^"-' 


^€ 


Osons 


II.  —  Définition  de  sinamâr,  cosamâ?,  A  amo?. 
Équations  différentielles. 


I     H(ar) 


yjk    ^(^) 

^^    relations  algébriques  obtenues  précédemment,  et  qui  sont  ho- 
'^^ç^ènes  par  rapport  aux  quatre  fonctions,  donneront 

//*  -h  v»*  =  I  , 
A:*  a*  -h  w*  =  I . 

^*^  première  conduit  à  représenter  a  par  un  sinus,  v  par  un  cosi- 
^^s;  c'est  ce  qu'a  fait  Jacobi,  et,  en  adoptant  les  notations  de  Til- 
^^^sire  géomètre,  nous  poserons 

//  =  sin  ain:r, 
V  =  cos  ain:r, 
t^  =  A  am^r. 

Le  sinus,  le  cosinus  et  le  A  de  l'amplitude  de  la  variable  x  seront 
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ainsi  les  trois  fonctions  doublement  périodiques  fondamentales 
Nous  voici  amenés  maintenant  au  point  en  quelque  sorte  le  pliE  s 
essentiel  de  la  théorie,  où  Ton  a  pour  but  de  les  définir  par  troi 
équations  différentielles. 

Considérons  à  cet  effet  la  dérivée  de  e/,  à  savoir  : 

du  ^  J__  H'(x)e(x)  —  H(a:)e'(T)  _  ^(x) 

Cette  dérivée,  comme  la  fonction  elle-même,  admet  la  période 
2/K'  et  ne  fait  que  changer  de  signe  lorsqu'on  changea  en  j:-f-2K 
ayant  donc  pour  le  numérateur  la  valeur 

on  tirera  immédiatement  des  relations 

e«(a'-4-2K)   =e«(r), 

auxquelles  donne  lieu  le  dénominateur,  celles-ci  : 

4>(r-+-9.K)    =^(x), 
<P(x  -h  'liK')  =  ^(x)e      ^ 

Or,  d'après  ce  qui  a  été  précédemment  établi  (p.  160  et  161),  on  a 

<P(x)  =  «1  4>i(ar)  -f-  «8  ^i(x)  =  m  ^(x)  H(ar)  -h  nii  iii(x)  H|(ar), 

m  et  nii  désignant  des  constantes.  Observant  donc  que  u  change 
de  signe  avec  x,  et  que,  par  suite,  -y-  est  une  fonction  paire,  on 
voit  que  la  partie  impaire  mS(x)}i{x)  doit  disparaître;  ainsi 
/w  =  o,  et  l'on  a  simplement 

4>(a")  =  Wiei(T)H,(:r). 
En  divisant  par  S'^{x)  et  faisant 


X' 


=  î^> 


il  viendra 


ax 
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Civile  constante  y.  représente,   puisque  la  fonction  u    s'évanouit 

^  'Xf  ec  X,  la  limite  du  rapport pour  x  =  o,  limite  qui  dé- 

f>^nd  en  général  des  quantités  K  et  K'.  Mais  nous  avons  précé- 
i ^sminent  remarqué  que  l'expression  des  fonctions  B{x)ïl{x)  ne 

_     K      K' 

c^ftiangeait  pas  en  y  remplaçant  x,  K,  K'  par  — .  ->  —  >  et  que  cette 

r"      r"        r" 

t^  Srconstance  serait  utilisée  pour  particulariser  d'une  certaine  ma- 
■=:^ière  les  périodes.  D'après  cela,  nous  allons  introduire  une  rela- 

•-  îon  qui  aura  pour  efl'et  de  rendre  égale  à  l'unité  la  limite > 

s^fin  de  rapprocher  en  ce  point  essentiel   le  sinus  d'amplitude  du 
s^inus  trigonométrique.  Ayant 


3inam(^) 


a  V^-sin— =^  (  I  — 2^*cos-=T-  -^q^  )[  i  — ï^^cos-r^-f-^*  1... 
^  l\  —  iq  cos  -—  H-  ^*)  (  I  —  '^^^  cos  ~  -*-  ^'j  ••• 


nous  ferons,  pour  j?  ==  o. 


ou  bien 


{kK  ^  y-  r(c-yt)(|_y4)(,_^6)..    T» 
^  ^^L(l-^»(I-^')(I-^*)...J   ' 


Ainsi,  en  admettant  que  les  quantités  R  et  K'  vérifient  cette  condi- 
tion, nous  aurons 


du 
dx 


c'est  la  première  des  relations  différentielles  que  nous  voulions  éta- 
blir. Les  autres  en  découlent  à  l'aide  des  équations 


«î  -h  pî  =1, 
k^  a*  -H  tv*  c=  I . 

tx.  sont 

dv 
dx 
dw 
dx 
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Plus  généralement,  on  aura 


dx^n 


=  (  Aa  -I-  A|  a*  -h  AtM*H-.  ..-h  AnM*")  ««» 


les  coefficients  étant  des  fonctions  entières  de  k^.  On  en  dédui  «^     ^ 
développement  qui  subsiste  entre  les  limites  —  i  et  -f-  i  de  la     '^^ 
riable,  et  où  Ton  a  fait 


ii  =  jr  — iAra-^  h- 4A:«(3i« -^  3)         ^ 


1.2.3       -  /  1.2.3.4.5 

—  8A^»(«'-*-33a[) — ^ hi6A:*(a*H-3o6a*H-i89)       ^ 


1.2. ..7  1.2. ..9 


—  32A:»(  ac»  -h  2766a»  -h  828901) 
On  trouve  de  même 

V  =1——  -h(i-f-4^«) — ^Vt  — (»-^44A:«-t-  i6A:^)       ^* 


1.2       '        ■*     '  1.2.3.4       ^        ^  '  1.2. ..6 


(I -h4o8A:« -H9i2A:^H- 64A:«) 


1.2. ..8 


iv  =  I— A:*  —  -hA:*(4-+-A:«)  — ^^  _  A-î(,ô-k  44A:»h- A:*)       ^* 


1 .2  '^1 .2.3.4  V  t  /  j   .j      5 


-+- A:»(64 -+- 9iaX-« -4- 4o8/t* -h  A:«) 


1.2...8 


M.  Giidermann  (*)  a  fait  la  remarque  qu'on  pouvait  poser,  au' 
termes  près  du  cinquième  ordre, 


sin 
u  = 


in  (x  v^i  -+-  A*) 


/iH-A:« 

et 

p  =  cosar,         iv  =  cosA::r, 

en  négligeant  seulement  j?*,  ce  qu'on  vérifiera  sans  peine  par  le 
développement. 

Voici  donc  une  nouvelle  et  complète  définition  des  trois  fonc- 
tions doublement  périodiques,  en  joignant  aux  équations  dilFé- 

(')  Journal  de  C  relie  y  t.  19. 
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i*entielles  les  valeurs  initiales  w  =  o,  i^  =  i ,  (v  =  i  poiir  x^=o.  En 
f>sirticuUer,  la  fonction  sinam(j;)  sera  déterminée  en  posant 

J^     v/(,_tt«)(i-A:«a«)' 
^m  c'est  cette  intégrale,  ou,  plus  généralement, 


/ 


F(u)du 


/(i  — a«)(i  — A-«a*) 


n  désignant  par  F{u)  une  fonction  rationnelle,  dont  l'étude  a 
uvert  la  voie  pour  parvenir  aux  fonctions  elliptiques.  On  recon- 
■zi&aît  ainsi  l'origine  de  cette  expression  de  fonctions  inverses,  dont 
^[zious  avons  plusieurs  fois  fait  usage,  puisque  //  est  la  fonction  in- 
"^erse  de  l'intégrale  dont  la  valeur  est  x,  et  l'on  peut  juger  quel 
^  ong  enchaînement  d'idées  et  quels  efforts  il  a  fallu  pour  parvenir 
^e  là  aux  notions  de  fonctions  doublement  périodiques  et  aux  se- 
:Bries  qui  nous  ont  servi  de  point  de  départ.  Mais  ce  long  travail  a 
^té  fécond  pour  la  Science;  c'est  comme  conséquences  de  ces  re- 
<!herches  que  nous  ont  été  acquises  plusieurs  notions  analytiques 
entièrement  fondamentales,  et  en  particulier  ce  que  nous  savons 
sur  le  mode  même  d'existence  des  fonctions  intégrales.  Après  avoir 
trouvé,  par  exemple,  que  sinam(j:)   ne  change  pas  lorsqu'on 
change  ;ren  x  -h  4^^^-^  2  w'/K',  m  et  m'  étant  des  nombres  en- 
tiers, on  a  dû  nécessairement  rechercher  dans  l'intégrale 


/ 


du 


/(i— a«)(i  — A:»a») 


la  raison  de  cette  sorte  d'indétermination  qui  donne  naissance  à  la 
périodicité  dans  la  fonction  inverse.  M.  Cauchy,  dans  son  Mé- 
moire sur  les  intégrales  prises  entre  des  limites  imaginaires,  avait 
donné  les  principes  essentiels  de  cette  étude  si  importante;  elle 
a  été  complètement  faite  par  M.  Puiseux,  dans  un  excellent  travail 
intitulé  :  Recherches  sur  les  fonctions  algébriques  {Journal  de 
.1/.  Liouville^  année  18.10),  et  auquel  nous  renvoyons  le  lecteur. 
Un  autre  résultat  encore  consiste  dans  ce  sens  plus  complet  et  plus 
approfondi,  que  l'on  a  été  conduite  attacher  en  Analyse  à  l'expres- 
sion même  de  fonction,  en  reconnaissant  et  en  caractérisant, 
entre  les  divers  modes  de  dépendance  de  deux  quantités,  des  dis- 
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tinctions  essentielles  et  dont  les  recherches  auxquelles  a  donné 
lieu  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  ont  montré  toute  l'impor^ 
tance.  Ainsi  ont  été  proposées  ces  questions  dont  Fobjet  est  de 
reconnaître  dans  la  définition  même  d'une  fonction,  donnée,  par 
exemple,  par  une  équation  différentielle,  si  elle  est  uniforme  ou 
non,  et  dans  le  premier  cas  si  elle  est  entière  ou  fractionnaire. 
Les  résultats  les  plus  beaux  par  leur  grande  généralité  qui  ont  été 
obtenus  dans  cette  voie  sont  dus  à  M.  Weierstrass  (')  et  à 
M.  Riemann  (*'*). 


III.  — />«  quantités  K  et  K'. 

En   particularisant  les  périodes   de  manière  à  rendre  égale  à 

Tunité  la  limite  du  rapport pour  x  infiniment  petit,  nous 

sommes  parvenus  à  l'expression 

/ïK  ^  4 -  r(i~y')(i-yM(i-y*)..."l« 

^  ^^  L(i-^)(i~^')(i-7*)--  J  ' 

qui  conduit  à  une  conséquence  importante.  Observons  d'abord 
qu'en  supposant  x  =  K  et,  par  conséquent,  sinamK  =  i  (*)  dans 
l'expression  en  produit  infini  de  sinamx,  on  aura 

^  ^y  I  (i-t-^)(i-h7M(i-H7*)..-J 

Rn  divisant  membre  à  membre  ces  deux  équations  et  extrayant 


(')  Théorie  der  Aùel'schen  Functionen  {Journal  de  C relie,  i856).  Voyez 
aussi  diverses  ^otes  de  M.  Cauchy,  publiées  à  cette  époque  dans  les  Comptes 
rendus,  et  un  Menioire  de  MM.  Brioi  et  Bouquet  :  Sur  l'intégration  des  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre. 

(^)  Allgemeine  Vorausaetzungen  und  Hiilfsmittel  fiir  die  Untersuchung 
von  Functionen  unbesclirankt  verànderlicher  Grossen.  etc.  {Journal  de  CretUy 

i857). 

(^)  On  trouve  que  siiiamK  =i   par  la  formule  sinamj?=  -7:^   ~ »  en  se 

rappelant  que  par  définition  v'^^"  =  ttt-^x»  page  i6j. 
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Isk  racine  carrée,  il  en  résulte 

4/11=     r(i-y«)(,-y^)(,-.y6)...i 

V  ^        L(i-^)(»-7')(i-^*)...  J 

r(i-hy)(i-hy»)(,-|-y5)...1 

L(I-+-^«)(I-+-^M(l-^-yM..J' 

^^-ipression   susceptible    d'une    simplification   remarquable.    Em- 
^z^loyons  à  cet  effet  la  relation  donnée  par  Euler 


on  obtiendra  d'abord 

(i-7)(i  — y»)(i-^*)... 
<l  en  remarquant  ensuite  que 


=  (,-.^t)(l-^i)(,-^€)... 

x(iH-^)  (n-y«)(i-f-^»)..., 


(i-h^)(iH-yM(i-+-^')...=      (n-y)(n-y»)(i-H^»)... 

X(l-4-^«)(l-^gr*)(|-4-gr«)... 

on  verra  tous    les   dénominateurs   disparaître  dans  la  valeur   de 
1/ —  >  qui  deviendra  ainsi 


^ 


^  =  (l-.gr«)(i_yV)(,-^6)...[(.^y)(,-+.^»)(l-h^»)...]«. 


Cela  étant,  si  l'on  pose  x=  o  dans  la  formule  précédemment  dé- 
montrée 

0i  1  1  =  I  -+-  2^  cos2J7-f-  27*  cos4j?  -<-  2^»cos6a7  -f-. . . 

=  (l  -+-  ÀÇ  COS2J7  -f-  ^*)(l  -4-  2^'  C0S2X  -h  ^«  ) 

X  (l  -+-  2^*COS2ar-h7'0).  .  .(I  —  ^*K'— 9'*)(ï  —^* )•••<» 

il  viendra 

81(0)  =   H-2^  H- 2^*  -H  2^»H-.  .. 

d'où  ce  résultat,  qui  est  d'une  grande  importance  dans  la  théorie 
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des  fonctions  elliptiques, 


v/^ 


=  ©i(o)  =i-f--2^-t-  iq^-t-  iq'  -h 


On  en  déduit,  en  ayant  égard  aux  équations 

Jt  =  ^^^>  -  "'(°) 
^        ©(K)-e,(o)* 

les  deux  suivantes  : 


l/li^   =Hi(0)   =-2  V^'^-+-2v/y9-*-!iV^^"-h2V^yi»  -+-..., 

'ik'K 

=  e    (o)   =1  —  2Ç'H-2^*  —  2^9-+-.... 

C'est  la  seule  quantité  K  qui  donne  lieu  à  des  relations  de  cette^== 

forme  ;  la  quantité  R',  entrant  d'une  manière  différente  dans  l'ex — 

_    !^ 
pression  q  =  e      *',  ne  parait  pas  susceptible  de  développements 

analogues  en  série.  Mais  toutes  deux  s'expriment  d'une  manière 
parfaitement  semblable  à  l'aide  des  modules  k  et  k'  par  ces  inté- 
grales définies 


u«) 


comme  nous  allons  le  démontrer. 

Précédemment   nous    avons   déjà   fait   voir   que    sinamK==i; 
remarquons  maintenant  qu'en  faisant  x=K  dans  les  relations 


e(x-hiK')=iU(x)e    ''^^  ^"^'     ', 
H(x-^lK')  =  ie(x)e    *k'-^-*-'     \ 


et  en  divisant  membre  à  membre,  il  viendra 

H(K-hiK')  ^  e(K)  _  j_ 
e(K-i-iK')  -  H(K)  -  /jf' 

I     Uix)  ,  ,  I 

par    conséquent,     sinamar  =  —  ^-^ — -   aura    la    valeur    j    pour 
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,a7  =  R  -h  iK!.  Ayant  donc 

r"  du 

xious  en  conclurons  que 

K=  l'  "^^ 


K  -f- 1 K' 


=i 


•*  du 


^t,  par  suite,  en  retranchant  membre  à  membre, 
Or,  en  faisant 


y/,_A-'*t,i 


cette  dernière  intégrale  deviendra 


J,     v/(i  — v^«)(i  — A'«i^«)' 


ce  qui  donne  le  résultat  annoncé. 

Mais  ce  que  nous  venons  de  dire  laisse  subsister  une  lacune 
importante  :  nous  sommes  en  etVet  à  l'un  de  ces  points  de  la 
théorie  des  ^fonctions  elliptiques  qui  appellent  de  nouvelles  re- 
cherches pour  être  aussi  complètement  traités  qu'on  peut  le 
désirer.  En  passant  de  l'équation  différentielle 

a  la  relation 

r"  du 

"""X     /(i-"*)(i-/:*a*)' 

on   laisse  absolument  arbitraire  la  loi  de  succession  des  valeurs 
de  Ja  variable  u  dans  l'intégrale,   de  sorte  que  les  relations  précé- 
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dentés 

du 


•"/W 


J^    v/(,-Mi)(,_A:«ii«) 


n'auront  un    sens   entièrement  déterminé    qu'en  'définissant  1^ 
chemin  (•)  décrit  par  la  quantité  /<  =  sinamj?,  lorsque  x  vari^ 
de  zéro  à  K,  puis  de  R  à  K  H-  *  R',  et,  comme  l'argument  x  peu^^ 
varier  entre  ces  limites  suivant  une  infinité  de  lois,  il  faut  de  pla^ 
connaître  comment  les  chemins  correspondants  qui  en  résultent- 
donnent  tous  au  point  de  vue  de  l'intégration  par  rapport  à  i/  le 
même  résultat.  C'est  seulement  dans  le  cas  où  l'on  suppose  R,  R, 
et  par  suite  Ar,  des  quantités  réelles,  et  qu'on  se  donne  ces  lois 
particulières 

X  = / 

ar  =  K  -H  —^  T, 

/  et  T  croissant  de  o  à  -  d'une  manière  continue,  que  l'on  peut 

traiter  la  question  que  nous  avons  posée. 

Et  d'abord  on  voit  que  //  =:sinam  ( )  est  réel  par  le  dé\e- 

loppeinent 

/2K  A        21  ^sin/—  >.v  7»  sin  3/  -h  •>.  i  V*  sinS/— ... 

sinain  (  )  =  -^-^ ^^ ; 2— ï— : . 

\     7t    /         I  —  iq  cosAt -^  x  q^  cos\  t — jigr»  cos6  ^  H-. . . 

D'ailleurs  entre  les  limites  zéro  et  R  la  dérivée 

di  "  /Â-        ^*Til       ' 

dont  la  valeur  initiale  est  Tunité,  sera  toujours  positive.  Elle  ne 
peut  eirectivemenl  s'annuler  qu'en  faisant 

H, (a-)  =0, 

(  '  )  Nous  supposons  que  tes  notions  fondamentales  dues  à  M.  Cauchy  sur  la 
représentation  géométrique  des  imaginaires,  et  sur  les  intégrales  prises  le  long 
d'une  courbe,  sont  connues  du  lecteur. 
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c'est-à-dire  (voyez  p.  i43), 

X  =  f  2/n-»-  i)  K-+-  2/n'iK', 

a?  =  (  2  /n  -h  I  )  K  -H  (  2  m'  -^  I  )  I K', 

et  aucune  de  ces  racines  n'est  comprise  dans  Tintervalle  consi- 
déré, la  valeur  J7=K  se  trouvant  précisément  la  limite  supé- 
rieure de  cet  intervalle.  Nous  conclurons  de  là  que,  t  croissant 
de  o  à  -  »  a  croît  de  même  de  o  à  i  et  que  dans  l'expression 


l'intégrale  est  prise  dans  le  sens  habituel. 
Soit  en  second  lieu 


J?  =  K  H 


comme  on  a 


H(K.iip).„,(îi£;), 
,(K.iiiL').„(îi^), 

on  pourra  écrire 


/■          2iK't\          I        M      r      7 
sinam  (  K  H )  =  —z. ; — t^t-, » 


et  en  introduisant  les  fonctions 


sin am  (  K  H J  =  -— — .-.,       , 


(m' 


I      ï  —  2^,,  COS2":  -¥■  xql  cos4t  —  iql  ces 6t.  . . 
Jjç    I  -»-  2^0  C0S2':  -+-  2yJ  008  4*:  -^iq%  cos6t.  . . 

ce  qui  est  encore  une  quantité  réelle  (*).  On  conclura,  comme 


(*)  On  se  rappelle  que  7«  =  e       ^\  voyez  p.  i58. 
H.  -  II. 
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tout  à  l'heure,  que  la  dérivée  par  rapport  à  t,  qui  est  nulle  aux 

deux  limites  t  =  o,  t  =  -t  ne  peut  s'évanouir  dans  leur  intervalle, 

de  sorte  que  c'est  encore  dans  le  sens  ordinaire  d'une  intégration 
rectiligne  que  l'on  a  l'équation 


d'où  nous  avons  tiré 


é 

K'=  f'  '^" 


Avant  de  quitter  ce  sujet  et  afin  d'en  {montrer  la  difficulté 
lorsque  K,  K'  et  A*  sont  imaginaires,  je  remarquerai  que  la  suppo- 
sition qui  vient  le  plus  naturellement  à  l'esprit,  qu'on  peut  faire 
varier  x^  par  exemple,  de  o  à  K,  suivant  une  loi  telle  que  u  soit 
constamment  réel,  ne  saurait  élre  admise.  Autrement  dit,  il  est 
impossible,  en  général,  que,  dans  l'expression 


rintégrale   soit  toujours    rectiligne,   comme  nous   l'avons   trouvé 
tout  à  l'heure. 

ElVeclivement,  soient 

a,  />,  (\  d  étant  des  nombres  enlier>  qui  vérifient  ces  conditions  : 

ail  —  hc  =r  I , 


Kn  posa  11  1 


V   inod-2. 


^=. 
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OD  aura 

23C:f\       (—1)      *       9. /^sina?  — 2/^  sin3ic-+-2/5"  sinSa: — ... 
^         I — 2^cos2J7H-a^cos4iF  —  2^cos6a?-4- ... 


(^')='- 


3e  qui  est  la  même  expression  analytique  (*),  au  signe  près  en 
K  et  tX',  que 

(aKa7\         I     2  %/ g  s'xnx  —  i\/g^  s'in3x -^  2  t/g^*  s'in  5  X — ... 
)  =  -7=  —^^ ^^-^ 1 ; ^^-^"5 5 — ; 
^    /        yk   '  —  27  cosaa? -♦- 2y*  cos4a:  —  2^»  cos3a7-4-. . . 

en  K  et  R'.  On  en  conclura  que  tK  sera  donné  comme  R  par  l'in- 

^'  *  du 

léffrale  /       .  Or,  en  supposant  b  différent  de  o, 

la  valeur  imaginaire 

^  =aK-hbiK' 

ne  pourra  évidemment  résulter  que  d'une  intégrale  curviligne. 
Mais  voici  un  résultat  important  et  qui  subsiste  quel  que  soit  le 
mode  d'intégration  :  c'est  que  les  quantités  R  et  R'  vérifient  la 
même  équation  linéaire  du  second  ordre 

dont  l'intégrale  avec  deux  constantes  arbitraires  C  et  C  est  par 

suite 

z  =  CK-hG'K'. 

Cette  équation  conduit  au  développement  de  R  et  R'  sous  cette 
forme  :  soient 


(*)  Les  relations  analogues  rclativemenl  à  rosam(2;)eL  Aain(^)  sont 

/aOCa;\  ttL     /J  2yâcosx-f-iv^5>»co83a?-h*v^5"cos5x-4-... 

cos  am  ( )  =  (-  i)   «     1/77         ^ ^  ^ —^^ , 

\    t^     /  \   K    I  —  a^cosaar -ha^*  cos4a:  —  3  ^•cos6j?h-... 

[2tKx\  -    /-,  i-H  2 '^cosaar  H- 2^*  cos4a?-l- a  ;^'cos6a? -h.. . 

\     it    /  ""  1 —2  ^cos2j7 -h  2  ^*  cos^a?  —  2  ^cos6a?-f- . ..  ' 

00  en  déduit,  en  supposant  x  =  o,  ce  qui  concerne  ^k  et  sjk'  lorsqu'on  y  change 
K  et  K'  en  ÎK  et  »C'. 
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et  k«,  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  suite,  on  aura 
R=îk, 

K'=klog|-rk-i)-:^(k-k,)-JL(K-K,)-.... 

On  en  déduit  aussi  cette  propriété  remarquable,  à  laquelle  nous 
parviendrons  plus  loin  par  une  autre  voie  : 


KJ'-JK'=  - 


en  faisant 


1 


Addition  des  arguments.  —  Théorème  d'Abel. 

C'esl  Euler  qui  a  donné  le  premier  les  formules  pour  exprimer 
sinani(a -h  6),  cosam(^/ -h  6),  Aam(a-f- é),  au  moyen  des  fonc- 
tions semblables  relatives  aux  arguments  a  et  6,  et  cette  impor- 
tante dccou\erte  a  été  le  point  de  départ  et  la  base  des  travaux 
qui  ont  fondé  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  de  même  à  peu 
prrs  qu'en  Trigonométrie  élémentaire  on  est  parvenu  aux  pro- 
priétés analyti(jues  du  sinus  et  du  cosinus  en  partant  des  relations 
(jui  donnent  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  somme  de  deux  arcs,  en 
fon(*lion  des  sinus  et  cosinus  de  ces  arcs.  L'illustre  analyste,  par 
une  sorte  de  divination  restée  célèbre  dans  Thistoire  de  la  Science, 
obtint  sous  forme  algébrique  l'intégrale  générale  de  Téquation 

du  du' 

(I) 


y/ (  I  —  a*  ) n  —  A*  «i*  )        ^iï  —  a  *  )  (  I  —  A*  m'*) 

Or  ce  résuhal  revient  exactement  à  l'expression  du  sinus  d'ampli- 
tude de  la  souuiK^  de  deux  arguments,  comme  nous  allons  le  mon- 
trer. Kll'ecli veulent,  en  désignant  par  C  la  constante  arbitraire, 
l'intégrale  est 


,  _  1/  yA  I  —  M*  )  (^  I  —  A*  U'  )  H-  M  v'(  *  —  w*  )(  I  —  A-  u^) 
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Mais  si  l'on  fait, 

u  =  sin  amaf 
a'=  sin  ama', 

l'équation  (i),  réduite  à  la  forme 

da  -+-  dd  =  o, 
donne  immédiatement 

a  -4-  a'  =  c. 

Voilà  donc,  sous  deux  formes  différentes,  l'intégrale  d'une  même 

équation  différentielle,  et  l'on  devra  passer  de  l'une  à  l'autre  en 

ët'iblissanl  la  relation  qui  lie  les  deux  constantes  arbitraires.  Je 

remarque  à  cet  effet  que  c  est  évidemment  la  valeur  de  a  pour 

<x'  ^  G,  et,  si  l'on  fait  semblablement  a'  =.  o  et,  par  suite,  m'  ==  o 

dans  Téquation  (2),  elle  donne  c  =  u  =  sinama.  La  relation  entre 

les  constantes  est  donc 

G  =  sin  amc. 

-Ainsi  la  valeur  de  C  en  u  et  //'  donne  précisément  la  détermina- 
«^ion  de  sinam(a  +  a')  en  fonction  algébrique  de  sinama  et 
-^inam  a',  La  Géométrie  fournit  aussi  plusieurs  méthodes  extrême- 
fnent  intéressantes  pour  parvenir  à  ce  même  résultat;  ne  pouvant 
"î  ci  les  indiquer,  nous  nous  bornons  à  donner  sous  sa  forme  analy- 
*  ique  si  remarquable  le  théorème  découvert  par  Abel  pour  l'addi- 
•Cion  d'un  nombre  quelconque  d'arguments. 

I.  —  Théorème  d'Abel. 

Les  expressions  de  sinam.r,  cosama?,  Aama?  par  H(jr), 
ïl(.r),  etc.,  fournissent  les  relations  suivantes  qui  établissent  la 
double  périodicité  de  ces  fonctions,  savoir  : 

\  sinam  (a: -♦- 2K)     =  —  sinamor, 
f  sinam  (rr -t- 2f  K')  =  H- sinaina?; 

.  ces  am(j* -+- ^K)     =  —  cosamar, 
cos  Bm{x  -{-  liK'  )  =  —  cosam:<t*; 

.  Aam    (x-^iK)     =-f-AamrF, 
Aam    (a:-+-2iK')=  —  Aamâr. 
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Or  on  remarque  que  les  trois  fonctions  se  reproduisent  dans  le 
second  membre  au  signe  près,  de  sorte  que  les  diverses  combinai- 
sons deux  à  deux  de  ces  signes,  pour  Tune  et  Pautre  période, 
forment  pour  chacune  d'elles  un  caractère  spécial  et  qui  lie  entre 
elles,  d'une  certaine  manière,  toutes  les  fonctions  plus  générales, 
composées  de  sinam^,  cosamx,  A  amx,  qui  à  l'égard  des  périodes 
satisferont  aux  mêmes  relations.  Ainsi,  en  désignant  par  F(x)  et 
/{^)  deux  polynômes  entiers  en  sinam^  respectivement  des  de- 
grés n  et  n  —  i ,  et  faisant 

<pi(x)=  sin  amâ?  F(sin*  amjr)  H -z /(sin'ama:),    . 

«p,(ar)=  cosamâ?  F(cos*amj?)  n t /(cos^amar), 

(p,(a?)=  Aamâ7F(A<ainjr)         h ^ /(A*ainx;, 

on  aura,  comme  précédemment, 

j®,(j:h-2K)     =  —  ©,(3?), 
I  <pi(a?-^atK')=-Hç,(x); 

jj  1  <pi(a:-i-2K)     =  — ^,(ar), 

I  <p,(a:-t-2iK')=  — çi(ar); 

jjj  j  ft(x-+-2K)     =H-«p,(ar), 

î  Os(ar-f-2«K')=— <p8(ar). 

Ce  sont  ces  diverses  expressions  qui  figurent  dans  le  théorème 
que  nous  allons  établir,  ou  plutôt  encore  la  suivante  qui  possède 
le  caractère  résultant  de  la  quatrième  combinaison  possible  des 
deux  signes  dans  le  second  membre,  savoir  : 

<ç>(j--4-2K)     =-f-ç(x), 
ç(a:-+-2iK')  =  -f-ç(x). 

En  désignant  par  F{x)  et  F«(x)  des  polynômes  respectivement  de 
degré  n  ei  n  —  2,  f  (-p)  sera  représenté  de  celle  manière,  savoir  : 

s  désignant  inditTéremment  sin  am  j;,  cosamx,  ou  A  am  x.  Mais, 
soil  pour  fixer  les  idées,  z  =  sinamx,  et  afin  de  mettre  en  évi- 


f 
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dence  dans  cp(^)  le  numérateur  et  le  dénominateur,  employons 
l'expression  3  =  -—  ^  "'  >  qui  conduira  évidemment  au  dénomi- 
i:^ateur  6^'*(x),  de  sorte  qu'on  pourra  écrire 

Cela  posé,  ayant 


V  ^  relation 


e«''(a?-+-2£K')  =  eî«(ir)e    '"  k  <'"*"'^'^^ 


<l>(ar)  =  «p(ar)e"»(ar) 

^=lonne  immédiatement,  en  ayant  égard  à  ce  que  cp(j?)  admet  les 
(=>ériodes  2K,  2  eK',  ces  deux  conditions 


^  '>  '  _,„gF,.^,M', 


^)r  on  peut  satisfaire  à  ces  relations,  et  de  la  manière  la  plus  gé- 
siérale,  en  n'employant,  bien  entendu,  que  des  expressions  en- 
tières, si  l'on  fait,  en  désignant  par  A  un  facteur  constant, 

4>(a:)  =  AH(ar  —  «1  )  H(ar  -  a,). . . H(x  -  a,„). 

Effectivement,  on  vérifiera,  à  Faide  des  équations 

H(a?  — a-+--iK)     =— H(a?  — a), 

qu'il  suffit  pour  cela  de  poser  la  condition 

a,  H- «j -+-... -4-  %in  =0. 

Les  quantités  a,,  aj,  ...,  '^2n-\  restent  donc  arbitraires,  ainsi 
que  le  facteur  constant  A,  et  il  est  aisé  d'établir  que  la  fonction 
entière,  la  plus  générale  qui  satisfait  aux  relations  (1),  ne  contient 
pareillement  que  àh.  constantes  arbitraires. 

Soit,  en  eflet. 


'^=-^-  ITTX 


*(^)=     y]     Ufne^i^ 


m=z~  » 
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OU  plutôt 

m*        iizjt' 

la  seconde  des  relations  (i)  donnera  la  condition 

ce   qui  ne   laisse   subsister  dans  l'expression   de   ^{x)   que   le^^ 
2  n  constantes  ao ,  «  i .  . . . ,  ci^n- 1  • 
Nous  pouvons  ainsi  poser 

et  cette   équation  remarquable  aura  également  lieu  en  prenanC:- 
pour  ©(^r)  la  fonction  déduite  de 

en  faisant  z  =  cosam.r  et  5  =  Aamx. 

Maintenant,  une  analyse  toute  semblable  donnera,  à  l'égard  des 
trois  fonctions  o«  (j^),  «p2(-p),  o^{x)^  les  théorèmes  suivants,  où  A,, 
Aa,  A3  désignent  des  constantes,  savoir  : 

A,H(.r-a,)H(j--a,)...H(:r  — 2,;,^,) 


?i(.r): 


At  Ht  (  j-  —  g,  )  Ht  (j-  —  g»  ). . .  Ht  (37  —  a«n-n) 

e««-+-»(.r)  ' 


^     ^    •  A3e(j-  — a,)e(j'— a,)...e(ar— ai„^,) 

^'^^^= e*-Hx; ' 

et  l'on  aura  encore  entre  les  quantités  a  la  relation 
ai  -r-  2,  -+- . . .  -+-aj„^,  =  o. 

('/est  dans  la  conséquence  que  nous  allons  en  déduire  que  con- 
sisle,  à  proprement  parler,  le  ihéorème  d'Abel. 

Nous  partirons  à  cet  effet  des  équations  relatives  à  o{x)  et 
îpi  {x)  où  ligure  la  fonction  W{x)  qui  s'annule  avec  x  et  met  ainsi 
i^w  évidence  les  racines  des  équations  c5(j7)=o,  ©|(j?)  =  o.  En 
particulier,   considérons  la  fonction  ^(^),   où  trois  cas  différents 
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*^    présentent  et  correspondent  à 


z  =  sinani.r, 
z  =  cosamx, 
z  =  Àam:r. 

Les  poljnoines  F  et  F|  introduisant  a  n  constantes,  on  pourra, 
^yant  pris  égal  à  Tunité  le  coefficient  de  5'^",  déterminer  les  2  /?  —  i 
autres  coefficients  par  les  équations  du  premier  degré 

ç(a,  )=o,         ç(a,)=:o,  ...,         Q(a,„_,)=o. 

Cela  fait,  la  relation  (1)  nous  montre  qu'on  aura  encore  ©(or)  =  o 
pourjr  =  a2„,    c'est-à-dire  d'après   la   condition   posée   entre  les 

quantités  a 

^  =  —  (  2i  H-  «ï  -h . . .  -+-  a,«_,  ). 
Or  le  produit 

fF(..)+g,F.(,.)][F(..)-g.F.(..)] 

donne  dans  les  trois  cas  que  nous  avons  à  considérer  un  polynôme 
entier  de  degré  ^n  et  ne  renfermant  que  des  puissances  paires 
de  5,  car  on  a  successivement  pour 

«=sinamâ:  (  ;7~  )    —      ('  —  -»*)  (i  —  A:*-s*), 

<«  =  cosam.r  (  ;7"  j   =      (i  —  i*)  (A'* -H  A-*«*), 

ûans  le  premier,  ce  polynôme,  décomposé  en  facteurs,  sera  donc 

(«*—  sin*amai)(^«  —  sin^amaj)-  •  .(2*—  sin^amajj,,  -t) 
X  [««— sin«am(a,  -h  «j  -4-. .  .-4- aj«_,  )], 

dans  le  second 

(«*  —  ces* am ai) (5*  —  cos^amaj). .  .(^*  —  cos*ainaj„_i  ) 
X  [-«*  — cos'am  («i  -+-  aj -h . . . -+-  aj,,-,  )], 

et  enfin  dans  le  troisième 

(«*  —  A*  amai  )(<3>— A*amaj). .  .(«*—  A*aniat„_i) 
X  [«*  — A^am^a,  -r-a,  -h.,  .-t-aj^-i  )J. 
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Les  identités  que  nous  venons  ainsi  d^établir  donnent  un  résul- 
tat important  lorsqu'on  y  fait  2=0.  Si  l'on  désigne  en  effet,  sui- 
vant les  trois  cas,  par  L,  M,  N  le  terme  qui  ne  contient  pas  s 
dans  le  polynôme  F(3*),  on  obtiendra  les  relations 

diL 

sinam  (ai +ais  +  ... +at„-i)  =  -r 


cosain(ai  -♦-  «j -4- . . .  -f-  sjn-i)  = 
Aam     (a,  -+-  a,H-...  -f- «,„_,)  = 


sinamsi  sinamas. . .  sinamstn-i 

±M 

cos  am  Xf  cos  am  «« . . .  cos  am  a«i,-i 

diN 


Aamai  AamS].. .  À  amstn-i 
Des  conclusions  toutes  pareilles  seront  données  par  la  fonction 

/    X                      c/  •  •                  rfsinama?  -,  .  , 
çp,( ar)  =  8in  lAtnx  F(sin<am:r)  h ^ /(sin'amâr), 

où  F  et  /  introduisent  2/14-1  constantes  arbitraires.  En  prenais-  "^ 
encore  égal  à  l'unité  le  coefficient  de  la  puissance  la  plus  élevé  ^ 
dans  F(«^)  et  déterminant  les  autres  coefficients  par  les  condition  ^^ 

<Pi(ai)  =  o,         «p,(«,)  =  o,         ...,         o,(a,,)  =  o, 
on  aura 

8in<ama?F*(sin>amâ7)  —  (  ^ j  /«(sin*  ama?) 

=  (sin'amjT — sin^aina|)(sin*ani2r — sin'amxs). .  .(sin'ama?  —  sin^amam.. • 

X  [sin*  ama:  —  sin*  am  («t  •+■  ^t  -H.  •  «-H  ^tn  )]• 

Ce  second  théorème  donnerait  la  valeur  de 
sin«  am  (  2,  +  at,  -h . . .  -h  Xj^  ), 

où  figure  un  nombre  pair  d'arguments,  mais  le  premier  a  l'avan- 

tage  de  conduire  en  même  temps  à  l'expression  de 

sin  am  (  a,  H-  at,  -f- . . .  -h  a,«.-i  ), 

cos  am  (  Xt  -H  aj  -H . . .  -H  Xj„_i  ), 

A  am  (  Xt  -4-  aj  -+- . . .  -I-  a,„_|  >, 

OÙ  il  importe  peu  que  le  nombre  des  arguments  soit  impair,  car 
rien  n'empêche  d'en  supposer  un  égal  à  zéro.  Une  dernière  consé- 
quence à  cet  égard  nous  reste  encore  à  établir.  Observons  que  les 
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équations 

çp(ai)  =  o,         ïp(a,)  =  o,         ...,         ç(a,n-i)  =  o, 

OU,  pour  abréger, 

ç(a/)  =  o, 

déterminent  pour  les  coefficients  de  F  et  F,  des  fonctions  ration- 
nelles, dans  le  premier  cas,  pour  z  =  sin  amo:,  de 

ds'in  amx/ 
sinams/        et        -j =  ces  ama/Àama/; 

dans  le  second,  pour  z  =  cos  amar,  de 

d  cos  am  a.- 

cosamx/        et        -; = — sin  ama/ A  ama,-; 

aoLt 

dans  le  troisième  enfin,  pour  z  =  Aama/,  de 

dlBmoLi  ,,   . 

Aams/        et         — -j = -^  A:*  sin  ama/cos  ama/. 

aoLi 

Telle  ^sera  donc  la  forme  des  quantités  que  nous  avons  tout  à 
l'heure  désignées  par  L,  M,  N,  et,  par  suite,  des  valeurs  elles- 
mêmes  de 

sin  ain(ai  -4-  aj -h . . . h-  OLf^-t), 

cosam(a,H-a2  +  **-+  «în-i), 
A  am  (  atj  -f-  a,  -h . . .  H-  2j«-i  ). 

Quant  au  double  signe,  il  suffira,  pour  le  déterminer,  d'un  cas 
particulier;  nous  allons  en  donner  un  exemple. 


II.  —  Formules  pour  l'addition  de  deux  arguments. 

Nous  appliquerons  les  théorèmes  précédents  au  cas  de  trois  ar- 
guments ai,  a2  et  aj,  en  supposant  le  dernier  égal  à  zéro,  et  nous 
prendrons 

dz 

r^(x)  =  {z^  -\-az^-^  b)-^cz  -7-" 

On  remarquera  alors  que,  dans  le  cas  de  2  ^  sinamx,  Féqua- 


\ 
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tion  fondamentale  a  cette  forme 

(-8*  -+-  az*  ■+-  6)*  —  c*z^  (zr  )  =  ^"(  5*  —  sin^amoEi)  (z«  —  sin'amit) 

X  [z«  —  sin*am(at-4-as)], 

de  sorte  qu'on  doit  déjà  poser  h  =  o.  Si  l'on  supprime  dans  les 
deux  membres  le  facteur  z^,  et  qu'on  fasse  ensuite  z  =  o,  on  ob- 
tiendra 

sin  anî(ai -i- a.)  =  -: : • 

sin  amxi  sin  amots 

Gela  posé,  les  équations  ©(ai  )  :=o,  ©(aj)  =  o  deviennent 

sin'  amai  +  a  sin  ainai  -!-  c  cos  amS]  Aamai  =  o, 

sin'  am  2]  +  a  «in  am  a*  -h  c  cos  am  x^  À  am  a«  =  o, 
d'où 

c  sinj  am  ati  —  sin*  am  xj 


sin  amai  sin  ama^        sinamai  cos  amoisAamzi  —  sin  amsi  cos  amai  Aamii 

valeur  qui  se  réduit  à  sin  ^ma]  pour  0L2  =  o,  de  sorte  qu'on  doit 
prendre  dans  la  formule  le  signe  supérieur.  Il  vient  ainsi,  en  mul- 
tipliant les  deux  termes  de  la  fraction  par 

sin  ami2{  cos  ainaj  A  amaj  -4-  sin  amat  cos  amai  Aamsi, 

et  supprimant  haut  et  bas  le  facteur  sin*''  amai  —  sin'  ama^, 

sin  am  si  cos  am  a*  A  aiii  a«  -+-  sin  am  oLt  cos  am  «i  A  am  Si 

sin  am  (  «1  -h  a,  )  =^  ..    .   ^ ^^ 

I  —  A*  «m*  amai  sin*  amotj 

Dans  les  autres  cas  où  z  =  cos  am  x  et  z  =  Aamj:,  Téquation 

z^  ^  az'  -h  o  ^  cz    i-  =0 
ax 

admet  la  racine  ^  =  1  qui  répond  au  troisième  argument  supposé 
nul.  On  doit  donc  faire 

z^  -r-  az*  -h  6  =  (  z*  —  i)  (5*  -t-  m), 

ce  qui  conduit,  pour  z  =  cosamj:,  aux  équations 

cos  amai  AamS) 

cos*  am  ai  -h  m  H-  c  : =  o, 

sin  ama{ 

cos  ama2  Aama^ 

cos*  ama«  -h  m  -h  c  : =  o, 

stn  amaj 
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et  à  la  valeur 

CCS  am(at  -f-  a»)  = 


cos  amai  ces  amx] 

de.iïiême  pour  2  =  A  amx^  on  a  les  relations  toutes  semblables 

cos  amati  Aamxi 

A' amai  H- m  H- c : =0, 

sinamxi 

cos  aniS)  Aam2« 

A'  amaj  -f-  m  H-  c  : =  o, 

sin  amxs 

±m 
A  am(ai  -f-  ocj)  = 


Aamai  Aarnss 

Un  calcul,  entièrement  analogue  à  celui  qui  concerne  le  sinus, 
clos:ft>Be  les  formules  suivantes  : 

cos  a  m  ai  cos  a  m  2*  —  sin  amxi  sin  amx*  Aamxi  Aamac* 

^  1  —  A*' sin*  amxi  sin<  am22 

Aamx,  Aarna,  —  A*' sin  amxt  sin  am  a«  cos  amai  cos  ama* 

A.  am(ï,  -f-  et,)  = î î .,   .   . — :—r^ ■ — ■ -• 

i  —  A'^  sin<  am  Xi  sm*  amx, 

■L.es  trois  formules  que  nous  venons  de  déduire  du  théorème 
d'Aiel  sont  nommées  à  juste  titre  fondamentales,  car  elles  suf- 
fisent pour  déterminer  complètement  les  fonctions 

sinamjT,     cosamx,     Aamr. 

^^    f>eut  voir  dans  les  premiers  Mémoires  d'Abel,  et  postérieure- 
'ûeiit,  dans  les  Travaux  de  Gudermann('),  l'un  des  meilleurs  auteurs 
qui    Paient  écrit  sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  comment 
eues    donnent  la  double  périodicité,  puis  les  expressions  de 
s'in  am(nx)^     cosain(/u:),     Aani(/i:r;, 

^"  ^^   est  un  nombre  entier  quelconque,  d'où  l'on  déduit,  en  rem- 

P'^^sintar  par—»  et  passant  à  la  limite  pour  n  infini,  les  expres- 

^'^■^  s  analytiques  sous  forme  de  quotients  des  séries  6  et  H.  Nous  y 

J^**^clrons  les  suivantes,  qui  s'en  déduisent  immédiatement,  savoir  : 

sin    *        .  sinamaicosaiiias  Aam  x* — sin  amascosamai  Aamai 

"«^inCai— a,)  = ^- , 

I  —  A'' sin<  arasi  sm<  ams] 

co&   2^  cos  ara 2]  cos  amas  -^  sin  amai  sin  ainscs  A  am^i  Aama, 

I  —  A:*  sin' amxt  sin' amaj 

^  Aamai  Aamx,-i- A-*sinamxisin  ama,  cos  amat  cosamaj 

*  I  —  A:*  sin*  amsi  sin  amaj 


(  * 


)  Voir  Journal  de  Crelle,  t.  16,  17,  18,  19,  20,  21,  23,  25  et  41. 
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Par  voie  d'addition  et  de  soustraction  on  en  conclut 

'2  sin  am  2i  cos  am  «t  À  am  2i 

sin  am (ai -h a,) -+-  sin  am (ai  —  «j)  = ..    .  ^ r-z i 

2  cos  amai  cos  ama« 
cos  ain(a| -♦-«,) -h  cos  am(ai — ai)  = 


Aain(«i-4-at)-»-     A  am(at  —  «»)  = 


I  —  k^  sin'  am  ai  sin*  am  sj 

2  A  amzf  À  amx} 
I  —  k^  sin>  am  Xi  sin*  am  Ss 


2Sin  amas  cosamsi  Aamai 

sinam(ai+at)—  sin  am(a,  —  a,)= ,.    .   ^ t-z * 

I  —  A:<  sin*  amai  sin' amas 

2sin  amai  sin  amas  Àainsi  Aama* 

cosam(a,  — a,)— cosam(a|-f-a,)= ■ ..-^.^^^  ,;»so».^ ' 

I  —  A:'  sin'  am  ai  sin*  am  as 

2/:*  sin  a  mai  sin  amas  cos  amsi  cos  amas 

Aam^as  — a,)—     Aara(a|-+-a,)= ..    .   ^ :— ; — 

I — A:*  sin*  am  ai  sin*  amas 

Les  trois  dernières  équations,  en  faisant 

«1  ■+-«!=  a*,         ai— as  =  a, 

conduisent  à  déterminer  toutes  les  valeurs  de  x,  qui  donnent 

sin  amx  =  sin  ama, 

cos  ama*  =  cos  am  a, 

A  am  j*  =  A  ama. 

Ainsi,  dans  le  premier  cas,  on  reconnaît  que  toutes  les  solutions 
sont  données  par  celles  des  équations 

X  —  a 

sin  am  =  o     ou     ao, 

•?. 

X  ^-  a 
cos  am  —  =  o, 

j-  -+-  a 

A  am  =  o. 

*?. 

On  en  conclut  immédiatement,  d'après  les  formules  données 
pajçr  \\S  pour  les  racines  des  équations 

H(r)  =  o,         H(r)=-.o,         ei(x)  =  o,         H,(a-)  =  o, 

qu'on  a 

I  x=      rt -h  4 /wK -+- 2/n'£K', 

/  r  =  —  a  H-  (  4  /w  -+-  J»  )  K  -H  2  m'  I K'  : 

iU  m^nH%  pour 

cos  amj*  =  cos  am^i. 
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orE    obtiendrait 

ou    plus  simplement 

a:  =  ±:a-+-îi/w(KH-  ÎK')  H-  4m'iK', 
et    pour 

Aam.r  =  A  ama, 

a?  =  dba-h2mK-h  4''i'«K'. 

Dans  ces  formules  m  et  /w'  désignent  des  nombres  entiers  quel- 
conques, positifs  ou  négatifs. 

Les  formules  pour  l'addition  de  deux  arguments  donneraient 

lieu    st  beaucoup  d'autres  remarques;  je  me  bornerai  ici  aux  ré- 

:»ultatâ  relatifs  à  la  duplication  et  aux  valeurs  que  prennent  les  trois 

fonctions  lorsqu'on  suppose  l'argument  égal  à  une  demi-période. 

Les  premières  découlent  des  formules  fondamentales,  qui  donnent 

'mniëdiatement 

*2  sin  amx  ces  ama  Aamx 
stn  am22  = 


cos  amaa  = 


A  smxoL  = 


I  —  k*  sin*  ama 

I  —  1  sin*  am  a  -♦-  A:*  sin*  ama 
I  —  X:>sin^ama  * 

I  —  2 A:*  sin*  ama  -h  A:'  sin*  ama 


i  —  k^  sin*  ama 
et  l  on  ^n  déduit  les  valeurs  suivantes,  qu'a  données  Gudermann  : 

IK             I                 ,      .          ÎK'         i 
sin  am  —  =     .  ,  sin  am  =  -7=^ 

•2        y/TTk'  \  2  s/k 


!  K  y/A:'  *K'        y/TTl 

{  cos  am  —  =     .  >  i  cos  am  =  — -zz —  » 

'A        /TTT'  ^  y/k 


Km  1       .         *K' 


Aam  —  rsy^;  (       A  am  =  /i  -h  A:; 

2  'A 
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et 


/K±:tK'\  /"F 

osan.(— j— j=(.qr.)y/^, 


llf.  —  De  la  multiplication  des  arguments. 

Ce  point  important  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  est 
intimement  lié  à  la  théorie  de  la  transformation,  dont  nous  ne  nou         ^ 
occuperons  pas  ici,  que  nous  devons  nous  borner  à  rindicatioi 
d'un  petit  nombre  de  résultats. 

En  premier  lieu,  soit  n  un  nombre  pair,  et  posons 

m  =  — , 
on  aura 

sinam T-H  .\'sin'amjr-i-...-h  H'5in*'«-'amjr 

sin  am(/iir)=  ncosainxAam j: r — :-- .,    .   ^ 

I  —  Asin*ainjr -f..  .-h  H  sin*"*  amj- 

^  I -4- Ai  cos-aïujr -K, . .-+- h;  cos2'«  amx 

(— I)*  cosaiiK/w;  =    r-î :; ^ , 

I  —  Al  cos-  ainj-  — . . . —  Hi  cos*'"  am  j" 

7  ,                         I  -+-  \;  Aî  aiiir  — ...—  h;  a*'"  amx 
(— I)' A  am( /ix  )  =  -^ — rr-TZ ' 

Soit,  en  second  lieu,  n  impair  et  faisons 

m  =  , 


SU)  amx — a  sin' ain.r -h.  .  .-i- /r  sin*'""»-*  amx 

vin  anu  nx)  =  n -, , 

I  —  a  siii-  aiii.r  —...—  /*  sin-'"  amx 

cos  amx  —  a\  cos*  amx  --t-.,,^-  /l'cos*"*-"*  amx 

cos  am(/ix)  = /i 4 , 

I  —  a,  co>*  amx  — . .  .-r-  A|  cos*"»  amx 

A  amx  —  a\  A*  amx  -;-. .  .-h  Al  A'"*-^*  amx 

A  am  (  /ix  )  =  n  =- — \ 

I -^  </s  A*  am X -t- . . . -I- /ij  A-'"  amx 

Tous  les  coefficients  dans  ces»  diverses  formules  sont  des  fonc- 
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lions  rationnelles  et  entières  de  Ar^,  et  Jacobi  a  donné  pour  leur 
détermination,  dans  le  cas  où  n  est  impair,  le  théorème  suivant  : 

Soient 

u  .  ^       U  ,,       P 

sim  ama?  =  — -T.  sin  am(/w7)  =  -7-         et         U  =  77-» 

x/k  s/k  Q 

P  p^  Q  étant  des  polynômes  entiers  en  w;  si  Von  fait 

t       I 
k 

ces  deux  polynômes  satisferont  à  C équation  linéaire  aux  dif- 
férences partielles  que  voici  : 

dz 
u^(n^  —  I )  w» ^  -h  (  n»  —  i)(oLu  —  lu^)  -j- 

au 

d^z  dz 


Sur  les  intégrales  de  seconde  et  de  troisième  espèce. 

On  y  est  amené  par  la  considération  de  l'intégrale 

/  F(sinainj",  cosamir,  lamx)dûr, 

où  F  désigne  une  fonction  rationnelle  quelconque,  et  qui  va  main- 
tenant nous  occuper. 

Soit,  comme  précédemment, 

u  =  sin  ain:r, 
V  =  cos  am  j?, 
w  =  Aamx. 

On  reconnaîtra  d'abord  qu'elle  peut  être  réduite  à  la  forme 

où  A,  B,  C,  D  sont  des  fonctions  rationnelles  de  la  quantité  u.  Il 
en  résulte  que  la  première  partie 


f' 


A  dx 
H.  -  II.  i3 
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demande  seule  un  examen  attentif,  car,  à  l'égard  des  deux  sui 

vantes,  l'intégration  s'effectuera  par  les  règles  relatives  aux  radi 

eaux  carrés  du  second  degré,  en  prenant  u  pour  variable  indé 

pendante,  et   la  dernière  se  trouvera   même  ainsi  ramenée  auik^^n 
fonctions  rationnelles.  C'est  donc    seulement  dans   rexpressioiEm^ 

/  Kfix  que  l'on  peut  s'attendre  à  voir  résulter  de  l'intégration  de^  -:$ 

fonctions  nouvelles,  et  que  les  considérations  suivantes  vont  mettrei^e 
effectivement  en  évidence. 
Soit 

A           ?<") 
A  =:  *— » 

ç  et  ^  désignant  des  polynômes  entiers;  en  multipliant  partj/(— ii     ^=) 
les  deux  termes  de  la  fraction  et  faisant 

ç(i/)  <K—  U)  =  4>(  i/«)  H-  u  ♦|(a«), 
on  décomposera  l'intégrale  proposée  dans  les  deux  suivantes  : 

dont  la  seconde  se  ramène  encore  aux  radicaux  du  second  degré.         » 
puisqu'en  faisant  //^  =  t  elle  devient 


vAi  —  0(i—  A*o 


Il  y  a  donc  seulement  lieu  de  s\)C(*uper  de  la  première,  qu'on  fera 

dépendre,  en  décomposant  en  fractions  simples  1—^»  de  terme 
tels  que 


ou  hien 


r  u^"  tUi r (tu 

J   /(  I  -    "*  H  I  —  X  -  M^  )         ,  /   (I  —  a  M*  )/'  ^{\  -  M*)  n  —  A:*mM 

el  ees  lermes  .sont  eux-mêmes  réductibles,  comme  on  va  voir,  aux 
ca>  les  plus  siuiples  de  //  =  i ,  />  =  i . 
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Partons  en  premier  lieu  de  la  relation 

du'*^  / ; 

-_-  =  mw"»-i  v^(i  —  a*)(i— .A:«a«), 

qui  différentiée  donnera 


dx-^ 


=  m (  m  —  I  )  a"»-*  —  /n* (  i  -h  A-* }  m"»  -h  aw  ( m  -h  i )  A:*  w"»-^*. 


în  intégrant  par  rapport  à  x  les  deux  membres  de  cette  équation, 
)n  trouvera  celte  formule  de  réduction 

^—  =zm(m—i)  /  a'«-*^  — m*(n-A:*)  l  u"'dx'^m(m-^\)k^  j  W^-^-^dXy 

qui  montre  comment  de  proche  en  proche  on  ramènera  l'intégrale 
proposée  où  m  =  2  /i,  aux  seuls  cas  de  /2  ==  o,  /i  =  i . 

Le  premier  donne  un  terme  proportionnel  à  la  variable,  et  c'est 
le  second  qui  conduit  à  un  nouvel  élément  analytique,  dans  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques. 

En  introduisant  comme  facteur  constant  le  carré  du  module, 
nous  poserons 

Z(x)  =   I     A"' sin*  am  j:<ir, 

ce  sera  ce  que  Ton  nomme  et  ce  que  nous  appellerons  dorénavant 
la  fonction  de  seconde  espèce. 

Partons  en  second  lieu  de  la  relation 


.(,^«3)  (  I  ^  —^^  ^  —)J  (-^^^^,^„_. 


.  ,J\-^k^        3A«\    r  dx 

.   ^«  r        dx 


qu'on  trouvera  identique  par  la  différentiation.  Il  est  clair  que,  de 
proche  en  proche,  elle  fait  dépendre  le  cas  le  plus  général  des  trois 
suivants  où  Ton  suppose  /?  =  —  i,/?  =  o,/?=i.Le  premier  nous 
ramène  à  la  fonction  de  seconde  espèce,  le  second  donne  un  terme 
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proportionnel  à  la  variable  :  c'est  donc  seulement  le  dernier  qi 
met  encore  en  évidence  une  fonction  nouvelle,  que  nous  étudit 
rons  sous  la  forme 

l  —  OLU* 

au  lieu  de 

r      €ix 

J      l—OLU*' 

En  faisant 

OL  =  k*  sin*  ama, 

4        I   ^*  #•   • 

A  =  — T-  A'*  sin  ama  cos  ama  Àama, 
2  da 

nous  poserons 

'*"  k^  sin  ama  cos  ama  Àam  a  sin*  amx.dx 


I  —  A:*  sin»  ama  sin'ani^r 


et  cette  expression  sera  désormais  pour  nous  la  fonction  de  troi- 
sième espèce. 


I.  —  Expression  par  ^{x)  des  inié^^rales  de  seconde 
et  de  troisième  espèce. 

Nous  avons  précédemment  établi  la  relation  suivante  : 

Sin  ama7(sin'  amx-\- \)  -H  o z =  d  -— , 

dx  B*  (  iT  ) 

on  les  coefficients  A  et  B  s'expriment  par  ai  et  a2  en  posant 

,  .   -  AND  ^s*"  ama, 

sin  am  ai  (sin*  ama,  H- A)  4- B -j =0, 

aoLi 

.    .  4  ,       D  rfsinama, 

sin  amas  (sin*  amasH-  A)  -f-  B  ^ =  o. 

aaj 

Soit 

a,  =  —  a,  =  a, 

et,  par  suite, 

aj  =  o  ; 

d'après  la  condition 

a,  -T-  a,  -i-  a,  =  o, 

on  trouvera 

B  =  o.         A=  —  sin*  ama, 


THEORIE    DES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES.  I97 

el,  par  conséquent, 

sinain:r(sin>  amx  —  sin>  ama)  =  G  — ^ —---. — ^^ — -> 

Déterminant  C  en  faisant  ^  =  0,  il  viendra  enfin 

e»(o)H(ar-ha)H(ar  — a) 


sin'  am^r  —  sin'  ama  = 


A:e*(jr)e«(a) 


Cette  relation  importante  prend,  si  Ton  change  a  en  a  +  i¥J ^ 
celte  nouvelle  forme 

I  —  A:*  sin*  ama  sin«  ama?  =  — -rr— — ,  ,^,,     -y 

à  laquelle  on  parviendrait  encore  d'une  autre  manière  en  employant 
l'identité 

I   H{x  -\-  a)\li  X  —  a)         .  ,  .  , 

T  TTi T-; :  =  sin  am(a:  H-  a)sin  am(a?  —  a) 

sin*  ama:  —  sin*  ama 


~   I  —  A:*  sin' ama  sin*  ama? 

EUle  donne,  en  prenant  les  logarithmes  de  deux  membres, 

log(i  —  A:*sin*  ama  sin*  ama?)  =  log6»(o)  -4-  log0(a?-+-  a) 

-h  loge(ar  — a)—  «îlogeCa?)  —  !2log8(a), 

et  de  là  on  tire  immédiatement,  en  différentiant  par  rapport  à  a  et 
en  intégrant  ensuite  par  rapport  à  x^ 


r 


k^  sin  ama  ces  ama  A  ama  sin*  ^mxdx 


I  —  A:*  sin*  ama  sin' ama? 

tJ(a)       '1         o(ar-+-a) 

c'est  l'expression  analytique  découverte  par  Jacobi  de  la  fonction 
de  troisième  espèce.  En  divisant  par^  et  supposant  ensuite  a  =  o, 
on  en  déduit 


k^  sin*  ikmxdx  =  Z(x)  =  l^x  —  ■ 


e(a-) 
où  l'on  a  posé 

^  .  .  .    ^k  ..    _0       .        lit  ^ 


I  —  -y.Ç  -»-  •/  çr»  —  A  ^»  4-  '2 ^' 


m- 
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c'est  l'expression  donnée  également  par  Jacobi  de  la  fonction 
seconde  espèce  et  qui  va  nous  conduire  aisément  à  ses  propriéi 
fondamentales. 


II.  —  De  la  fonction  Z{x). 

La  première  de  ces  propriétés  est  de  n'avoir  qu'une  seule 
unique  détermination  pour  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de 
variable.  C'est  aussi  ce  qui  résulte  directement  de  la  considératic 
de  l'intégrale 


/ 


k^  sin<  am  z  dz. 


En  effet,  pour  Tune  quelconque  des  racines  de  l'équation 


I 
=  o» 


savoir 

^  =  2  /n  K  H-  (  2  m' H-  I  )  i  K', 

le  résidu  correspondant  de  A**  sin' am  3,  c'est-à-dire  le  coefficient 
de  -  dans 

£ 

A"*  sin«amr2/nK -4- (2/w'-+- i)  «K'-h  t)  =  -:—: > 

•^  ^  ^        sin'ams 

s'évanouit,  car  sin*  ame  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  e 
dans  son  développement.  L'intégration,  quel  que  soit  le  chemin 
décrit  par  la  variable  >3,  ne  donnera  donc  qu'une  seule  et  unique 
détermination.  Nous  pouvons  ainsi  poser  sans  aucune  ambiguïté^ 
en  adoptant  les  dénominations  de  M.  Welerstrass, 


J  =    /     k^  s'in^  am  xdx^ 


am  xdx. 


Ces  quantités  se   nomment  /es  fonctions  complètes  de  seconde 
espèce  et  sont  liées  à  K  et  K'  fonctions  complètes  de  première  es- 
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pèce  par  la  relation  que  nous  avons  déjà  mentionnée 

KJ'-K'J  =  - 

et  que  nous  allons  maintenant  démontrer. 
A  cet  effet,  faisons  successivement 

dans  Féquation  fondamentale 

La  première  substitution  donnera  tout  d'abord 

car  on  a 

e'(K)  =  o. 

Pour  la  seconde,  nous  partirons  de  la  relation  donnée  page  i43  : 


et  d'où  Ton  tire 


loge, (2-  -+-  tK')  =  logH,(ar)  —  ^  (  23?  -h  * K'). 

4  '^ 


En  différentiant  par  rapport  à  x,  on  en  déduit 


e',(.r. 


jK')  _  n\{x)  __  17 


e,(a7-+-tK')        H, (a?)        2K 

^Maintenant,  si  Ton  fait  :z:  =  o,  la  dérivée  de  la  fonction  paire  H|  {x) 
s'évanouissant,  il  viendra 

e,(tK')  "■  e(K-+-«K')  ■"       2K* 
On  en  conclut 

Z(K-+-tK')  =  j;(K-+-/K')H-  -1 
et,  par  conséquent, 

Z(K  +  tK')-Z(K)  r. 

i  = -. ='^^^7k' 

ce  qui  donne  la  relation  annoncée  en  remplaçant  s  par  rr- 
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Ces  quantités  J  et  J',  lorsqu'on  suppose  le  module  k  réel  ^ 
moindre  que  l'unité,  s'expriment  parles  intégrales  rectilignes 


k^T^dx 


\/{x*  —  \){\  —  k*x^) 
et  l'on  a,  comme  pour  K  et  K',  ces  deux  séries  : 


J'  =  Jlojf|  +  i-(J-J.)-^(3-J.)^5^(3-J,)  — . 
en  faisant 

2  4  V  ^  /  ^  \  ^'  •  4  /  8  \  j! .  4 . 6  / 

2  4\'^/  -2/1  —  •!  Va. 4.  ..91/1  —  4/ 


Voici  maintenant  la  propriété  de  la  fonction  de  seconde  espèce 
qu'on  doit  regarder  comme  caractéristique  et  qui  justifie  son  in- 
troduction à  titre  de  nouvel  élément  analytique  dans  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques;  elle  consiste  dans  les  relations 

Z{x-\-iK)    =Z(:r)-+-2J. 
Z(ar-|--itK')  =  Z{x)-^'iiy, 

Ces  relations,  qui  découlent  immédiatement  des  équations  fonda- 
mentales 

^(x-^'xK)     =e(.r), 

'  it        •  I.... 

en  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques,  donnent  en  effet  la  no- 
tion d'un  nouveau  genre  de  fonctions  qui,  étant  uniformes,  se  re- 
produisent avec  l'addition  d'une  constante  lorsqu'on  augmente 
l'argument  des  quantités  2K  et  2/K'.  Plus  tard,  on  verra  le  rôle 
et  l'importance  de  ce  caractère  qui  n'est  plus  la  double  périodicité, 
mais  qui  s'y  rattache  d'une  manière  étroite. 
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On  y  parviendrait  d'ailleurs  encore  autrenienl,  en   partant  de 
'équation 

Z(j'  -H  a)  =  Z(a")  -H  Z(a)  -+-  A*  sin  ama-  sin  ama  sin  ani(a^  -+-  a), 

:'est-à-dire  du  ihéorùine  de  Taddition  des  arguments  dans  la  fonc- 
îon  de  seconde  espèce,  que  Jacobi  démontre  comme  il  suit  : 
Différentions,  par  rapport  à  x,  Téquation 

1  viendra 

:*  sin  amer  ces  aina  Aam^<iin*anij:  _  H'Ca)        i   ki'(x  —  a)        i   i)' (x -h  a) 


i  —  A*  sin*  ama  sin^  aina^  H(<?;         ?.  6  (  a*  —  a)        '>.  6(jr-ha) 


l'où,  en  permutant  x  et  a, 


=  —  Z{a)  ■+-  -Zix  -ir  a) Zix  —  a), 


r<  sin  amarcosanix  A  aiiiar  sin^ama  ^,  i^,  .       i  »,, 

,  ■    .    . r-; =  — Z(a?)-+--  Z(a:-f-rt)-h-Z(a?  — a); 

I — A:*  sin*amûf  sm*  aiua:  2  i 

Dr  ces  relations,  ajoutées  membre  à  membre,  donnent 

A-'sin  ama-sin  ama  sinam(r  -+-  a)  =  Z(a?  -h  a)  —  Z(ar)  —  Z(a). 

III.  —  De  la  fonction  ï[{x,  a). 

On  considère  comme  Tune  des  plus  belles  découvertes  de  Jacobi 
cette  expression  de  n(x,  a)  où  figurent  deux  quantités,  l'argu- 
ment X  et  le  paramètre  «,  par  la  relation 

„,                       e'(«)         I  ,       h{x  —  a) 
\\{x.  a)  =  X  — -4-  -  \o<r  — , 

dans  laquelle  n'entre  que  la  seule  fonction  S  avec  sa  dérivée.  Il 
pourrait  même  paraître  inutile,  à  cause  de  la  simplicité  de  cette 
expression,  d'introduire  avec  une  désignation  spéciale  et  comme 
un  élément  analytique  propre  la  fonction  de  troisième  espèce. 
Cette  désignation  cependant  est  consacrée  par  les  travaux  de  Le- 
gendre  qui  ont  précédé  la  découverte  de  Jacobi,  et  nous  l'emploie- 
rons dans  les  énoncés  des  propositions  sui\antes. 
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A.  —  Échange  de  l  amplitude  et   du  paramètre. 
L'équation  fondamentale  donne  immédiatement 

ou  bien  encore  # 

n(ar,  a)  —  n(a,  .r)  =  aZ{x)  —  xZ{a) 

en  introduisant  la  fonction  de  seconde  espèce.  Cette  propriété  peu^ 

être  établie  directement  et  étendue  aux  intégrales  d'ordre  supé 

rieur  par  la  méthode  suivante  qu'a  encore  donnée  Jacobi. 
Soit  ^{x)  un  polynôme  de  degré  quelconque  en  x  et 


la  différence  F(^,  a)  —  F(a,  x),  ou  bien  U  somme  des  intégrales 

nda 


peut  être  remplacée  par  l'intégrale  double 


r"    r da 


dx  da  \<d'{x)-^  f'(n)](x  —  a)  -^  i9{a)'—2^(x) 

~lv/^Tâ)  i(x  —  ay 


Or  on  trouve  aisément  que  la  quantité  placée  entre  parenthèses 
est  une  fonction  entière  de  x  et  de  a,  de  sorte  que  l'intégrale 
double  se  ramène  à  une  somme  de  produits  tels  que 


Jr  '  a"'  da  r""  x''  dx 


Le  cas  des  intégrales  elliptiques  résulterait  évidemment  de  là, 

en  posant 

f{x)  =  x(i  — ^)(i  —  k^x) 

et   prenant,    pour   variables  x  et  a,  les  quantités    ,^^.  ^ et 

sin^amn. 
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B.  —  Des  fonctions  complètes. 

Supposons  successivement  dans  inéquation  précédente 

ntar,  a)  —  U.{a^x)  =  aZ(.r)  — arZ(a), 
X  =K        et         a:  =  K  H-  t  K'  ; 

^n  observant  qu'on  aura 

n(a,  K)  =  o, 

n(a,  KH-tK')  =  o, 

on  en  conclut 

n(K,a)=aZ(K)-KZ(a)  =  aJ  —  KZ(a) 
et 

U(K  -h  tK')  —  n(K)  =  mJ'—  tK'Z(a). 

Telles  sont  les  valeurs  des  fonctions  complètes  ou  bien  des  inté- 
grales définies 


n(K)=  f 

*^  0 


X'^sin  ama  cos  ama  A  ama  sin*ain.r  dx 


I  —  X:*  sin*ama  sin'amâ: 


n(K-4-tK')-Il(K)=  f 


"^'^  X:*  sin  ama  COS  amaAama  sin'am  j?<£r 
I  —  X'*  sin*ama  sin'amar 


Si  pour  un  instant  on  les  désigne  respectivement  par  II  et  /II',  on 
aura  les  relations 

U(x  -¥-  iK^  a)    =  ll(a?,  a)-+-2n, 

Uix-^iiK\a)  =  11(07,  a)-hatn' 
et 

Kn— nK'=  — . 

Mais  nous  observerons,  à  Tégard  de  la  fonction  de  troisième  es- 
pèce, que  l'intégration  introduit,  en  modifiant  le  chemin  décrit 
par  la  variable,  un  multiple  entier  positif  ou  négatif  de  tz^ —  i, 
de  sorte  que  ces  relations  n'ont  lieu  que  pour  certains  modes 
d'intégration,  tandis  que  les  relations  analogues  relativement  à  la 
fonction  de  seconde  espèce  n'exigeaient  aucune  restriction  de 
cette  nature. 
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C.  —  Addition  des  arfirunients. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,   un  nombre  impair  d'argi^ 
ments  a«,  aa,  . . .,  ^^njfSj  '^^^  par  la  relation 

a, -+-X, -h...-ha,„-Hi  =o, 

Téquation  fondamentale 

e'fa)        I  ,      e(T  — a) 
'  e(a)         «2     ^iè(x-{-a) 

donnera 

n(a,,  a) -h  n(a,,  a)  -h.  .  .-f-  n(a,«^-i,  a) 

^  l  ^     e(g,~a)e(at-q)...e(a,n^t— g) 

2      ^e(a,-ha)e(a,-ha)...e(a,„^i-+-a)' 

Cela  posé,  je  dis  que  la  quantité  sous  le  signe  logarithmique 
s'exprime  rationnellement  par 

\  sinamsi,  sinamx},  ...,     sio  amatn-ht) 

(A) 

/  Da,  sinamai,     D»,  sinamx],     ...,     Da^^.,  sin  ama4„^i. 

Rappelons,  à  cet  effet,  qu'en  désignant  par  /(r)  etyi(:r)  deux 
polynômes  entiers  en  x  des  degrés  n  et  n  —  i  et  faisant 

ç(ar)  =  sin  araa-/(  sin»amj')  -hD^sin  aina!'/i(sin*  am^r), 
nous  avons  obtenu  (p.  184)  la  relation  suivante  : 

AH(  j-  —  a,)  H(x  —  a,)...H(j-  —  i^n-hi) 


^{T)  = 


e*'»^»(j:) 


OÙ  les  coefficients  des  polynômes  /  et  /,  doivent  être  déterminés 
par  les  équations  linéaires 

et  sont  des  fondions  rationnelles  des  quantités  (A). 
Cela  posé,  en  changeant  .r  en  —  .r,  on  en  déduit 

Ç,  I  —  X  \  =  — — : : » 
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«l  il  en  résulte 

o(—  X)   ~  \i(x-hOii)\\iX-i-%t).,.HlX-\-  iXtn^\) 

Or,  en  faisant 

X  =z  a  -r-  iK\ 

I 
k  sin  ama 

-  Da  sin  ama 

DxSinainx  = -. — r-r > 

A-sin'ama 

la  quanlité 

H{x  —  0Li)H(x  —  7ii),.,  H(ar~gi;,-n) 
H  (  X  H-  »!  ;  H  (  X  -h  «1  ) . . .  H  r  a-  -I-  Xi/i-Hi  ) 

deviendra  précisément 

e(rt  —  g,)e(rt  —  a,)...  erg  —  «!/,->- o 

Elle  s'exprime  par  conséquent  comme  il  a  été  annoncé,  ajanl  pour 
valeur  la  quantité 


k  sin 


[ ^/  »  I  _  /Dtf  Mnam«\        /  i  \ 

ama*^  \  A:*  sîn*ania  '        V  k  sin^ama  /  "^  *  \A:'  sin*  ama/ 


»  ^/  I  y  _^  /Dg  sin  ama  /  J  \ 

sin  ama*'  \  A-*  sin*  ama/       ^  A:  sin* ama /*^*  '  A:*  sin*  ama/ 


qu'on  ramène,   en  multipliant  haut  et  bas  par  sin'""*"*  am  a,  à  la 

forme 

sin  amaF(sin*ama  ;  —  D^  sin  ama  Fit  sin* ama; 
«in  ama  F  («in*  ama  )h-  L>asinama  F|(sin*ania) 

F{x)  et   F,(x)  étant   comme  fix)eif^ix)  des  polynômes  de 
degrés  n  et  /#  —  i  en  x. 

On  peut  donc  écrire,  en  remplaçant  l'argument  «a/i+i  par 

l'équation  suivante 

U(%i,  a)  -*-  IKij,  a  >-*-.. .—  ina,^,  a) 
=  ÏKai^  at  -f-..  .-*-»?„,  a; 

1  sin  ama  Ff  sin*am/^f  >  —  D^  sin  ama  F|  (sin*ama) 

2  sin  amaF(>in*ama>  -»-  Da  ftin  ama  F|^sin*  ama>  * 
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c'est  le  théorème  de  l'addition  des  arguments  sous  la  forme  trouvée 
par  Abel. 

D.  —  De  différentes  fonctions  analogues  à  la  fonction 
de  troisième  espèce. 

D'importantes  questions  de  mécanique  conduisent  souvent  à 
réduire  aux  fonctions  %  des  intégrales  semblables  à  la  fonction  de 
troisième  espèce  et  qui  s'y  ramènent  par  quelque  substitution 
simple;  aussi  Jacobi,  dans  son  mémorable  travail  sur  la  rotation 
des  corps,  a-t-il  jugé  nécessaire  de  donner  le  Tableau  suivant, 
qui  ofiVe  la  réunion  complète  de  ces  diverses  intégrales  ainsi  que 
leurs  expressions  sous  la  forme  la  plus  simple  par  les  fonctions  %, 

/"' Ar'sin  amacosania  Aaniasin*ain  are/r  B'(a)       i,      8(ar  —  a) 

J^  I  ~  X:*  sin*ama  sin'amar  B(a)       2     °8(a:-t-a) 

Z"*^  A:*  sin  ama  cos  ama  cos*  amardlr  BWa)       1,      %(x—a) 

2.  /        ; : : =  — X  —^ log 

J      Aaina(i  —  A:*  sin'ama  sin^amar)  8|(a)       2     °8(a?H-a) 

/"*  lang  ama  Aama  A*am  :r</.r  _  \\\{a)        1         ^{x  —  a) 

J^        I  —  X:*  siii*  ama  sin*  amx    ~  Hi(a)        i     ^8(a:-+-a) 

/•  *        A  am  a  entama  ^2-  H'(rt)        1,      8(ar  —  a) 

/       I  —  X*  sin*  ama  sin*  amo;  H  (a)         2     ''6(2?-+- a) 


dx  8(a)         I,       W{a-¥-x) 

=  —  X  —- — -  -4-  -  lo": 


/'  sinamacusama  A  a  m  a 
sin*  aina  —  sin-ama?  ~       '    B(a)  ^  x^  '^  Hia  —  x) 

/^  «in  ania  cos  aina  A*^am  r^/j?  8,  («)        1,       \\{a-\-x) 

Aaina(sin*ama — sin*ani.r)  8|  (  a  )        2      ^\\{a  —  x) 

/'  taiiffamaAamacos^amx^a?  \\\ia)        i.      H(a-f-j?) 

sin^aiii  a  —  sin*ani  J-  Hi(a)       •>.      '^  H(a  —  x) 

/*■' A  ama  colama  siii^ama^fl^jr  H' (a)        i,       H(a-+-J-) 

8.        /      : ^—i =  —  ^-m — --^ — log-iTT -• 

J  sin^aiiia  —  siii*amx  nia)        2     "H(a  —  x) 

Il  nous  suffira  d'observer,  pour  qu'on  puisse  immédiatement  les 
démontrer,  que  les  équations  2,  3,  4  se  déduisent  de  la  première 
tm  y  changeant  successivement  J7  et  a  en 


^  -i-  K,     a  -i-  K, 
K-mK',     a-4-K-+-tK', 
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Ces  quatre  équations  ainsi  obtenues,  on  en  tire  les  quatre  sui- 
"vantes  par  le  changement  de  j:  en  J7  -h  t  K'  (  *  ). 


Des  fonctions  de  M.   Weierstrass. 

I]  a  été  déjà  remarqué  que  sin  am  x,  cos  amx,  A  amx,  pouvaient, 
pour  des  valeurs  de  x  moindres  que  l'unité,  être  développés  sui- 
vant les  puissances  de  cette  variable  en  séries  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctions  entières  et  à  coefficients  rationnels  de  k^.  Il  en 
est  évidemment  de  même  de  sin'-'ama:,  de  la  fonction  de  seconde 
espèce 

Z(x)  =  /      A:*sin*aina?  û^, 
de  son  intégrale  /     7j{x)dx  et  même  aussi  de  l'expression 

e  ^' a  ; 

mais,  tandis  qu'à  l'égard  de  sin'^amar,  Tj{x)  et  /     Z(x)  dx  les 

développements  ne  subsistent  que  pour  des  valeurs  de  la  variable 
dont  le  module  est  inférieur  à  l'unité,  l'exponentielle 

—  /      Z  <x|  do- 

e  «/o 

conduit  à  un  développement  convergent  dans  toute  l'étendue  des 
valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  x.  Effectivement  l'équation 

(*)  Si  Ton  représente   par  /      ¥  {x)  dx  l'une  quelconque  des  huit  formes  de  la 

fonction  de  troisième  espèce.  F{x)  aura  pour  périodes  iK  et  3e K',  et  les  exprès- 
sions  précédentes  s'obtiendront  immédiatement  à  Tai'le  d'une  expression  géné- 
rale des  fonctions  doublement  périodiques,  qui  ser^  établie  à  la  fin  de  cette  Note, 
savoir  : 

les  quantités  C  désignant  les  racines  de  l'équation  - — -  =0,  etR  les  résidus  cor- 
respondants de  ¥  (x). 
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donne 

Voici  donc  une  propriété  bien  digne  d'attention  de  la  foncticrr:^ 

0(x)  de  se  changer  par  l'introduction  du  facteur  e     *   g—.  e=^ 

une  nouvelle  fonction  où  Targuinent  est  sorti  du  signe  cosinus  ^^ 
où  figure  directement  le  module  k'^  à  la  place  des  périodes  et  dT^ 

_     K' 

la  transcendante  q^=  e    '*'.  Les  mêmes  choses  auront  encore  lieii 
évidemment  à  Tégard  de  ces  trois  autres  fonctions  : 

Al(27)t  =  sin  ainâ?  «  «^0  =e     *        .       —p.t 

«(«)    \/k 

Al(a7),=  cosama7«  *'o  =e     *     ^  V  ~k* 


Il  en  résulte  qu'à  côté  des  développements  périodiques 

iKx         I      li/qsmx — 2  v  7*  sinSj? -r- 2  v'7*' sin  Sa? — 

sin  am  =  -;=  — ^-^ ^-^ — ; ^^^-r 7 

TZ  Jfç     \  —'iq  co%'ix  -^  xq*  co%^x  —  '2^»  cos6:r -h 


—  I     L  (X)  tix  -  i:^  «1  (  a?  )     rr. 

f9{X) 


iKx       ,   //:'  2  V  7  cosj: -+- 9-v  7^  cos3  J7-4-2  i  7'*  cos5j?-i-.  . . 
rosam =  {/ î-^^ î— i — î-^- , 

A  am  =  y^k' ^ ^r \ ^-r -z , 

TT  I  —  -2^  COS  jsJ? -I-  2^*  C0S4  J7  —  -Z^^COSOJr  H-,  .  . 

on  voit  s'offrir  un  autre  mode  de  représentation  où  les  fonctions 
doublement  périodiques  sont  exprimées  par  des  quotients  de 
séries  rationnelles  en  x  et  A"-,  et  convergentes  quelles  que  soient 
les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  ces  deux  quantités.  Abel  avait 
entrevu  et  rapidement  indiqué  la  possibilité  de  ce  nouveau  mode 
d'expression  des  fonctions  elliptiques,  mais  c'est  à  M.  Weierstrass 
que  revient  l'honneur  d'avoir  mis  dans  la  Science,  au  Heu  d'un 
simple  aperçu,  une  théorie  profonde  qui  conduit  directement  à 
ces  nouvelles  fonctions,  non  seulement  dans  le  cas  des  transcen- 
dantes elliptiques,  mais  pour  les  transcendantes  abéliennes  à  un 
nombre  quelconque  de  variables.  Ne  pouvant  exposer  ici  les  prin- 
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-î  pes  dont  cet  illustre  géomètre  a  tire  ces  grandes  et  belles  décou- 
^  ^^  rtes,  nous  nous  bornerons,  et  sans  sortir  des  fonctions  elli p- 
'^<ques,  aux  indications  suivantes. 


I.  —  Définition  des  quatre  fonctions  AI(  j*).  —  Équations 
différentielles. 

Afin  de  rattacher  immédiatement  ces  fonctions  aux  quatre  fonc- 
Lons  %{x)^  nous  poserons  : 

-C    Z'X)dJr 

AI(j-)  =  i?  *'o 

\\(X)t 


i   sin  am  j-  = 
t    A)  '   cosainar  = 

T       Aama-  = 


Al(:r> 
X\(x)i 
\\(x)  ' 

Al(x)' 


^t,  par  suite, 


(B) 


AI(.,  =.-'-f'?^. 


\\(x)i=e 


e(o> 


Des  relations  (A)  résultent  en  premier  lieu  celleî>-ci 

Ainx>,  =  Al«(a-;- AI«(x>,. 
AIV  jTh  =  AIH  Jr>  —  X*  AIUjt),. 

Nous  déduirons  ensuite  des  égalités 

-I     r  ^ «l-r 


K\    Ti 


=  Mn  zmx. 


deux  équations  difTéreutielles.  f.'U   prenant  d'ali^>rd  \**s   wfconde^ 
H. -II.  <'« 
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dérivées  de  logarithmes  des  deux  membres,  ce  qui  donnera 

Z  .,  =  — A:«sin»afnar=  — A«    ,  ,, 

dx'^  Al*(x) 

et 

d*\oek\(x)t      rf»logAl(a?)      ^<]og  sin  am j*       ,,   .  .  i 

»     £1 ^-^ —  =  Ë^ =  Ar^sin^ainx  -  ^— ,- 

dx*  dx^  dx^  sin'amj' 

d'où,  à  cause  de  l'équation  précédente, 

d^\o^K\ix)x I  ___  Al«(ar) 

dx^  ~       sin'ama^""       Al*(ar)i 

Voici,    en   développant,    les   équations    différentielles   qui    en 
résultent  : 

On  aurait  d'une   manière  analogue,  ou  comme  conséquence  des 
relations  algébriques. 

Ces  relations  importantes  que  M.  Weierstrass  tire  immédiatement 
des  équations  de  définition  : 

(ls\ï\  ani.r 

=       cos  am  j*  A  aiiiJ*, 


dx 
</cos  nui  X 

~dx 
^  A  ain.r 


dx 


- —  si  II  anij*  A  aiiia", 
=  —  A'^sin  am.r  cosain  j*. 


et  par  une  méthode  qui  s'applique  aux  transcendantes  abéliennes 
les  plus  générales,  peuvent  alors,  par  une  nouvelle  méthode,  con- 
duire aux  fonctions  B,  ou  servir  à  démontrer  directement  qu'elles 
définissent  des  fonctions  développables  suivant  les  puissances 
de  la  variable  en  séries   indéfiniment  convergentes,   et   dont   les 


THÉORIE    DES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES.  tH  I 

c^ocfficîents  sont  des  fonctions  entières  de  k^  à  coefficients  ra- 
t^ionnels.  Toutefois,  pour  effectuer  les  développements,  on  suit 
^jne  voie  différente  et  plus  simple  dont  voici  le  principe. 


II.  —  Équations  aux  différentielles  partielles,  —  Formules 
de  développement. 

Une  analyse  un  peu  trop  longue  pour  que  nous  puissions  la 
rapporter  ici  a  conduit  M.  Weierstrass  à  ces  équations  linéaires 
aux  différences  partielles,  savoir  : 

.   5--—    -+-2A»a? -, haXA* — -^^  -t- k^x^ K\(x)  =  o, 

I        dx^  dx  dk 

\d'^K\{x)x  ,,     dK\{x\  ..,,  ^AI(x),       ,.,,       .,    „  .  , , 

1  ,  ^       -+-  2 k^x  — ^ ■-  o^kk  *  —    .        -4-  ik!^  -h  X*ar')  A I  {x)x  =  o, 

/ 

I        ^jr«  dx  dk  ' 

\  d^S.\{x\  ,,     fl^Al(ar),  ,,,.£/AUx),       ,,^       ,.^     ^,, 
-±^^ik^x — ^T"^-^^^^     — ^T-^-+-^/r«-f-X'«ar«)  Al(x),  rr  o. 

Ces  relations  importantes  sont  éminemment  propre»  aux  ilévelop- 
pements  en  séries,  et  Ton  en  tire  les  formule»  »iiivant/f?*.  Soit,  #»n 
désignant  le  produit   i  .  2  . 3 . . .  /i  par  n  î, 

x^  X*  y*'" 

k\(x)  =  1  -  A,— -f-A,-7-...^/^-i)'«-<A;„      -— y,,,P;^ 
4  '  o .  i'Am  f . 

X*  X^  v^W  •  I 


3!    •   "'5'.      '  ""lAm  .  •;! 

X*  X^  J^^ 

A1(X),=  I— C,  --^-+-C,  -p   — ,..^r-(;'«  ^'/w/,,,^    'i'"» 

x^  x*  j^ff^ 

Al(jr)a=  I— D,  -— ^  D,  ^ —...-- r~  i^^*  |>,^  -         ^,,., 


(')    Le   terme  en  x-  manque    dan*  tf  *U:i>*:i*fp^m*t*i,   t^Httmr  */##    !#'    S4nî   a 

prior  pari  l'expression  c  «'o  i,h  \n   »/#Mr  «i#   *-â^/ti$tti   fomHfff^**^   p4f   ttu 

terme  en  x*. 
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on  aura 

A,  =  U^, 

A,  =8(A-«-i-A:*), 

A^  =3a(A«4-/:»)4-68AS 

A,  =i-28(A«-+-A-»)4-48o(A*4-/«), 

Aô  =  5i2(A«4-  A:>o)  -h  3oo8(A*  h- A»)  -h  54ooA«, 

A,  =  2o48(A'«H-  A»«)  -H  i74o8(A:^4-  X:»»)  -+-  49068  (A:«  4-  A»), 

As  =  8  i97.(  /-*-+-  A»^)  -4-  95?.3a  (  A*  -+-  A»»)  -h  895 520  (A«  -h  X-»o)  -+-  6o3  376  tr 

A,  =32768(/«4-A»«)4-4997i-i(A*H-A**)  +  2853888(A:«-+-il-««) 

4-5668o96(A-«-+.A»o), 
A,o=i3io79.(/«4-A:»»)-+-2539  52o(/-*-hA:>«)4-  i90976oo(A«-+- X:i*) 
4-  38  i53728(A»  -h  A>«)  -4-  42090784A»», 

B,  =i-i-A*H-4A«, 

B,  =i-i-A«-H9(A*H-A*), 

B4  =n-A«4-i6(A«4-A«)-6/-S 

B5  =  I  -+. Ai04-25(A*-+-  A»)  —  494(A*H-  A«), 

Bç  =  1  -+- A««-h36(A*-+-  A»o )  —  5781  (A'*-i-  A»)  —  12  i84A-«, 

B7  =i-i-Ai*-+.49(A«-+-A»«)— 55i73(A*-f-A»o)— i796o5(A«-i-A:«), 

Bg  =  I  -+-A»«-+-64(A«4-  A»*)  —  5o2892(  A^-h  A>«)  —  2279488(A«-h  A>«) 

—  354793oA«, 
B9  =  i-+-A'»-+-8i(A«-H  A»«)  — 45375oo(A*-4-A»*)  —  27i98  588(A«-+- A>«) 

-  59331  498 (^••-^^'•), 
B,o=  I  ■+-A"-Moo(A»  +  A»«)  —  4o8567i5(A*-hA>«) 

-3i38oo8o(A6-hA'^)  — 9()90i527o(A«-+-  A")—  1  278530 856 A»», 

C,  =1, 

Cj  =  i  -H  2  A*, 

C,  =i4-6A«-f-8AS 

Ci  =!-+-  iJtA«-h6oA^H-  3-2 AS 

C-  =i-+-ioA«-+-348A^-4-448A«-+- I28AS 

Cg  =i-+-3oAï-i-2372Ai-+-  46ooA«-4-288oA»-+-5i2A»o, 

C^  =i-+-49.A«-f-  193o8A*-h5i8i6A6-+-  r)0'24A»-+- i6896A»o-+- 2o48A>2, 

Cg  =  I  -+-  •)6A«-H  169320 A* -h  6280G4 A*  -h  7J7264 A«-f-  370944A»o 
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et 

1^4  =  39. A«  -H  60  A* -I-  i9.A«  -+-  A», 

r3«  =  5riA:«+  2  88o/*+'46oo  A«  -h  2872  A»-+-  3oA»o  4-  A»», 

ID,  =  2o48A-«-M6896A'*-t-  45024 A:«  -h  5i  8i6A»-+-  19808  A»o  -h  4JtA»«  -h  A»*; 

IDg  =  8  192A»  -h  93  184  A*  +  370944  A*6-i-  757264 A'«-+.  628064  A«o 

-f-  i6932oA>»  4-  56A»*  -+-  A»». 
13^  =  32 768  A» -^  49 1  520  A* -H  2725  888  A«  4- 9 100 288  A» 

-h  12998 928 A:»o  -H  7594î)92A-««4-  i  5i5368A»*  4-  72A»«-i-  A»», 
X)io=  i3io72A-*-h2  5o6752A'* -f-  18400432 A* 4-  100242914  A* 

4-219361 824 A«o 4- 21  io644ooAi»4-89348o8oA«* 
H-  i362348oA:»«4-9oA'»8  4-A»o, 


Mais  les  équations  aux  différences  partielles  ne  servent  pas  seu- 
\  binent  à  faciliter  le  calcul  dont  nous  venons  de  rapporter  les  résul- 
l.Ats  d'après  M.  Weierstrass,  elles  donnent  encore,  par  exemple, 
mmne  démonstration  facile   des    équations   suivantes,    qui   se   rap- 
portent à  la  transfo  rmation  du  premier  ordre,  savoir  : 

X\(kx/^\  =\\(x,k). 
Al  U'^fj.)  =^Al(27,A)„ 

1   \\{ix,  A-')  =  e*  A^j-,  A)„ 
)  Al(i\r,  A')i=t'e^Al(j',  A),, 

I  A\{ix,  A')î=  c*  Al(a?,  A), 

1  1! 

\  A\(ix,k')i=e^k\(x,k)3, 

Nous  remarquerons  enfin  qu'en   passant   ainsi   des    fonctions 
B(i)  à  W{x)  qui  ont  perdu   tout  caractère  périodique,  les  (|uo- 
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.     AKa:)|     Al(jr)î     Al(a:),         .  ,  'j       i     j      i  i 

tienls  -r-T- — 9    .  ,        1      ,         se  trouvent  posséder  la  double 

JK.l\tVj         I\.l\3/)         AlyiC) 

riodicîté  en  vertu  des  relations  suivantes,  conséquence  immédi 
des  équations  (B),  en  se  rappelant  qu'on  a 


savoir 


vi 


Ç  =  i       et       KJ'-K'J  =  ^, 


'  Al(j:-+-2K)  =-+-Al(a:)  «-«Jm+k», 
1  Al(x-+-2K),=  — Al(a:)ie-«J<-»+>i', 
j  Al(x-h2K),  =— Al(a:),«-»J^-»-^«^S 
(  Al(j--i-2K)3=-f-A!(x)3  6-'^'-^-^*', 

X\(x-^  2tK')  =— Al(:r)  c-t'i'i^+iK-.^ 
AU:r-h2tK'),  =  — Al(x),e-*'J«^^'*^', 
A  l(^  H-  2f  K'),  =-^  Al(x)5  e-î'J'^-^-iK-  , 
A  \{x  -h  -iiK'),  =  -+-  Al(j-),  c-î'i  «  »-»-iK  ». 


Déyeloppements  des  fonctions  elliptiqaes  en  séries  simples 
de  sinus  et  de  cosinas. 

Voici  un  nouveau  mode  d'expression  analytique  qui  se  distingue 
ossenliollemonl  de  celui  que  nous  venons  d'étudier,  en  ce  que  la 
\ariableesl  assujettie  à  rester  entre  certaines  limites  déterminées, 
do  sorte  que,  ces  limites  changeant^  la  forme  du  développement 
doit  clianger  égî^lement.  Toutefois,  comme  il  suffit,  pour  embras- 
ser toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  l'argument,  d'un 
nomhri^  limité  de  développements  et  que,  dans  chaque  intervalle 
d'ailleurs,  le  développement  convenable  subsiste  quelles  que  soient 
les  jWri^Hlos  ou  le  miulule,  on  jHnit  présumer  que  l'élude  de  ce  mode 
d'expivssiou  ou>rira  également  la  voie  pour  parvenir  aux  pro- 
priétés foud,imontAles  des  nou>  elles  transcendantes.  C'est,  en 
etVet,  ce  qui  a  lieu,  et  Ton  Norra  même  ainsi  s'offrir  naturellement 
la  it^luchou  aux  fonctions  elliptiques  de  toute  fonction  double- 
ment pori\Hlique  uniforme,  c 'est ^-^lire  la  proposition  de  M.  Lion- 
ville  énoncée  jvigx^  I  3i)  et  qu'on  démontrera  ci-après.  Mais,  à  un 
awlre  |H^int  de  \ue  et  jv^r  le  s<:*ul  fait  des  identités  entre  les  séries 
r4  les  qnotie«t>  de  serie>,  on  s**^  lrow\e  amené  aux  pTX>priétés  des 
lll«mihre>  le>  plu>  oa^  luv>  et  le>  jv|«>  im|HMttnle>,  propriétés  dont 
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l'intérêt  s*aagiiiente  m^^nie  par  ie  lien  «i  împiv^a  qui  les  rattaclK 
sux  transcendante!»  de  TAnj^Tâe.  Noa$  noos  bornons  ici  à  cette 
indication,  ne  pouTant  entrer  dans  cette  partie  fort  étendne  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques  et  qai  est  liée  étroiteoient  anx 
l)eUes  recherches  qae  U  S*:i^nce  doit  à  M.  Lionville  sor  les  fonc- 
tions numériques. 

I.  —  Premièrt  imélkode. 

Cest  celle  qu'indique  natorellenient  Féqaation  ^  *  • 

0  (  -——  )  =  A  i—  »q*:»y^xjr  —  7-/    i  —  i^co*2X  —  q'* 

X     i —  Mq*r.fr*f1X — q^*  , 

En  partant  en  effet  du  dé%eloppement  connu 

l05«  I  —  iq  CiJn^X  —  q^  .  =  q  O04  2X  —  q^  

1  "M 

on  aura 

-  loçdj  — i;^  I  =  eo**u  —  co*îx' -y   — -y*    —7*    — ---' 

*—     q'-q*     -7"-... 


1 


♦   —  «Jî  /»2«  


__       ^♦^yl.   «^ 


ou  bien 

-  loge  I I  =  <imu.  —  ^ -^ î— 

•2  r    ^  I  —  ly-         2-1  —  7*  « 

7*  rjr*!^rX  7*  O*^^ 

#    f  —  7*  »  4    I  —  7»  » 

On  en  conclut  le*  d^^jfîfi^rf»#»mU  de*  fonctions  de  deuxième  et 


(«)    Ko^cs  ï».  I^I. 
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de  troisième  espèce,  d'après  les  relations 

c'est-à-dire  les  formules  suivantes  : 

q  cos'à(x  -ha)        q^  cosJi(x  -h  a) 
y  cosA(a^  —  g)       ^*cos4(a^  —  a) 


[^sin'^.asin!2rr      ^^sin4asin4^       ^' sin6a  sin6j?  1 


et 


K        /iKx\        ÇK*  /qs'inix'       q^sin^x       q*  iin6x  \ 

^  (  )   —  —  X  —  (    r-  -\-   r—   -+-  -       -4-  .  .  •   1  * 

•2  7:       \     -n     /  TT*  \  I  —  ^*  I  —  q^  i  —  7«  / 

En  diflerenliant  par  rapport  à  j:  la  dernière,  on  obtient  encore 

A-*K^    .   .        'ï.}kx       CK'       /qcos'XT        2ûr*cos4^        3<7'cos6ar  \ 

-sin»am =  ^  —  (- j- ^  — 7-  ^— 1 h...  ). 

2Tr*  T,  27:'        \  I — q^  1 — q^  1  —  q^  / 

Mais  c'est  à  sinam:r,  cosamj;,  Aamx  qu'il  s'agit  de  parvenir,  et 
le  même  procédé  s'appliquerait,  s'il  était  possible  de  les  considérer 
comme  les  dérivées  logarithmiques  de  fonctions  décomposables  en 
facteurs  ainsi  que  %{x).  Or,  on  a,  en  efl'et, 

,    .                   rfloe:(Aama?  —  Acosamj') 
Asinaina^= 


ïAcosamx  = 
t'A  anij-  = 


dx 
d\oy^(ùk  Aïiix  -{-  ik  sin  ama:) 

di ' 

t/logCcob  ^mx  4-  e  sin  ama^) 
dx 
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ax  les  quantités  sous  le  signe  logarithmique  s^cxprimcnt  comme  il 
?^tiit  : 

^  am A'  ces  am 

t:  tz 

_  (l  —  2  )/q  co%x  -h  q){i  —  '2  v^y'  cosa? -I-  ^')(i  —  2  v/^*  cosar  +  y*)... 
(n-  2  v^^r  coso:-!-  5r)(n-  2  /^'  cosar-+-  </»)  (i  -i-  2  ^q^  cosa'  H-  7*)... 

!>,Kar        .,    .           2K.r 
^  am h  ik  sin  am 

_^  (i  —  2v/ — ^sina*  — <7)(i — i^ — ^'sinar  — ^*)(i  —  'i^ — ^*sina?  —  7*)--« 
(i-+-2v/ — qsinx — q){i-\-i^ — g' sin  a?  —  ^•)(n-2v/ — ^*sina? — ^*)'" 

2Ka?        .   .           2Kar 
cos  am h  i  sin  am 

_  et/-r(i  —  y  e-«/-r)(i  —  y3e«^'^)  (i  —  y»e-»^-^). . .  ^ 
""       {\—  q  c»'-*^)  (  I  —  gr'  e-»'*)  (  I  —  y»e*'*). . .      ' 

de  sorte  qu'un  calcul  tout  semblable  à  celui  qui  a  été  fait  précé- 
demment conduit  aux  formules  suivantes  : 

kK    .  iKx       v^ûT  sina?        i/ô'sinSa:        i/<7*sin5a? 

sinam  =  ^^-^ h  -2-2 ;—  -+-  ^ h..., 

27:  TZ  I  —  q  I  —  q^  I  —  q* 

XK  2Ka?       v^cosa?        \/<7'cos3a7       i/7*co»5ar 

—  cos  am =  ^-^ h  .2-î ; h  ^-^ 1 h . . . , 

2TC  Tt  H-7,  14-^'  14-  7* 

K     ^  '/Ka?        I       7  cos 2 a?        /7*cosiar        flr'cofi(ia? 

—  A  am   =  T  -*-  ^^ 7-  -+-  ' \ — ^- 2 — ^-  •  •  •  • 

2  71  7c  4         i-i- ^*  I -+- 7*  IH- 7* 

Quant  aux  expressions  des  quantités 

A  ama:  —  k  co»  am  a/, 
A  amar  -f-  lA'sin  ama*, 
cos  ama?  +  c  sin  amar, 

dont  nous  venons  de  nous  servir,  nou»  tioun  boniifroiiH  11  rliiblir 
Tune  d'elles,  la  même  méthode  s'appliquaiil  aux  MUlrifM,  vX  r'rnl  la 
dernière  que  nous  choisirons,  les  précédeulen  mî  trouvant  (Ihiih  Ii*h 
Fundamenta,  car  elles  se  tirent  de  l'équation  (5),  pa^iî  H(),  m  y 
changeant  pour  la  premirre  x  en  ;^  —  x  vX  pour  hi  hVA'uwAv.  y  v.n  -  y. 
A  cet  effet,  soit  pour  un  instant,  commi;  |»agiî  i^o, 

/7!  I 
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l'expression  qu'il  s'agit  de  démontrer  égale  à 

cos  ama:  -h  i  sin  anriiF 
prendra  cette  forme 

o(ar-i-iK')<p(— a?-f-3eK')ç{ar-+-5tK')...        ' 

d'où  l'on  voit  qu'on  la  ramènera  déjà  à  avoir  6(^)  pour  dénomi- 
nateur en  multipliant  les  deux  termes  par 

A<p(— a:4-tK')<p(iF-+-3tK')ç(  — a?H-5tK')..., 

« 

A  désignant  une  constante.  Faisons  donc 

^(x)  =  \e^^  (p«(— ar-4-tK')«pï(a:-+-3tK')(p«(— ^-^-5*K')..., 

on  aura  évidemment 

*(a7H-2K)  =  —  *(ar), 
et,  en  second  lieu, 

Or  on  satisfait  de  la  manière  la  plus  générale  par  des  fonctions  en- 
tières aux  deux  conditions 


en  prenant 


^ix-^iiK')  =  ^(x)e     K  <-»'  +  2'»^'»^ 


^(x)  =  CU(x)  -^  CiHi(x), 
de  sorte  qu'on  peut  poser 


f  7C.I 
,2K 


e^K  (^(—  X  -\-  ÎK')  <f(x  -^  3iK')  o(  —  X  -h  5iK')  . . . 
<p(  j- 4- iK')  9(  —  j: -H  3  iK')  (p(ar -f- 5tK'). . . 

=  ■— =  A  cos  amx  h-  e  B  sin  sumx. 

en  désignant  par  A  et  B  des  constantes,  qu'on  déterminera  par 
une  liypothèse  particulière.  Soit  par  exemple  ^  =  o  et  x  =  K,  on 
obtiendra  immédiatement  A=  i,  B=  i,  ce  qui  démontre  notre 
formule. 
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A  celle  occasion,  je  remarquerai  que  la  manière  la  plus  géné- 
rale (le  salisfaire  par  des  fondions  cnlières  aux  condilions 


(  4>(:jr.4-4K)     =*(:r), 


_'4!E,^.-KV,-K') 


^(x)  =  Xe(x )  -+-  BH(x)  -^  Cei(x)  -h  DHi(2:). 


w'     /ninr 


la  seconde  de  ces  condilions  conduira  à  poser 

ce  qui  ne  laisse  bien  subsisler  que  quatre  conslanles  arbitraires 
dans  l'expression  de  4>(j?). 

H.  —  Des  séries  précédentes  ordonnées  suivant  les  puissances  de  q» 

Ces  développeinenls  se  sonl  offerls  d'eux-mêmes  dans  ce  qui 
précède;  ainsi,  avanl  d'effectuer  la  sommation  des  progressions 
géométriques,  a-t-on  obtenu  par  exemple  : 

—2  sin  ain  — — —  =  sinx  y  q  {\  -\-  q  -^  q^  -+-• . .) 
-h  sin3j? /^  (i -+-^' -+- 5^*  -4-...) 
-h  sinSx  \/q^  (1  -+-  7*  -h  7*° -h. . .) 


ûnx  ^v^ 
sinSa?  ^  ^fq' 
%\v\bx  ^  ^q 


5.S//1-+-1) 


qui  comprennent  les  précédentes,  est  de  prendre  avec  quatre  con-  ] 

stantes  arbitraires 


I 


Celte  expression  qu^on  voit  a  priori  être  solution,  par  les  rela-  j 

lions  de  la  page  i5i,  est  effectivement  la  plus  générale;  car,  en  \ 

supposant 

//tlTC.r 

^{x)  =  'Lante  ^^   , 
ou  plutôt 
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OU  bien,  sous  la  forme  d'une  somme  double, 

Faisons  donc 

( 9.  jjt  -+-  O  ( •;►  m  H-  I )  =  M, 

M  représentera  tous  les  nombres  impairs,  et  le  coefficient  d'un#^ 
terme  quelconque  \/^,  dans  la  série,  sera  la  somme  de  toutes  les  ^ 
quantités  sin(2[jL+  i)x^  où  2[x4-  i  est  un  diviseur  de  M.  Et,  comme 
tout  diviseur  d'un  nombre  impair  est  lui-même  impair,  on  pourra 
écrire  plus  simplement,  en  désignant  par  [ji  un  diviseur  de  M, 

kK    .  iKx      v'   /-u  V    . 

^ —  sin  am =  >  yÇ      y.  sin  |ijr. 

D'une  manière  toute  semblable  on  obtiendra 

--cosam  ^^  =2(— i)~*^/^2 (—!)""«"  cos|ix. 

A  l'égard  de  Aam:r,  si  Ton  désigne  par  N  =  2^M  un  nombre  entier 
quelconque,  2^  étant  la  puissance  la  plus  élevée  du  facteur  2  qu'il 
contienne,  de  sorte  que  M  soit  impair,  on  aura 

_  Aam  \^  =  ^  4-2(-0~*"5'^2^""*^""*"^^^'^'''*''^'^' 

où  [JL  représente  comme  précédemment  tout  diviseur  du  nombre 
impair  M.  Il  est  impossible  de  ne  pas  être  frappé  du  caractère 
aritlimétique  de  ces  expressions 


PL       1 


^(—1;    ^    cos'2^-^*  fia:; 

elles  offrent  un  exemple  des  fondions  numériques  qui  ont  été  le 
sujet  des  belles  recherches  de  M.  Liouville,  et  la  manière  simple 
dont  elles  sont  amenées  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  peut 
aisément  faire  présumer  le  rôle  de  cette  théorie  dans  l'étude  des 
propriétés  des  nombres. 
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m.  —    Vérijication  des  équations  différentielles  fondamentales. 

Désignons  par  m  et  m'  tous  les  nombres  impairs  positifs  et  né- 
gatifs, par  ia  lettre  n  tous  les  nombres  entiers  pairs  et  impairs;  en 
posant 

"  2Ll   I  —  </"*  ' 

—  2d     I  -h  q"''    ' 

^  I  -f-  ^*« 

on  a  uni 

ikK    .           îKj?       -, 
sin  am =  U, 

/  K  2  K  .r 

—  ces  am =  V , 

-  -ïî 

—  A  am     =  W. 


Cela  posé,  an\  équations 

€l  sin  am.r 

dT- 
dçns  am.r 


dx 
d  1  -AXUX 


dx 
correspondent  relles-ei 


=  cos  amâ' Aamor, 
=  —  sin  aiiij^  AaniJ^, 
=  —  /"*  sin  am.r  cosam:r, 


<|ue  nous  nous  proposons  de  vérifier. 
Considérons  pour  cela  les  produits 


1 ^ , 

Q      2       g{m-hin)ix 


\\V  =  >   -^- 

^  (l  —q'")(l"^q*") 
m  4-  m' 

UV     =  y   ;? ^ r  , 

^  (i  — y'";(n-<7'«; 
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et  observons  qu^on  a  idenliqueinent 

m'-t-2n  m'-f-ln 


9     * 

(«  + 

gr'»')(i-f- 

m-t-ln 

9    ' 

g»") 

(«- 

9*") 

9    ' 

^      y      '  /_î 7"*^     \ 

En  posant 

m  -+-2/1  =  M, 

m'  -H  2/1  =  M', 

m  -+-  m'  =  iS, 

de  sorte  que  M  et  M'  soient  des  nombres  impairs,  et  N  un  entier 
quelconque,  on  pourra  écrire  : 

~~  .^   I  ^  ^«>     \  I  —  ^"«  1-4-  q^-'^J 


wu 

UV 


Ces  expressions  étant  comparées  respectivement  a  7-'  j—» 
-7—^  on  reconnaît  qu'il  suflîl  pour  démontrer  les  relations  diflTé- 
leuliolles  d'établir  qu'on  a.  en  supprimant  les  accents  : 


1^  pri>cédé  à  suivre  pour  cola  «Mant  le  mémo  dans  les  trois  équa- 
tions, nous  oonsidércn»ns,  pour  tî\er  les  idées,  la  première.  Dis- 
tinguons, à  orl  otVct,  lr<  >alcur<  positives  des  \aleurs  né«^tives  du 
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nombre  m  ;  les  premières  conduisent  à  l'expression 
qu'en  supposant  M  positif,  nous  écrirons 

\I-h^'"-"  "~   I  -H  ^"V  ' 

d'après  les  identités 


I  -h  q»'  I  -+-  ^"* 


les  secondes,  en  mettant  — m  à  la  place  de  m,  à  celle-ci  : 

de  sorte  qu'il  reste  la  quantité  suivante  : 

Mais,  à  partir  de  m  =  2M-+-i,  tous  les  termes  de  la  première 
somme  sont  donnés  par  la  seconde  en  signes  contraires  et  dispa- 
raissent. Ainsi  il  ne  subsiste  plus  qu'une  série  finie 

m  =  lM— 1 
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que    nous  décomposerons  comme   il   suit,    en   isolant  le   terme 
moyen,  savoir  : 


9 


2-2— — +  -L-H  y  - 
I  H-  y"»-M         2  j^     I  -h  q' 

m  =  \  w  -  M  H-  î 

Or,  en  remplaçant  — — ^^^^^j  apr sr;^»  1»  première  somme 

est 

II  I 

1  -h  :    -h  ...  -4-  5 — :  > 
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et  ces  divers  termes,  respectivement  ajoutés  à  ceux  de  la  seconde 


savoir 


_2!__^     ^'       .       ^-Z 


M-l 


JM^' 


donneront  autant  de  fois  l'unité  qu'il  y  a  de  termes,   c'est-à-dir 
— ;^^;  joignant  à  cela  la  fraction  -  qui  correspond  au  terme  du 
milieu,  il  vient  en  définitive 

I       M  — I       M 

-  H =  — > 

5t  9.  1 

ce  qui  est  bien  le  résultat  auquel  il  fallait  parvenir.  Enfin,  si  l'on 
suppose  M  négatif,  on  observera  que  l'expression  que  nous  avons 
considérée  change  de  signe  avec  M,  de  sorte  que 

^  /        I  q'ik-m     \   ^        V  /        '  q-^-m     \ 

^  \  I  -t-  q'"  ""  I  -h  çM-my  ~  ~  ^  \n-^"»  ""  I  -f-  q-^->»)  ' 

En  elTct,  si  l'on  met  dans  le  premier  membre  m  -+-  M  au  lieu  de  w, 
on  obtiendra  identiquement  le  terme  général  de  la  série  du  second 
membre. 

Après  avoir  ainsi  montré  par  un  exemple  important  de  quelle 
manière  les  nouveaux  développements  peuvent,  comme  ceux  qui 
ont  servi  de  base  à  la  théorie,  conduire  aux  propriétés  fondamen- 
tales des  fonctions  elliptiques,  nous  allons  présenter  à  un  point 
de  vue  plus  général  la  comparaison  entre  les  deux  modes  d'expres- 
sions, en  donnant  sous  forme  de  série  périodique  simple  une  fonc- 
tion uniforme  quelconque  à  double  période. 


IV.  —  Développement  en  série  de  sinus  et  de  cosinus 
d'une  fonction  doublement  périodique. 

Nommons  F(z)  la  fonction  proposée,  a  et  6  ses  périodes;  voici 

en  premier  lieu  comment  nous  définirons  les  limites  delà  variable, 

entre  lesquelles  sera  successivement  représentée  cette  fonction, 

par  un  développement  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  qui  mettra 

en  évidence,  par  exemple,   la  période  a.  Observons,  à  cet  eflet, 

que  l'expression 

z  =  at  -{-  buj 
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en  supposant  réels  t  et  f/,  peut  représenter  toute  quantité  imagi- 
naire, et  que,  s'il  s'agit  d'obtenir  toutes  les  valeurs  que  peut 
prendre  F (5),  il  suffira,  eu  égard  à  la  double  périodicité,  d'attri- 
buer à  /  et  ;/  toutes  les  valeurs  réelles  comprises  entre  zéro  et 
Tunité.  Nous  appliquerons  cette  remarque  aux  racines  de  IVqua- 

tion  ■  ==  0  dont  dépendent  les  limitations  que  nous  avons  en 

vue,  et  en  suivant  l'ordre  croissant  depuis  zéro  à  l'unité  des  valeurs 
de  M,  nous  les  désignerons  par  Ç|,  ^2?  •  •  -i  ^h  ^e  sorte  que  Ç/  cor- 
responde à  «/  =  Ui.  Gela  posé,  soit  o/  une  quantité  comprise  entre  Ui 
et  M/^i  (*),  les  limites  exclues,  l'expression 

F(ar-H6u|) 

ne  pourra  devenir  infinie  pour  aucune  valeur  réelle  de  /,  et  donnera 
lieu  par  suite  au  développement 

convergent  quelle  que  soit  cette  variable.  Par  conséquent,  si  les 
quantités  Ç/ sont  en  nombre  égal  à  |jl,  l'ensemble  des  |ji  séries  sui- 
vantes : 

1 

=  at  -h  bu. 


représentera  F(z)  pour 


/  étant   quelconque,    u   moindre    que  Tunité,   mais    toutefois  en 

excluant  les  quantités 

at  -h  bui, 

at  -+-  ^Mj, 


at  -4-  hu^. 


(')  La  quantité  u,  pourra  être  supposée  comprise  non  seulement  entre  </,  et 
zéro,  mais  encore  entre  zéro  et  la  valeur  négative  de  li  la  plus  petite,  abstraction 
faite  du  signe. 

H.—  H.  i5 
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El  si  l'on  reproduit  périodiquement  les  mêmes  séries,  en  faisant 
croître  //  depuis  Tunité  jusqu'à  l'infini,  et  décroître  depuis  zéro 
jusqu'à  riniini  négatif,  on  aura  embrassé  toute  l'élendue  des 
valeurs  imaginaires  de  l'argument  et  obtenu,  sauf  les  restrictions 
indiquées,  une  représentation  complète  de  la  fonction.  Cela  bien 
compris,  nous  allons  donner  la  détermination  des  quantités  Am* 

Pour  cela  nous   emploierons   la   proposition  fondamentale  du 
calcul  des  résidus,  exprimée  par  l'équation 


I  Ç(z)dz  =  lÎTil, 

où  le  premier  membre  représente  l'intégrale  d'une  fonction  uni- 
forme f  (  s),  prise  le  long  d'un  contour  fermé  quelconque,  et  A  la 
somme  des  résidus  de  î{z)  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable, 
qui  correspondent  à  des  points  renfermés  dans  ce  contour.  Cette 
proposition  de  M.  Cauchy,  appliquée  au  cas  où  le  contour  est  un 
parallélogramme  ayant  pour  affixes  de  ses  sommets  les  quantités 

p  -h  a, 

p  -\-  a  -^  6, 

p-^b, 

et  pour  équations  de  ses  côtés  ces  relations  où  la  variable  croît  de 

zéro  à  l'unité,  savoir  : 

z  —  p  H-  at^ 

z  =  p  —a  -h  ht, 

z  =  p  -{-  ù  -+-  a  (i  —  f), 

donnera 

aj     î(p -h  at)(it-h  h  I     Ç(p  ^  a -^  bl)  dt 

•'0  «^0 

—  (ff   (\p-^b-ha{i  —  f)\(f(  ~-b  f   f[/, -f./>0  —  t)\dt=z  2trA, 

•■0  ^'o 

OU  plus  siniplemeiil 

l  <^'  /     ^{P  -^  «O (^f  -^  b  I     iip^a-h  bt)  dt 
(  l-.l        { 

I  ^{    {{p^h^at)dl'-b    Ç   {ip'^bt)dt  =  iir.\. 
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D'ailleurs,  et  d'après  la  signification  précédera  ment  indiquée, 
A  représentera  la  somme  des  résidus  de  f  (s)  pour  toutes  les  ra- 
cines J^  de  l'équation  j:- —  =  o,  dont  les  valeurs  peuvent  être 
représentées  par  la  formule 

Ç  =  /?  -1-  «^  -f-  ^a, 

en  supposant  t  et  a  compris  entre  zéro   et  l'unîlé.  Cela    posé, 
l'équation 

donnant 

nous  appliquerons  la  relation  (i)  en  faisant 

P  =  ^«1, 


Comme  on  a  évidemment 


((z-^a)  =f(5), 
f(5-+-6)  =  f(^)n-»"S 


in^l 


en  posant,  ainsi  que  plus  haut, 

le  premier  membre  de  l'équation  (i)  se  réduira  à 

Quant  au  second,  c'est-à-dire   à  la  somme  des  résidus  de  la 
fonction 

F(z)e  -     , 

pour  5  =  JJi,  JJ27  •  •  •?  sjiLj  nous  supposerons  pour  simplifîer  que  ces 
quantités  soient  des  racines  simples  de  l'équation  ^n — :  =0;  alors, 
en  désignant  par  R/  la  limite  de  s  V(^i  -1- s)  pour  2  =  o,  on  trouvera 
immédiatement 


îfmn 
A  =  c 
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On  en  conclut  le  développement  cherché  de  la  fonction  F  (s)  pour 
z  =at  -{-  but  sous  cette  forme 

i/n  —  (S— C,i)  tm  —  (5— Ç,»  tm — U- 

où  nous  ajoutons  une  constante  arbitraire,  en  supprimant  dans 
chaque  somme  le  terme  qui  correspond  à  m  =  o.  Pour  ce  cas 
effectivement  l'équation 

aAii>(i— q-»^")  =  2t7cA 

ne  peut,  comme  on  le  voit,  déterminer  A^',  et  donne  seulement 

A  =  o,  c'est-à-dire 

Ri4-  Ri -h... -h  Rjx=  o. 

Mais,  avant  d'aller  plus  loin,  faisons  de  suite  une  application  de 

la    formule  générale  que   nous   venons    d'obtenir  en   supposant 

F(z)  ==  sinam^.  Soit  alors 

a  =  4K, 

6=  2eK', 

on  aura 

Ç,  =  eK'-h2K, 


Ri  -f-  limssin  am(iK'-h£)  =  -7  , 

k 


et,  par  suite, 


in--\z  —  iK\  »w -rrts  — ik'  — îk)    I 

V*  «    '"^  V*  e    *»*  I 

1*7:     xr*   '"Tir     V^7~'"     r         ,        ^     1 

On  voit  qu'on  peut  ne  conserver  que  les  valeurs  impaires  de  w, 
de  sorte  qu'en  supposant  nulle  la  constante,  on  trouvera  immédia- 
tement 

ikK  .          -iK^      v^      .       i/^ 
sin  am =  >  e"»'«=  -^-^ —  , 

c'esl-à-dire  pour   le   second   membre    la   série  désignée    par    U, 
page  221 . 

Revenons  aux  considérallons  générales,  et  surtout  à  la  compa- 
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raison  des  deux  dcveloppernenls  qui  correspondent  k  z  =  at-\'  bOi 
et  s  =zat -h  b\J2.  Les  résidus,  dans  le  premier  cas,  se  rapportent 
aux  valeurs  Çr,  Çt,  .  . .,  ^^;  or  en  passant  à  l'intervalle  suivant, 
défini  par  la  relation  z=  at-\-  bu^^  on  sera  conduit  à  la  série  ^2» 
t[j, ...,  Ç(4,  Ç| -h  6,  et  comme  les  résidus  de  F{z)  relatifs  à  Ç|, 
Çi  4- 6  seront  les  mêmes,  les  deux  développements  seront,  avec 
Texpression  des  termes  constants, 

—  - 

Ce  sont  donc  les  termes  constants  que  nous  avons  à  comparer. 
Nous  nous  servirons  pour  cela  de  l'équation  déjà  employée,  en  y 
remplaçant  la  période  b  par  une  quantité  arbitraire  P,  savoir  : 

a  f  ? (p -^  at)  dt '\- ^  f  F{p-^a-^^t)dt 

—  ai  F(/)-h  ^-^at)dt—^   f  ¥(p-\-  ^t)dt  =  lir.l. 

Si  nous  supposons  p  =  6ui  et  /?  4-  ^  =  b\J2j  A  se  réduira  au  seul 
résidu  de  F(z)  qui  correspond  à  2  =  Ç|,  et  Ton  aura  immédiate- 
ment, en  divisant  par  a,  la  relation 

f  F(at-hbji)dt^  f  Fiat-i-but)dt=  ^^  R,. 

Nous  pouvons  donc  ramener  les  deux  développements  à  ne  conte- 
nir absolument  que  les  mêmes  éléments  analytiques,  de  sorte  que, 
le  premier  élant 

1/M  —  (r  — ^u) 
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le  second,  en  réunissant  les  lennes  en  R|,  s'écrira  ainsi 


l/« «Z  — ^u> 


+  ^  ^1^2  T^=T^ 


De  là  se  lire  une  conséquence  importante  et  qui  justifiera  ce  que 
nous  avons  annoncé  plus  haut,  sur  le  rôle  de  la  fonction  de  seconde 
espèce. 

Remarquons,  en  effet,  que  les  diverses  séries  affectées  des  fac- 
teurs R|,  Ua,  . . .  proviennent  de  ce  seul  développement 
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en  y  remplaçant  z  par  z  —  Çi,  ^  —  Ça,  . . .,  et  z  —  Ç|  —  b  dans  le 
second  cas.  Or,  en  mettant  :;  —  -  au  lieu  de  w,  ce  développement 
prend  la  forme 

171  s 

îm 

2ï|-'«  e 
I  —  q-î' 


q-  *  "*   ' 

qui  nous  rappelle  immédiatement  une  expression  analytique  bien 
connue.  Soit,  en  effet, 

d'où 
on  aura 

f  /  •  '"  -ïr- 

e  {Z)  "  Y  jLd  I  —  </  ^"'    ~~  "K"  ^,;,  i  —  7*'«  ^'"     K    * 
Nous  pourrons,  par  conséquent,  écrire,  pour-c  =  at -^  6u,, 

et,  pour  z  =  at  -^ôu^j 
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Cest  en  ce  moment  que  se  manifeste  toute  Timportancc  de  la  pro- 
priété caractéristique  de  la  fonction  de  seconde  espèce  relative- 
ment à  la  double  périodicité.  EIFectivement,  les  relations 

(Z(ar-t-'2K    ■)  =Z(a:)-+-2J, 
\  Z(ar-f.-iiK')=Z(j-)-h'2iJ' 

équivalent  à  celles-ci  : 


e(a7-+--2K)  B(^) 


\ 

f   e(x—iiW')  ~  e(x)  "^  "K  ' 

d'où  Ton  voit  que  Ton  peut  ramener  à  une  seule  les  deux  formules 
de  développement,  par  l'introduction  de  la  transcendante,  puisque 

la  quantité ^ ;^  —  -17  se  réduit  a  ^-. ^  • 

De  là  résulte  une  relation  analytique  générale  subsistant  dans 
toute  l'étendue  des  valeurs  de  l'argument,  et  dont  la  forme  défi- 
nitive, en  passant  de  ¥(z  —  iK')  à  F(:;),  s'obtiendra  comme  il 
suit  : 

Rappelons  d'abord  que  l'on  a 

....  ...  —  .-rT(î.l"-+-l  K  ) 

e(x-hiW')  =  in(x)e  *»^ 

d'où,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres, 

e'(.r-^  /K')  _  l\'(x)  __  MT 

e(j7-+-/K~  ""  \i{x)  "~  -Tk' 
[1  s'ensuit  qu'en  mettant  c  -|-  '  K.'  à  la  place  de  v,  on  obtiendra 

el  plus  simplement,  ptiis([ue  la  somme  des  résidus  est  nulle, 
Dans  le  cas  enfin  où  J^,  au  lieu  d'être  une  racine  simple  de  l'équa- 
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lion  pT — -  =  o,  serait  racine  multiple  d'ordre  n,  ce  qui  donnerait 

lieu  à  la  relation 

e'*F(î; -f- e)  =  A  H- Be  4-. . .-+- Qe«-> -4- Re«-»4-. . ., 

le  seul  terme  Un-r- — 7\  devrait  être  remplacé  dans  la  formule  par 
l'ensemble 

H(^-0       ^  dzl}l{z-^t,)y"        i,i..,n-7.    dz    LH(^-Ç)J 

(-!)«-» A    dn-^_  [-H^z-QI 
1.2. ../i  —  i     ^5    LH(^— Ç)J' 


V.  —  Proposition  de  M.  Liouville, 

Nous  fonderons  la  démonstration  sur  la  formule  précédente,  en 
y  supposant 

^(z)  étant  une  fonction  doublement  périodique  uniforme  dont  les 
périodes  seront,  comme  plus  haut,  2K  et  21K'.  Alors  les  racines  Ç 
comprendront  les  solutions  des  équations 


*(^) 


=  o. 


Nous  désignerons  les  premières  par  Ç  et  les  secondes  par  Ç',  en 
admettant  toujours  qu'elles  soient  représentées  par  la  formule 

p  -hiKt-h  -îiK'u, 

t  et  a  restant  compris  entre  zéro  et  l'unité.  A  l'égard  des  résidus 

de  577-7»  on  sait  qu'ils  sont  égaux  à  -h  i  ou  à  —  1  suivant  qu'ils 

se  rapportent  aux  quantités  s  ou  Ç',  cl,  comme  leur  somme  est 
nulle,  on  est  amené  à  la  conséquence  remarquable  que  ces  quan- 
tités Ç  et  Ç'  sont  précisément  en  même  nombre. 
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Cela  posé,  el  en  désignant  ce  nombre  par  n,  on  aura 

f(z)  -*^'^H(a-Ç,)^H(z-!;,)^---^U(^-"î:„) 
_  H'(^-i:',)  _  H'(^-;',)  _      _  H' (J_- Ç'J 
H(s-Ç',)       HCa-îi)      *•■       H(^-îi)' 

d'où  l'on  tire,  en  désignant  par  A  une  constante  arbitraire, 

'^^^)-^^      H(^-Ç;)H(-5-î;)...H(z-Ç'„)' 

expression  qui  doit  avoir  les  quantités  2K  el  21K'  pour  périodes. 
Or,  en  faisant  usage  des  relations 

H(ar-+-2K)    =  — H(a7), 
H(iF-h2iK')-=— H(ar)e    *  ', 

et  représentant  la  somme  des  racines  Ç  par  £2^,  la  somme  des  ra- 
cines Ç'  par  SÇ',  on  trouvera 

de  sorte  qu'il  faut  poser 


Si 

e 


et  ces  conditions  donnent,  en  désignant  par  a  et  |î  des  nombres 
entiers  arbitraires, 

et,  en  second  lieu, 

2;  — 2Ç'=2aKH-2ptK'. 

On  observera  combien  est  digne  de  remarque  celte  relation  dont 
la  découverte  appartient  à  M.  Liouville,  entre  les  racines  des  équa- 
tions 

4>(«)  =  o, 

quant  aux  nombres  entiers  a  et  p  qui  y  figurent,  j'ajouterai  seule- 
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incnt  qu^ils  se  rattaclient  iinincdiateincnt  à  la  fonction  ^(^)  elle- 
niéaie  par  l'équalion 

Voici  maintenant  les  conséquences  qui  en  résultent.  Ayant 

H(5-i-i:;)  =  ii(5-i-2:;'-+-2aK-r-2?iK'), 

on  en  tire 

ce  qu'on  peut  écrire 

Remplaçant  donc  le  facteur  exponentiel 

qui  figure  dans  Texpression  de  4>(c),  par  ce  rapport  de  fonctions  H, 
et  posant 

il  viendra 


<I'(3)  =  a 


ll^;;-!;'jlU3-;,)...H(;;^-S;') 


Or  on  reconnaît  au  uuinéralcur  et  au  dénominateur  de  ^{z)  les 
expressions  (pie  nous  avons  déjà  employées  en  démontrant  le  théo- 
rème d'Ahcl  sur  raddillon  des  argument^.  Si  le  nond>re  n  est  im- 
pair par  exemple,  Texpression 

est  celle  cpii  a  été  considérée  page  1S4,  et  qui  s'exprime  ainsi 

(iz 

F(x)  el  F,  »  r)  désignant  des  polynômes  de  degrés et y 

el  J-  pouvanl  élre  pris  égal  à  sinanu,  cosam>3,  ou  Aam:;.  Dans 
le  cas  de  n  |)uir,  elle  coïncide  avec  la  fonction  désignée  page  184, 
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par  Oi{x),  et  l'on  a  alors,  en  désignant  par  F(x)  et  f(^)  deux  po- 
Ij-nonies  entiers  en  x  respectivement  des  degrés  -  et  ^> 

H(i;-;,)H(^-!:,)...n(3-x-v;) 

n./  •   .                  rfsin  îims  ^,   .   . 
=  sin  am^F(sin*  ain-s)  h -^ f(sin'  am5). 

On  voit  donc  que  ^(z)  est  donné  par  le  quotient  de  deux  expres- 
sions de  cette  nature,  et  c'est  précisément  dans  la  réduction  de  la 
fonction  doublement  périodique  à  sin  am^  et  à  sa  dérivée  que  con- 
siste la  proposition  que  nous  avons  en  vue  d'établir. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner,  reposant  en  en- 
tier sur  l'expression  générale  d'une  fonction  doublement  pério- 
dique F(j7),  que  nous  avons  précédemment  obtenue,  savoir  : 

nous  indiquerons  encore  un  moyen  d'y  parvenir  immédiatement, 
en  partant  de  Téquatiou 


a  f  f(p-hat)dê-^ù   i  ((p  -ha-\-  ùf)dt 

—  a  I    i{p^b-Jrat)dt  —  h   j    {{ p -^  bt)  dt  =  xir.^. 

Soient,  comme  plus  haut, 
et  prenons 

'  U  {jr  —  Z) 
Par  la  définition  seule  de  la  fonction  n(^),  on  a 
}V(z-^-oK)    _  \V{z) 

Wiz—xiK)  117  j)        ir. 


et  il  en  résulte 


f(c-^2K)    =f(;;), 
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de  sorte  que  réquation  précédente  se  réduit  à 

^1 


F(p'^•lKt)dt  =  —  ^, 


Or  les  divers  résidus  qui  entrent  dans  A  se  rapportent  d'une  part 
à  -S  =  Çi,  Ça?  •  •  -7  Çjiî  et  de  l'autre  à  5  =  ^;  les  premiers,  s'ils  cor- 
respondent, comme  nous  l'avons  supposé,  à  des  racines  simples, 
donnent  pour  somme 

et  le  résidu  relatif  ùl  z  ^Xj  racine  simple  de  il{x  —  5)  =  o,  sera 
évidemment  —  F(^).  L'expression  de  A  qui  suit  de  là  donne  im- 
médiatement la  relation 

F(.)=jr'F(;,-.,KOrf/  +  R.|f{;=|^; 

J'ajouterai  encore  une  remarque  sur  cette  formule  que  j'écri- 
rai, pour  abréger,  comme  il  suit  : 

En  employant  le  théorème  relatif  à  l'addition  des  arguments  dans 
la  fonction  de  seconde  espèce  (*),  on  trouvera  aisément  la  relation 

Y7-7 1~[  =  fî 77— J cotang  ama:  Aamar 

H  (a:-;)        ïli^x)        H(Ç) 

sin  amx 


b'uï  aiii  Ç  sin  am  {x  —  Ç  ) 


S'  (  x) 
(*)  C'est  la  quantité  ■—-■ — -  qui  entre  dans  Z{x),  mais  on  peut  lui  substituer 

jT— — -y  à  1  aide  de  la  relation  sin  am  a?  =  -—  -— — r»  qui  donne,  en  prenant  les 
Il  ( X )  y  /c  ^\^) 

dérivées  logarithmiques  des  deux  membres, 

]V(x)        ^'{x) 

— r  —  TTT— V  =  cotang  amx  A  amx. 
Ji  {x)       H(x) 
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d'où  résulle  en  subslituanl  dans  l'expression  de  F(:r),  et  ayant 

2R  =  o, 


égard  à  la  condition 


cette  nouvelle  formule 

H'(î;)       '^  Rsinamjr 


P,.,.c-2R!lil^2, 


(C)      ^tarf  sin  am!^  sin  am(â7 — C) 
ou  bien 

F(a7)  =  const.-*-  >   -:^ =—. ; =- • 

C'est  donc  encore  la  réduction  de  la  fonction  à  double  période  à 
sinamj:  et  à  sa  dérivée;  mais  la  méthode  plus  rapide  qui  nous  y 
conduit  ne  donne  pas,  comme  la  précédente,  la  relation  impor- 
tante, et  que  nous  avons  dû  tenir  à  ne  pas  omettre,  savoir  : 

s;  — 2Ç'=2(aK4-peK'). 

Celte  nouvelle  formule  résulte  d'ailleurs  immédiatement  de  la 

seule  condition 

2  R  =  o, 

comme  nous  allons  encore  le  faire  voir. 
Considérez  en  effet  la  fonction 


sin  aiii^  siii  ain(j:  —  2) 


dont  les  périodes  seront  2K.et  2«K'.  La  somme  de  ses  résidus 
comprendra  d'une  part  ceux  qui  se  rapportent  aux  racines  de  l'é- 
quation 


c'est-à-dire 

sin  amÇ  sin  ani(ar  —  Ç) 

et  puis  les  résidus  relatifs  aux  deux  équations 

sin  am^  =  o, 
sin  Rm(x  —  ^)  =  o. 

Or,  dans  rintcrvallc  des  périodes  aR  et  2iK',  on  n^iura  d'autres 
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racines  (juc  5  =  0,  z  =  x^  auxquelles  correspondront  les  résidus 

F(o)  __     F{x)    , 

sin  am^  siii  aiii^  ' 

on  a,  par  conséquent, 

V^  R  F(o)  F(x) 

7     _ —-_ _    -h  _: : =   o, 

.i^  siii  aiiic,  Mil  iiiiHX — 1^)        fyiniunx        siiiuiiix 

d'où 

c/     X       c/    X       V  Rsinam:r 

F(r)  =  F(o) -h  >    ^—. ; — . 

.i^  siii  aiii!,  sin  aiii(^ — ^; 

D'une  manière  toute  semblable  on  trouvera  relativement  à  une 
fonction  ^{x),  satisfaisant  aux  conditions 

^{x-^-xiK')  =       rf(T), 
l'expression  très  simple 

.f(^)  =  y_ — ? — _, 

^     ^       ^  siiiaiii(j'  — ÎI) 

011  figurent  seulement  les  racines  Ç  qui  sont  renfermées  dans  l'in- 
tervalle 2K  et  2tK',  et  exprimées  par  la  formule 

Ç  =  />  -f-  i  K  /  -h  9.  iK'  M, 

/  et  M  étant  moindres  que  l'unité. 

Nous  nous  arrêterons  à  ce  point  dans  cette  Note,  pensant  ainsi 
avoir  à  peu  près  complètement  esquissé  l'ensemble  des  notions 
élémentaires  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  qui  précède 
l'étude  de  la  transformation. 


EXTRAIT  DUNE  LETTRE  A  L'ÉDITEUR 


SUR  LA  TRANSFORMATION 


TROISIÈME  ORDRE  DES  FONCTIONS  ELUPTIQUES. 


Journal  de  C relie,  l.  GO,  i8G'2,  p.  3o4. 


((  . . .  Soit  une  forme  biquadratique  et  son  covariant  du  qua- 
trième degré,  à  savoir  : 

/=  oj?*  -4-  4  b^^y  H-  ^cx^y^  -4-  4  b'xj'^  -h  a'y^, 

g  =  (ac  —  ô^)x^  -\-2{ab'—bc)x^y'^  (aa'-^xbb'  —  3c«)a?«j» 

-+-  'yAa'b  —  ^'c)a7^'-f-  {a' c  —  b'^)y^. 
En  posant,  suivant  Tusagc, 

I  =««'— 466'-h3cs, 

J  =  aca' -\-  '?bch' —  ab'^  —  a' b^  —  c"*, 

je  considère  ces  deux  co variants,  qui  sont  encore  du  quatrième 
degré, 

et  qui  conduisent  à  la  relation  reniar(|uablc  que  voici  : 

»  Nommons  V  et  G  ce  que  deviennent  f  et  g  quand  on  y  rem- 

/  .  ^  àf        \  àf 

place  X  et  y  par  —  -r  -r  d  -,  -r  ^  on  aura 
'  «^  ^  f\  dy         ^  Ox 

»  11  en  résulte,  d'après  le  |)rincipe  algébrique  de  Jacobi  pour  la 
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transformation  des  fonctions  elliptiques,  qu'en  supposant  j^ir^  V 
cl  X  seule  variable,  et  faisant,  pour  abréger, 

A(a:)  =  I^-    J/, 
A'(ar)  =  I^-h3J/, 

on  aura 

dz  -,      dx 

=  M 


z  étant  lié  à  x  par  cette  relation  du  troisième  degré 

hx^  H-  3  car*  -+-  3  ^'a?  -j-  a' 
ax^  -H  3  bx^  -h  icx  -^  b' 

et  M  désignant  une  constante. 

»  C'est  donc  la  transformation  du  troisième  ordre  qui  s'offre 
comme  conséquence  de  la  théorie  algébrique  des  formes  biquadra- 
tiques. 

I)  Paris,  mai  i86i.  » 


SUR 


LES  THEOREMES  DE  M.  KRONECKER 

RELATIFS  AUX  FORMES  QUADRATIQUES. 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences ^  t.  LV,   1862  (II),  p.  11 -8S 
et  Journal  de  Liouville,  t.  IX  (t.*  série),  i864,  p.  i45. 


La  théorie  des  fonctions  elliptiques  présente  deux  points  prin- 
cipaux où  elle  vient  se  lier  à  l'Arithmétique  et  spécialement  à  la 
théorie  des  formes  quadratiques  à  deux  indéterminées  de  détermi- 
nant négatif.  L'un  s'offre  lorsqu'on  développe  en  séries  simples  de 
sinus  et  de  cosinus  des  quotients  de  fonctions  0,  et  ne  suppose 
que  les  considérations  les  plus  élémentaires  de  la  théorie  ;  l'autre 
lient  à  l'élude  beaucoup  plus  profonde  et  difficile  de  ces  équations 
algébriques  à  coefficients  entiers  dont  dépendent  les  modules  qui 
donnent  lieu  à  la  multiplication  complexe.  Si  difl^érents  et  éloignés 
que  soient  ces  deux  points  de  vue,  ils  présentent  néanmoins  un 
ensemble  de  résultais  communs  :  nous  voulons  parler  des  déter- 
minations nouvelles  du  nombre  des  classes  de  même  déterminant, 
découvertes  par  M.  Kronecker,  et  qui,  à  bien  juste  titre,  ont  at- 
tiré l'attention  des  géomètres.  Dans  une  Lettre  communiquée  par 
M.  Liouville  à  TAcadémie  l'année  dernière,  j'ai  rapidement  indi- 
qué de  quelle  manière  ces  résultats  pouvaient  s'établir  par  la  con- 
sidération élémentaire  du  développement  en  série  de  sinus  et  de 
cosinus.  C'est  sur  cette  méthode  que  je  me  propose  de  revenir 
pour  en  faire  une  étude  plus  complète,  en  mieux  fixer  le  carac- 
tère et  les  limites,  et  surtout  approfondir  la  nature  des  nouveaux 
H.  —  II.  ifi 
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éléments  arithmétiques  qu'elle  met  en  jeu  et  qui  lui  semblent 
propres.  Elle  repose  essentiellement  sur  l'emploi  des  expressions 
en  séries  de  deux  systèmes  différents  de  fonctions  qu'il  est  néces- 
saire de  donner  avant  d'en  exposer  le  principe. 


Le  premier  de  ces  systèmes  est,  à  quelques  exceptions  près, 
Tensemble  des  fonctions  doublement  périodiques  considérées  par 
Jacobi  dans  le  §  39  des  Fundamenta,  En  écrivant,  pour  abréger, 

e,    e„    II,    H, 
au  lieu  de 

'm-  '-m-  "C-^)'  "'(^i 

et 

au  lieu  de 

e(o),    e,(o),    II, (o), 
de  sorte  qu'on  ait 

0  =  4/  — ——  =  I  _  9.,jr  -f-  •j.q^  —  '}^q9  ^  ^q\%  —  27»*  -h.  .  ., 
Oj  =  i/  -zr  =»-+-'?  7  -1-27^  4- 29»  -4-  2^*«  -4-  29'*  4-..  ., 
r,    =  ^^   =-xVq+  2  vVf.  +  .2  (/^.  ^-  2  's' F'  +  •  •  • . 

je  les  présenterai  groupées  de  la  manière  suivante  : 

1-  TQ^i  -^     =^--i-l u  iJLÏ y.1 — L f_.. 


2.  rfi^-rr  =z    -, \'^^ h    ^ ; h-^"^^ z h. 

Il  sin.r  i  —  (j  I — (j^  I — y« 

o  A    ''1  4 /y  t'Osa:        4/^cos3r        \^^  ços'^x 

,  A     ®i  '  iycos.r         \q^QOs'^x        47*COs').r 

4.  r/i|     ,-  = H i :: 

H|  cosx  I  —  7  1  —  q^  I  —  q* 


55. 
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*    Ô^   ""       i-H^  14-7'  i-^-q^         .  ...» 


^»  ""i'^  *7T   =    "T ; —  "~" z .  •  «^ 

H  sinj-  i-i-<7  i-hq^  1 4- g* 

»                 A  Hi  f\^qco%x        ^^q^  v.o«>Zx        4/7*cos5x 

*      0  '  -^-  5^                     14-  y*                       I  -h  y* 

-,   0  I            ^qcosx        ^q^c.O'?>'ix        4</5cos5.r 

Ui  cosa;           1 4- gr              1 4- y*                1 4- y* 

^  -^    Bi  .l^/cosAJ-        47*cos4a"       4^'<^«sf)j' 

e  14-7*  i4-(/^  i4-gr*  ' 

-^  ^-,    0  47COS!ia:        47*cos4ar        f\q^c.o'&(ST 

iO.  00,--    =  I  —  ^-i h  -^^^ i '-^ h..., 

0,  i4-7*  1 4- gr*  i4-7« 

.,  un    H,  47*sin-^.a:        47^sin4.r        4flr«sinr)jr 

Il  1 4-  gr*  1 4-  y^  1 4-  y« 

,a            -.«    H                          47*sin9.:r       47^sin4J'       iy^sin  Ga- 
la. 00, Y^  =tangr ^^ r- 4- -^-^ 1 -^ : h...; 

Il,  "  i4-gr*  14- y*  1 4- 7» 

jo            A.^i^^i                       \q%\nix  !\q^f^\n\x  Iq^^xniàx 

011                           14- g  i-f-9*  14-^3 

.,            -,   0H                          Aqsinix  ^q^sinix  4<7*sinGar 

0|H|  ^             i4-gr  i4-<7«  14-g»               ' 

.„           ^,011,                        ^qsm'xx  ^q^s'mix  Iq^sin^x 

*  0,11                             I  —  q  14-7*  1  —  9»  ' 
j/»           A»®|ï'  .                 ^qs\iï'?.x  ^q^9>\x\f\x  4<7'sin().r 

*  011,             "^             1  —  7  14-7*  1  —  */*  * 

•     IIII,        8<7Pin';t3"       S^'s'môa:       H^^sinioo: 

*'•  'i     00,  ""      l-^*     ^      l-yo       ^       l-^i«      ^•••' 

.Q  ,  00|  I  8<7*sinaj-      8v/«sin6a?      8gr»osiniojr 

IIII,        siiia?rosu;  1  —  q*  i  —  ^<  1  —  gr»o 

Je  joindrai  en  outre  à  ces  formules  celles  qui  concernent  la  fonc- 
tion seconde  espèce,  savoir  : 

.Q  ftj  ^      _4<7si"'^^        47*sin4ir        49^siii()â7 

ly .  "  1    TT      —  r~   4 r —   4-  ^—  4-  ...  « 

*    0  I  —  gr<  \  —  q^  1  —  9» 


20. 


*   Il  I  —  q^  \  —  q^  r  —  y« 


^,  -,,  0',         '.\q  ^\ï\'xx        47*sin4a7        47'sinr)j* 

21.  0?  — ï-  =  -^-^^ h  ^2-^î^ h  —'- h. . .. 

'0,  I  —  ^*  I  —  q^  I  —  </ 

^  A*  H',  ,  ^q^^Mï'iT        ^q^?>\\\\x        4flr«siiifi.r 

II,  1  —  q^  I — q^  I  —  7* 
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Le  second  système  comprend  le  développement  en  série  de  < 
tîents  dont  le  dénominateur  est  Tune  des  fonctions  0,  le  num 
teur  le  produit  de  deux  autres  et  qui,  par  suite,  ne  représen 
plus  de  fonctions  doublement  périodiques.  En  supposant  diflTér 
l'un  de  l'autre  les  facteurs  du  numérateur  et  posant,  pourabré 


on  a  ce  premier  groupe  de  fonctions,  savoir  : 

n  =  l 

H  H, 


n  =  l 
2.         r,  -^  =2  ^  sin2/wr(— i)"-t5r«'5V,„ 

nrarl 

n  =  l 


s.        Oi  -jj-  =  tango:  -+-\1  2  sin2Jijr(—  i)«-i  gr*»'  B», 

..         A    QH,  V       .  ,3. 

0.        Oi  — pj—  =  cota:-i-  >    2  sin2/ury'*  |J„, 

n  =  l 

/.        Oj  -g-  =^2Sin(2/i-M)argr     *      B«+i, 

ni=0 

011  VI  }ll±^ 

8.  0, -^*  =^2cos(2/n-i)a7(-i)«9      *      U„^,, 

9.  0   -yr-    =  tanga: —  >   2  sin2/ia7y'»  C„, 

10.  0  -y—  =  cota: -h  V  2sin2/i.r(— O^gr"'  C«, 

0H         v^  ^*"'^"' 

11.  0    —    =  >^  2sin(2/H-l)j'7      *       ^n+u 

0    II  V^  itn  +  W^ 

li.         0 -îg-*  =  ^  2cos(2/i4-i)j;(-i)«^    .*       €„^i. 
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5^i  Ton  suppose  ensuite  que  les  deux  facteurs  du  numérateur 
soi  ^lînl  égaux,  on  a  un  second  groupe  de  douze  fondions  où  figurent 
'^^     expressions  suivantes.  Posons 

Z  =       4  cos'JLTq  \q   ^) 

13/     .1  .9\ 

-f- 4  sin5j:^  *  Ay   ^ — q   *J 

M/      .1.  _9  .15\ 

-f- 

En  désignant  par  Z|  et  U|  ce  que  deviennent  Z  cl  U  lorsqu'on 

met  -  —  ar  au  lieu  de  x,  on  aura 

a 

13.  rfli  ^  =       Ae   -OZ, 

14.  ^iOi-^  =      AU    -h  OU, 

i:>.        T,o,  y*  =     Ae,  -oz„ 

IG.  T.O,  ^=       AH,  -4- OU,, 

17.  rfi   y^  =       BB,  -4-0,Z„ 

18.  rfl  ^  ;=  — BU    -f- 0,  U, 

19.  T.O  ^  =       Be    -i-0,Z, 

20.  rfl  ^  =-BH,  4-0,U„ 

"1 

21.  00,  ^  =     ce  -f-T,z, 

22.  00,  lil  =  — GII    ^-TiU, 

23.  00,  -^  =      ce,  -hr.Z,, 

24.  00,  11^  =-CII,  -+-r,U,. 
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Les  quantités  A,  B,  C  sont  des  constantes,  savoir  : 

B  =  -  Z,  (o)  =  4  2  (-  ')^«»  ?»  "- 

C=      U,(o)=  n-42](-0"»c,«7'"- 

Dans  ces  formules  /n  est  pair  et  w  ^  3  (mocI/(),  les  coefficie^t^^ 
<^/i7  c,n  désignant  les  fonctions  numcTiques  définies  parées  égalî^^' 

w-i  ^  — 1  ^-  //  — t  H  —  l 

an^2à^-^)    '    ,  c„=2l(-i)    «    -2l(-l)    «   , 

où  d  représente  tous  les  diviseurs  impairs  de  n  et  de  m  înférîeu:^^ 
à  leurs  conjugués  et  rf'  les  diviseurs  impairs  de  m  plus  grands  qi^^ 
leurs  conjugués.  On  a  d'ailleurs,  en  faisant  x  =  o  dans  les  équa^^ 
tions  15,  16,  20,  ces  relations  dont  nous  ferons  usage  plus  tard  : 

r.»  =  AOi— BO, 
Qî  =  Ar,  -fCO, 
03  =  Br^  -+-C0,. 

Voici  maintenant  de  quelle  manière  les  deux  systèmes  de  fonr — 
lions  conduisent  à  la  considération  des  formes  quadratiques  à  deux 
indéterminées  de  déterminant  négatif. 


II. 


Vyanl,  à  cet  ellel,  distingué  quatre  espèces  de  développements 
vn  série,  suivant  (ju'ils  se  composent  de  termes  en 

sin(';>n-4- i)T,         cos(>./i -m  )  j^,         sin^./u*,         cosinx, 

nous  multiplierons  entre  elles  toutes  les  fonctions  du  premier  et 
du  second  système  qui  appartiennent  à  la  même  espèce,  de  ma- 
nière que  les  produits  obtenus  ne  comprennent  que  des  termes  en 
cos2nx,  Kn  intégrant  ces  produits  entre  les  limites  zéro  et  -  un 
donnera   naissance   à  autant  d'expressions  fonctions  de   la  seule 

quantité  rj,  où  le  rocflicicnt  d'un  terme  quelconque  g^  ou  q^  dé- 
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ra  (l'une  certaine  manière  du  nombre  des  classes  quadratiques 
^terminant  —  A.  Tel  est  donc  le  procédé  analytique  très  simple 
;n  établissant  un  lien  entre  les  formes  quadratiques  de  détcrmi- 
négatif  et  les  transcendantes  ellipliqucs,  conduit  à  l'ensemble 
fsultats  que  nous  allons  passer  en  revue.  Ces  résultats  d'ail- 

se  classent  naturellement  d'après  les  intégrales  définies  de 
.ions  0,  d'où  ils  sont  tirés.  Ainsi,  en  premier  lieu,  s'oiVrent 
jmbinaisons  obtenues  en  multipliant  respectivement  Icséqua- 

15,  18,  1,2,  11  du  premier  système  avec  les  équations  5,  1, 
o  du  second,  et  où  Tintégralion  s'eHeclue  d'elle-même,  savoir: 


I 


(15,5) 


(18,  1) 


\  (I,    :<) 


0»    ret/x=^oî, 

*-  0 


(2,     7)  rfl]     re,clx=^rfi\, 


I  (11,  S; 


00  î 


/*»■ 


dx=  -  00!. 


;s-ci  seront  éludiées  «nsuile,  savoir 


(3,    -) 
et 

(li,  i) 
(10,  i) 

(  17,  :> 


/*  H*  r 

.  'o  ^ 

/*  8?  T. 

.  sont,  comme  on  voit,  essentiellement  distinctes,  et  toutes  les 
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autres  de  forme  analytique  semblable  qu'on  pourrait  obtenir 
produiraient,  en  changeant  suivant  les  cas  le  signe  de  y,  les  mêm 
fonctions. 


III. 


Lcgendre,  comme  on  sait,  a  le  premier  découvert  par  inductioi    ^         . 
que  le  nombre  des  décompositions  d'un  entier  en  trois  carrés  dé 
pendait  d'une  manière  simple  du  nombre  des  classes  quadratique: 
ayant  pour  déterminant  ce  même  entier  changé  de  signe,  et  Gaus: 
a  démontré  ensuite  ce  résultat  important  dans  ses  Recherches 
ariihmé(i(/ues.  M.  Rronecker  a  remarqué  qu'on  y  est  également 
amené  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques;  mais  la  méthode  du 
savant  géomètre  suppose,  à  son  point  de  départ,  et  d'une  manière 
essentielle,  autant  que  je  puis  en  juger,  la  notion  arithmétique  de 
classe,  <pril  n'est  pas  nécessaire  d'employer  dans  la  voie  que  j'ai 
suivie.  Si  l'on  ne  distingue  pas  les  représentations  propres  et  im- 
propres, il  suffira,  en  ellet,  de  la  définition  seule  du  système  des 
formes  nnluites  pour  un  déterminant  donné;  de  sorte  que  ce  théo- 
rt»me,  dans  l'enchaînement  naturel  des  pro|>ositions  de  l'Arithmé- 
lî<|ue,  pourra  être  placé  dès  le  commencement  et  à  côté  des  résul- 
tats qu'a  obtenus  Jacobi  sur  la  décomposition  en  quatre  carrés. 
Pour  justifier  cette  observation,  je  présenterai  en  détail  ce  qui 
concerne  la  formation  du  cube  de  la  fonction 

afin  aussi  do  pou\oir  me  borner  à  l'ég^ard  des  autres  quantités  r,', 
ftiT,*,  ...»  conlonuo'i  dans  les  formules  ^A^,  à  donner  seulement  les 
rt'^sultats. 

lAUisidéivns,  à  cet  ofVel,  les  séries  15  et  5  du  premier  et  du  se- 
cond système,  dont  il  fiuit  elVecluer  le  pnnluit,  sa\oir  : 

^^  t^Hi  ii/sînjx        |i/*5inix        (o'sinftjr 

^l  1.11  =  *^^*tx '  ' . .  .- 

>:^  il/'  <iii  »rt-r 
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'y  en  faisant  comme  précédemment, 

C-^   produit  devant  être  ensuite  intégré  entre  les  limites  o  el  -> 
^*s    ferons  usage  de  ces  formules,  qu'il  est  aisé  d'obtenir, 

/       coixs\n2nx  dx  =  -  f 


^    trouvera  de  cette  manière,  après  avoir  supprimé  le  facteur  -> 

n  =  l  n  =  l  «1  =  1 

Les  deux  premières  séries  qui  se  présentent  dans  cette  exprès- 
^on  se  développent  sans  difficulté  suivant  les  puissances  de  q.  En 
'^signant  par  m  un  nombre  impair  quelconque,  par  o(/iï)  le  nombre 
le  ses  diviseurs,  on  trouvera 

'exposant  a-  prenant  la  série  des  valeurs  i,  2,  3,  etc. 
Pour  la  troisième,  en  remplaçant  d'abord par  le  déve- 

oppement  Tl^""  i)''^"^*^^''",  clic  devient 
«1  =  0 

-e  qui  met  en  évidence  dans  l'exposant  q  le  déterminant  d'une 
orme  quadrati(}uc  (A,  B,  C),  en  posant 
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I^aissant  de  coté  pour  un  instant  le  facteur  ( —  |)tf(«+0^  dont  nous 
nous  occuperons  plus  tard,  observons  que  b  doit  recevoir  les  va- 
leurs 

o,     ±1,     ±9.,     ...,     ±:(/i  — I); 

de  sorte  que  cette  forme  sera  réduite,  si  l'on  s'arrête  ù  la  limite 

ih  (  -  j>  c'est-à-dire,  pour  plus  de  précision,  ~  (: ï  )  lorsque  n 

sera  pair,  et  ±  l— — ^  J  lorsque  n  sera  impair.  Ce  premier  groupe 

de  valeurs,  si  l'on  fait 

n*  -+-  /i  -h  «71  —  6*  =  A, 

donnera,  et  une  seule  fois,  toutes  les  formes  réduites  de  détermi- 
nant —  A,  en  exceptant  les  formes  anil)i<;uës  (A,  B,  C)  ou  aB  =  A 
et  G  =  A,  et  parmi  les  formes  (  \,  o.  G),  le  seul  cas  de  A  =:  C,  qui 
se  |)résente  quand  A  est  un  carré.  Dans  ces  divers  cas,  en  effet,  on 
serait  conduit  pour  le  nombre  a  à  une  valeur  négative. 

Gonsidérons  ensuite  la  seconde  série  des  valeurs  de  />,  savoir  : 


zb  ^  =  - ,      — -  \,      . . . ,      /*  —  I , 

l  2 

lorsque  n  est  pair,  cl 

^    ,  /«  -f-  I  /t  -H  I 

±  6  = ,      -+-  I ,      . . .,      n  —  I , 

•X  }. 

I()rs(|fi(»  n  est  impair.  Soit  £  une  (nianlilc  éi;alc  à  l'unité  en  valeur 
absolue  et  de  même  sif;nc  que  b\  en  fai^anl  la  substitution 

dans  la  forme 

//.r^  -h  1  bxy  \'{n  -r-  i  -h  a  )y*, 

ou  h'ouvcia 

n\^  —  }.i\  n  —  bz)  \  Y  —  (  i  n  —  xbi ->r  \ -^  a)  Y*, 

et  cette  ti'ausformée,  (jue  nous  (lc>ij;nei*()ns  |)ar  (A,  —  î  B,  G),  cfi 
|)osant 

(  I  )  A  =  /<,  \\  —  n  —  bi,         r,  =  .>  /i  —  2 /> £  -+-  I  -H  a, 

remplira  les  eomliiious  ■>  B  <C  V,  i  B  <;  G,  le  premier  terme  étant 
laulol  plus  ^raud,  l.uilol  plus  pelil  que  le  dernier  G.  On  voit  donc 
maintenant  >e  produire  une  ^érie  de  forme>  en  nombre  double  des 
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formes  réduites,  si  l'on  excepte  celles-ci  :  (A,  o,  C),  qui  ont  été 
j.^récédemment  obtenues  pour  b  =  o.  En  elFet,  on  tire  des  cqua- 
t:  ions  (i)  : 

r  a)  /i  =  A,         ù  =  ti\—U),        a  =  C  — viB~r, 

^t,  en  permutant  V  et  C, 

C3)  /i  =  C,         ^  =  £(C--H),         a  =  A-uH-i. 

Ainsi  chaque  forme  réduite  non  ambiguë  donne  effectivement 
<leux  systèmes  différents  (/i,  b,  a),  où  n  ci  a  sont  positifs  et  b  com- 
pris entre  les  limites  assignées.  Mais,  à  l'égard  des  deux  formes 
ambiguës  (A,  eB,  A),  les  équations  (2)  et  (3)  coïncident,  et  pour 
celles-ci  :  (aB,  eB,  C)  les  équations  (3)  conduisant  à  une  valeur 
négative  de  a,  on  n'a  de  même  et  pour  chacune  d'elles  qu'un  seul 
et  unique  système  de  nombres,  /i,  6,  a.  Si  l'on  avait  d'ailleurs  à 
la  fois 

on  ne  pourrait  employer  ni  les  équations  (2),  ni  les  équations  (3), 
de  sorte  que  cette  forme  est  absolument  exclue,  comme  plus  haut 
le  cas  de  A  =  C  dans  le  groupe  des  formes  ambiguës  (A,  o,  C). 
En  résumé,  soient,  pour  un  déterminant  donné  A  :  H  le  nombre 
des  formes  réduites  non  ambiguës,  h  le  nombre  des  formes  ambi- 
guës de  l'espèce  (A,  o,  C),  h'  le  même  nombre  à  l'égard  des  deux 
suivantes  :  (2B,  B,  C),  (A,  B,  A),  l'expression 

sera  le  nombre  des  systèmes  (/i,  b,  a)  qui,  sous  les  conditions  re- 
quises, satisfont  à  l'équation 

/i*  -H  n  -\-  an  ~    b^  =  A. 

Mais,  si  A  est  un  carré  ou  le  triple  d'un  carré,  ce  nombre,  d'après 
les  exceptions  relatives  aux  formes  dérivées  de  (i ,  o,  i)  et  (2,  1,  2), 
devra  être  diminué  d'une  ou  de  deux  unités.  On  peut  d'ailleurs 
l'écrire  de  cette  autre  manière  : 

en  introduisant  le  nombre  loUil  des  classes  de  déterminant  —  A 
qui  est 
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Maintenant  revenons  uu  facteur  ( —  i)«(«+«)  qui  joue  dans  la  ques- 
tion un  rôle  esïjentiel.  En  posant  en  premier  lieu 

A  = /i,        B  =  A,        C  =  /n-i-H«, 

et,  en  second  lieu, 

A  =  /i,         B  =  /i  —  /^ s,         C  =  2 n  -—  !2  Ae  -M  -f-  rî, 
et 

C  =  /»,  B  =  /l  —  /;  E,  A  =  2/1  —  ?.  />£  -f-  l-h  rî, 

on  lrou\e  toujours  la  même  valeur 

a(/i-+-ij  s  A4- A^- B  ^- C-H  I         (mod2). 

Il  en  résulte  que  pour  tout  déterminant  le  facteur  ( —  i)«(«+«) 
sera  éjçal  à  +  i  si  Tun  au  moins  des  termes  extrêmes  A  et  C  est 
impair,  (^t  à  —  i  si  tous  deux  sont  pairs.  En  faisant  cette  distînc- 
lion  dans  les  formes  réduites,  nommons  jQo  'e  nombre  total  de  ces 
formes,  A©,  /«^  celui  des  formes  ambiguës  des  deux  espèces  dont 
nous  avons  parlé,  où  Tun  des  termes  extrêmes  est  impair,  et  jÇi, 
/*!,  h\,  les  expressions  de  même  signification  dans  le  cas  où  les 
deux  termes  extrêmes  sont  pairs,  on  aura  évidemment 

vc  (|ui  donne  la  loi  du  dévelop|)emenl  suivant  les  puissances  <le  q, 
dr  la  sérir  >    -  '  "  -  .  La  partir  que  nous  avons  isolée  à  dessein 

^  rW*  I  -i-  //^»  —  >.  //o  —  /*  i  )  7*^ 

s'évalu(»  à  Taide  tlos  ré^^ultats  (|iii  suivent. 

Soit  (fabord  Ai     nt,  m  étant  impair,  on  aura, 


) 


I  —  (  —  I  ) 


?('m\ 
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Et  ensuite  pour 

A  =  2/n, 

(  ho  =  o(m),         j  /li  =  o, 
(  ^h  =0,  \  h\  =  o; 

A  =  4  m, 

/  /io  =  9(/n),  /  a;  =  o, 

I  /il  =  ^ç(m),         I  a;  =  ^<p(m); 

A  =  4.2''/w, 

A,  =  ?^  ç(m),  I  A'i  =  ^^  ç(//e). 

On  en  conclut 

2  (2A,  -h  a;  -  aAo  -  A'o)  7^  =  2  ^'"'\^'     -'%(m)y^/« 

Il  en  résulte  qu'en  remplaçant  dans  l'équation  fondamentale 

les  trois  séries  par  leurs  valeurs,  on  verra  les  deux  premières  dé- 
truire cette  partie  qui  provient  des  formes  ambiguës,  et  il  restera 
simplement 

0?  =  1+2 ''(*•» "~^»^^^' 

Toutefois,  si  A  est  un  carré  ou  le  triple  d'un  carré,  le  terme  gé- 
néral doit  être  remplacé  par 

ou 

Mais  on  peut  éviter  ces  deux  cas  d'exception  en  ajoutant  deux  se- 
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ries  de  termes  <lc  la  forme  7"'  cl  7'"';  si  l'un  fail,  pour  abréger, 

on  aura  de  relie  manière 

OJ  =  2  '^(«0  -  «0  7*^  --  30  H-  4 s  -  <•». 

C'esl  le  résultat  auquel  est  parvenu  M.  Kronecker,  en  employant 
la  ronsidération  des  modules  qui  donnent  lieu  à  la  multiplicalion 
rruuplexe,  car,  d'après  les  dénominations  de  ce  savant  géomètre, 
on  aura 

et,  par  suite, 

fl^  -  j9,  =  .;tf'(  A)  —  ^(  A)  =  A7  A). 

On  a  donc  deux  méthodes  ai)solument  distinctes  qui  raltaclient 
par  un  double  lien  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  les  propo- 
sitions de  Legendre  et  deGauss  sur  la  décomposition  des  nombres 
en  trois  carrés.  Ces  illustres  géomètres,  en  poursuivant  au  prix  de 
tant  d'efforts  leurs  profondes  recherches  sur  cette  partie  de  T Arith- 
métique supérieure,  tendaient  ainsi  a  leur  insu  vers  une  autre  ré- 
gion de  la  Science  et  donnaient  un  mémorable  exemple  de  cette 
mystérieuse  unité  qui  se  manifeste  parfois  dans  les  travaux  analy- 
li([ucs  eu  cip[)arencc  les  plus  éloignés. 
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C€^^nptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  lA',  iSOt.  (Il),  p.  G84. 


I-si   méthode  de  M.  Diriclilet  pour  la  délerinination  du  nombre 

"^s    Cî lasses  de  formes  quadratiques  de  même  déterminant,  et  celles 

9**    OKI  a  tirées  récemment  de  la  considération  des  fonctions  ellip- 

^'^•-a^s  dans  le  cas  des  déterminants  négatifs,  conduisent  pour  la 

"^^**^e  question  à  des  solutions  tellement  différentes,  qu'il  semble 

^**^^î  difficile  de  trouver  un  lien  quelconque  entre  leurs  résultats 

^''^    ^  Blre  les  principes  sur  lesquels  elles  se  fondent.  Ce  que  laisse 

**  ^^^"sirer  à  cet  égard  la  théorie  des  formes  quadratiques  paraît  te- 

^^     ô  Tabsence  de  quelque  principe  essentiel  auquel  on  serait  sans 

^^-^  te  amené,  soit  en  découvrant  une  démonstration    purement 

'  ^fcinétique  des  propositions  de  M.  Kronecker,  soit  en  tirant  de 

^^léorie  des  fonctions  elliptiques  les  expressions  mêmes  de  Diri- 

^  *  ^t.  En  accordant  la  préférence  à  ce  dernier  point  de  vue,  j'ai  dii, 

^^^>irae  première  préparation,  faire  de  la  méthode  de  cet  illustre 

^^^  ître  une  étude  qui  m'a  conduit  peut-être  à  abréger  et  à  simpli- 

^^^en  quelque  chose  son  analyse,  et  voici  sous  quelle  forme  je  la 

■^^^senlerai. 

1. 

Soit 

m  =  a*b?cy.../^^ 

^H  nombre  entier  décomposé  en  ses  facteurs  premiers  a,ù,c^  ...,A; 
*  expression 


ç(m)  =  «.(,-i)(.-i)...(.-i): 


-.iv  «?«ir<^    »C    CHARLES    UERMITR. 

•  a.   *!i  u  «••toijnuiiL   H  pr  «iait  tJe>  facteurs  binômes, 

~  .MM  c       ^rt  <i^       jià  abc      '"      abc.k* 

^..i-^^.iiit>  t>  nuuur?*  »ie>  entiers  moindres  que  m  et  premiers  avec 
uu  le  '•jiâtiut*!u--rii  par  «généraliser  celle  expression  en  cousidé- 
lun   t    uiittUà-rf  ie<  tenues  premiers  à  m  dans  la  suite 

•u  c  *^  tu«*H^(a«(ue.  Si  i*on  désigne,  suivant  Tusagc,  par  E^ J:^)  le 
uU'^  ^»rtAM  ;uU«.T  contenu  dans  x,  ce  nombre  sera 

*nsAi  |nuN  duuîformité,  je  remplacerai  le  premier  terme  n  par 
K  •  .  ui  i>bUcut  \Mïr  là  une  expression  où  il  est  possible  de  mettre, 
tu   u-«4  siu  uombre  entier  /t,  une  variable  quelconque  x,  à  savoir  : 

„>.-.„...v.(£U5;K£)-2:K.^)--^'(.t^)- 

t  a  Nt^uiticutiou  arithmétique  de  cette  fonction  sera  d^exprimcr 
U   tKMiibivde^  entiers  non  >upérieurs  à  j:  et  premiers  à  //i,  en  fai- 

m  =  a'^b^c":.  ..  X». 

INvui   n        I  ri  afin  do  compléter  la  définition,  nous  conviendrons 

«^,  X  1  =  K(.r  ), 

^  ,  xt  .»  J»t\'  ilo  ivduiiv  1,1  formule  à  son  premier  terme.  Enfin,  en 
.u  K  .^«t  uii  |Mi  ,  uiu'  vjuuilllé  coiiiprÎM*  entre  -f-  i  et  —  i,  et  par  jx 
U    u.»i»iIm\»  vK'*   tvU'loui>  preuiicrs,  </,  />,  ...,/",  on  voit  aisément 

-** 
^    r    -  -  —  :;    m  )  —  a!^-'  £  ; 
//i  ' 

»  I  ,1  U  |Mx*|MixU*  dv*  cotte  fonotii»n  dont  nous  ferons  principale- 
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II. 

Soit  encore  à  trouver  le  nombre  des  termes  de  la  suite 

I,  -2,  3,    . ..,  /l, 

cijui  sont  en  même  temps  premiers  à  m  et  divisibles  par  un  nombre 
donné  i.  Gomme  les  multiples  de  /  dans  cette  suile  sont 

I,  21,  3f,  ...,  E  {-À  £, 

ce  nombre  est  le  même  que  celui  des  entiers  non  supérieurs  à  -  et 
premiers  à  m;  ainsi  il  est  donné  par  l'expression  4>  ( -r  j  •  C'est  à 
ce  moment  que  se  justifie  notre  convention  de  faire,  pour  m  =  i, 

car  alors  la  formule  doit  donner  le  nombre  des  multiples  de  i  qui 

ne  sont  pas  supérieurs  à  n,  et  par  suite  coïncider  avec  E( -rj-  De 

là  résulte  entre  4>(j7)  et  E(j?)  une  certaine  analogie  de  rôle  que  la 
question  suivante  rendra  manifeste. 
Soit  F(/i)  une  fonction  ainsi  définie 

la  somme  comprenant  tous  les  nombres  i  qui  sont  diviseurs  de  n. 
On  vérifie  aisément  qu'on  aura 


2/<''=2/""(") 


En  effet,  dans  le  premier  membre  un  terme  quelconque /(/)  est 

amené  par  toutes  les  quantités  F  (A)  où  k  est  multiple  de  /;  il  se 

trouve  par  conséquent  répété  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  multiples 

de  i  dans  la  suite 

I,  2,  3,  ...,  /i, 

et  c'est  précisément  ce  qu'exprime  le  second  membre.  Modifions 
H.  —    II.  17 
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maintenant  cette  relation  en  introduisant  d^abord  la  condition 
/(/)  =  o,  lorsque  /  n'est  pas  premier  à  un  nombre  donné 

et  posant  ensuite 

F(A:)  =  o, 

lorsque  pareillement  k  n'est  pas  premier  à  m.  On  voit  alors  que 

n 

dans  la  somme  "V    ¥{k)  un  terme /(/)  est  autant  de  fois  répété 

qu'il  y  a  dans  la  sulle  i,  2,  3,  . . .,  n  de  termes  divisibles  par  i  et 
premiers  à  m.  On  aura  donc,  au  lieu  de  la  relation  précédente, 
celle-ci  : 


2/(.,=2/('-)*(?)' 


que  nous  emploierons  bientôt  à  la  recherche  du  nombre  des 
classes.  Mais  il  est  nécessaire  de  rappeler  d'abord  quelques  résul- 
tats sur  la  représentation  des  nombres,  par  le  système  des  formes 
non  équivalentes,  de  même  déterminant  D. 


III. 


A  cet  effet,  nous  désignerons  par  n  un  entier  positif,  impair, 
premier  à  D,  et,  en  nommant  S^  le  plus  grand  carré  qui  divise  D, 
nous  ferons 

Cela  posé,  voici  les  deux  théorèmes  fondamentaux  établis  par  Di- 
richlet  au  moyen  des  considérations  les  plus  élémentaires  et  qui 
pourraient  être  placés  parmi  les  premières  propositions  de  la  théorie 
des  formes  quadratiques. 

I"  Le  déterminant  D  étant  négatif,  la  somme 


■w 


-y 


oii  i  désigne  tous  les  diviseurs  de  n,  et  (  -.  \  le  symbole  généra- 
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Usé  de  Legenire,  exprime  de  combien  de  manières  diffé' 
r^entes  (*)  C entier  n  est  susceptible  d'être  représenté  par  les 
formes  non  équivalentes,  composant  tordre  proprement  pri- 
^Tiitif  de  déterminant  D. 

2*  Le  déterminant  étant  positif,  la  même  expression,  sauf 
Me  facteur  i  qu^on  supprime, 


Wy 


'donnera  encore  le   nombre  des  représentations  de  n  par  les 
formes  non  équivalentes  de  l^ ordre  proprement  primitif  ^  mais 

sous  les  con  ditions  suivantes  :  Premièrement,  on  choisira,  pour 

représenter  n,  des  formes 

où  a  soit  positif  et  c  négatif;  en  second  lieu,  x  et  y  devront  être 
positifs  et  satisfaite  à  cette  condition 

oiiTetX]  sont  les  plus  petits  nombres  qui  donnent 

Tî-  DU«  =  i. 

On  voit  que  dans  ces  propositions  figurent  exclusivement  les 
nombres  impairs  et  premiers  au  déterminant.  Les  valeurs  des  in- 
déterminées X  et  y^  qui  rendent  ainsi  une  forme  impaire  et  pre- 
mière à  son  déterminant,  se  distribuent  en  certains  systèmes,  tels 
que 

(A)  a7  =  2Di'-ha,        ^  =  '2Dw-Hp, 

V  et  w  étant  des  entiers  arbitraires,  a  et  p  étant  choisis  dans  un 
système  de  résidus  suivant  le  module  2D.  Leur  nombre,  si  l'on 

(*)  Les  déterminants  —  i  et  —  3  font  exception,  le  nombre  des  représentations 
-étant  respectivement  pour  ces  deux  cas  : 
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représente  par  D|  la  valeur  absolue  de  D,  est 

2D,ç(D,)        ou        4D,«p(Di), 

selon  que  D  est  impair  ou  pair.  Ce  dernier  résultat  rappelé,  voici 
maintenant  de  quelle  manière,  en  n'ayant  en  vue  que  la  détermi- 
nation du  nombre  des  classes,  il  nous  a  paru  possible  d'abréger  la 
belle  analyse  de  Dirichlet. 

IV. 

Revenons  à  l'équation 

i/'*>=i/<"*(7)' 

1  1 

pour  y  faire 

où(-r)  est  le  symbole  de  Jacobi,  avec  la  convention  de  poser 
(   .-  )  =  o  lorsque  i  ne  sera  pas  premier  à  D.  Alors  les  expressions 

¥{n)  =  'i^f^i)        ou         F(/i)=2/^'>' 

suivant  que  D  est  négatif  ou  positif,  donneront,  en  vertu  des  pro- 
positions précédentes,  le  nombre  des  représentations  de  l'entier  /i, 
par  le  système  des  formes  proprement  primitives  de  déterminant  D. 
Mais  ces  propositions  supposent  essentiellement  n  impair  et  pre- 
mier à  b,  de  sorte  que,  pour  tout  nombre  k  qui  ne  satisfait  pas  à 
ces  deux  conditions,  nous  devrons  supposer  F( A)  =  o.  En  consé- 
quence, il  faut  déterminer  la  fonction  4>  en  prenant  ni  =  2D1,  ou 
simplement  m  =  D, ,  selon  que  le  déterminant  sera  impair  ou  pair. 
Pour  mieux  préciser,  bornons-nous  au  premier  cas  :  les  expres- 
sions 

n 

F(/i)=2>     /-7-)<ï>(-r]      pour  D  négatif, 

1 

n 

F(n)=     2.(7)*(7)     pour  D  positif, 
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auxquelles  nous  sommes  ainsi  amenés,  donneront  donc  la  somme 
des  nombres  de  représentations  pour  tous  les  entiers  positifs,  im- 
pairs et  premiers  à  D  de  un  à  /?.  Or  on  peut  obtenir  cette  même 
somme  en  se  plaçant  à  un  point  de  vue  bien  différent,  comme  on 
^a  voir.  En  supposant  d'abord  le  déterminant  négatif,  faisons  cor- 
■respondre,  à  chacune  des  formes  (a,  6,  c)  qui  composent  Tordre 
proprement  primitif  de  ce  déterminant,  une  ellipse  ayant  pour 
équation  en  coordonnées  rectangulaires 

ax^  H-  1  hxy  -h  c/*  =  n. 

On  reconnaît  sans  peine  que  le  nombre  des  points  dont  les  coor- 
données sont  exprimées  par  l'ensemble  des  formules  (A), 

et  qui  sont  situés  dans  l'intérieur  et  sur  le  contour  de  cette  ellipse, 
donne  précisément  cette  somme  des  nombres  de  représentations 
par  la  forme  (a,  6,  c)  des  entiers  considérés  ci-dessus.  En  second 
lieu,  supposons  D  positif,  nous  aurons  un  résultat  entièrement 
analogue,  en  faisant  correspondre  à  chaque  forme  (a,  6,  c)  de 
Tordre  proprement  primilif  une  hyperbole 

ax'^  -H  2  bxy  -h  cy^  =  n. 

Effectivement,  d'après  les  conditions  propres  aux  déterminants 
positifs,  le  nombre  de  points  dont  les  coordonnées  sont  Tensemble 
des  formules  (A),  et  qui  sont  compris  dans  l'intérieur  ou  sur  le  con- 
tour du  secteur  hyperbolique,  lerniiné  d'une  part  par  les  droites 


j  =  o,        y  =  ^ ^.-.-  X, 


aV 
T  -b{] 


et  de  l'autre  par  la  branche  de  courbe  s'étendant  du  côté  des 
abscisses  positives,  coïncidera  avec  la  somme  des  nombres  de  re- 
présentations appartenant  à  la  forme  (a,  6,  c). 

Ou  va  voir  quelle  conséquence  importante  résulte  de  cette  se- 
conde manière  d'exprimer  F[n'), 
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Rappelons,  à  cet  eflfet,  la  proposition  de  Dirichlet  sur  le  nombre 

des  points  compris  dans  Tintérieur  d'un  contour  fermé,  et  donnés 

par  les  formules 

X  =  av  -h  %y        y  =s  bw  -h  p, 

où  V  et  w  prennent  toutes  les  valeurs  entières  de  —  oo  à  H-  ao.  Si 
l'on  suppose  a  et  6  positifs,  ainsi  qu'on  peut  toujours  le  faire  en 
changeant  le  signe  de  v  et  iv,  et  qu'on  désigne  l'aire  du  contour 
par  0",  on  aura  sensiblement  —r  pour  la  valeur  de  ce  nombre  quand  o* 
est  très  grand.  Ce  résultat  ne  contenant  pas  a  et  p,  si  l'on  a  [jl  sys- 
tèmes de  valeurs  des  coordonnées  ne  différant  que  par  ces  con- 
stantes, ^-T  sera  la  somme  de  tous  les  nombres  de  points  ainsi 
exprimés  et  qui  sont  compris  dans  l'intérieur  du  même  contour. 
Cela  posé,  l'aire  de  l'ellipse 

or*  -h  2  bxy  -\-  cy*  =  n        où         6»  —  ac  =  —  D| 

est 

mz 

celle  du  secteur  hyperbolique, 

nlog(TH-U  y/p) 
2v/D  ' 

le  nombre  a  des  systèmes 

puisque  nous  supposons  le  déterminant  impair,  est 

2D,©(D,). 


Ajnsi  ^  sera 
ab 


'2/D? 

et 

/io(D)log(T-f-U  y/P) 


«7r'f(D,)  ,         . 

dans  le  premier  cas. 


4  y/D» 


dans  le  second. 
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Telles  seront  donc  pour  n  très  grand  les  expressions  approchées 
cfl  e  la  somme  des  nombres  de  représentations  par  une  forme  (a,  6,  c) 
die  déterminant  D  positif  et  négatif  des  entiers  positifs,  impairs  et 
^Dremiers  à  D  qui  sont  compris  de  l'unité  à  n.  Ces  expressions  ne 
^i^ontiennent  pas  «,  6,  c;  le  déterminant  seul  y  figure,  de  sorte  qu'il 
^suffira  de  les  multiplier  respectivement  par  le  nombre  A,  des  classes 
^e  l'ordre  proprement  primitif,  pour  en  conclure  la  valeur  appro- 
chée de  la  fonction  précédemment  désignée  par  F(/i).  Il  vient 
ainsi 

n 

'^^    _     A  =  2  V    (  —  )  *^  (  ^  )      ^ans  le  cas  de  D  négatif, 
et 

— ^ — ^^ — -  h  =    >     (~J^{'')       *^^"^  '®  ^^^  ^®  ^  positif. 

Or  on  a,  ainsi  que  nous  l'avons  remarqué  en  commençant, 

m 

le  nombre  m  d'ailleurs  a  été  pris  égal  à  2D1,  de  sorte  qu'en  divi- 
sant par  n  les  deux  égalités  pour  y  supposer  n  infiniment  grand, 
on  trouvera  les  expressions  remarquables  découvertes  pour  la  pr^ 
mière  fois  par  Dirichlet,  savoir  : 

log(TH-U/D)-^»\  «  /  *' 


h  = 


la  première  se  rapportant  aux  déterminants  négatifs  et  la  seconde 
aux  déterminants  positifs  (*). 


(*)  Je  dois  m'empresser  de  déclarer  qu'ayant  eu  occasion  de  m'entrelcnir  avec 
M.  Liouville  de  cette  manière  d'arriver  aux  résultats  de  M.  Dirichlet,  j'ai  appris 
de  notre  savant  confrère  qu'il  y  était  parvenu,  de  son  côté,  en  se  servant  des 
propres  indications  de  M.  Dirichlet,  et  l'avait  fait  connaître  à  ses  auditeurs  du 
Collège  de  France. 


\ 


REMARQUES 


LE  DÉVELOPPEMEINT  DE 


cosam  X. 


Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LVH,  i863  (II  ),  p.6i3 
ei  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  IX,  1864,2's.,  p.  28» 


En  développant  suivant  les  puissances  de  l'argument  les  trois 
fonctions  sin  amx,  cos  arox,  A  ani  J7,  on  obtient  les  séries  suivantes  : 

sin  amar  =  X  —  (  I  -H  X»  ) -+-  (  1  -f- 1 4  ^'-  -^  A*  )  - 


i.>..3  ^        ■    ^      1.2.3.4.5 


cos  amx  =  I   — h  (  I  -h  4  ^^^  - 


1.2  ^         i.'2.3.4 

A  am T  =  I   —  A*  —  -^  (  X*  -+-  4  A*  ) 


1.2  ^         1.2.3.4 

OU  le  coelncient  d  un  terme  quelcomiue, ; > > 

est  une  Amclion  enlirre  et  à  roellicienls  entiers  du  module  A*^. 
Mais  jusqu'ici  il  n*a  pas  été  possible  d'en  obtenir  l'expression 
générale,  et  tout  ce  que  l'on  sait  à  leur  égard  résulte  simplement 
des  relations 

sin  am  (  X  j-,  -  J  =  X  sin  am  <  j-,  X*^, 

cos  ani  (  Xj-,  -  )  =  a  ani i  j-,  X-  ). 

On  reconnaît  ainsi  que  les  coeflicienls  de  sinanij^  sont  des  poly- 
nômes réciproques  et  que  le  dé>eli>ppemenl  de  cos  ani:r  donne 
immédiatement  celui  de  A  amx.  C'est  de  cette  fonction,  cosamx, 
que  je  \ais  m'occuper  en    ce   moment,   me   proposant   d'établir 
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;ard  des  coefficients,  dont  voici  les  premiers  d'après  Guder- 

I  -h  408  A«  -4-  912  A*  -h  G4  X:«, 

I  H- 3  688  A* -h  3o  768 X* -f.  1 5 808  A:« -f- 256 A:*, 


narqae  suivante  : 

sons  k=  cosH  et  introduisons  les  arcs  multiples,  au  lieu  des 

ances  du  cosinus;  en  les  multipliant  chacun  par  Ar,  on  trou- 

successivement 

X--i-4A-3=  4COSÔ-I-CO5  30, 
/:  -r-  44X'-^  i6A*  =  44  cosO  -f- 16  cosSO  -h  cos5e, 
408  A:' -h  9i2A*-t-  64  A"^  =  912  cos6  -h  408  cos3  6  h-  64  cos56  -h  COS76, 


I  aperçoit  dans  ces  égalités  que  les  puissances  de  k  et  les 
us  des  multiples  de  8  ont  précisément  les  mêmes  coefficients. 

n  général,  si  l'on  représente  le  coefficient  de r — r 

le  développement  de  cosani:!*  par 

n 

Ao-4- A,  A«-H  AjA-^-h. .  .-h  A;,A^»«  =  V  A,A:2', 

u 

ra  cette  relation  : 

V  A;  cos*^->  e  =  V  A|  cos(  2  n  -h  I  —  4  0 0» 

i  peut  facilement  démontrer,  comme  on  verra.  Mais  je  veux 
rd  faire  voir,  par  un  exemple,  comment  elle  sert  à  calculer 
tement  les  nombres  entiers  \o,  A|,  A^,  etc. 
it  /?  =  4  •  ^^^  faisant,  pour  simplifier,  A|=4'0/î  et  posant 
1,  on  trouvera,  en  remplaçant  par  les  arcs  multiples  les  puis- 
s  du  cosinus 

)s6  H-  4«i  cos^ftj^  i6as  cos^ô  -+-  64^3  cos"6  -t-  •l'yiya^  cos'ô 
=  cosB  -h  rti(cos  Jf)  -H  3  cosO  )  -h  «^(cosSÔ  -h  5  cos30  -+-  iocos6) 
-h  03(00570  —  7  cosôô  -t-  21  cos30  H-  35  cosO) 
-+-a4(  cosyO  -+-  y  0057^  -t-  36  cos50  -+-  84  cos30  -h  126  cosô). 
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On  en  conclut,  entre  les  quatre  inconnues,  les  cinq  équations  <\^^ 
voici  : 

i6aj=  I  -h  3ai-i-  loaj-h  35aj-i-  126^4, 
64^3  =  «I-+-  5aj-h  21  03  +  8404, 
256^4=  a^-h  904. 

Leur  somme  conduisant  à   une  identité,  on   peut  omettre  V  ^l:^ 
d'elles,  et,  si  l'on  exclut  la  troisième,  un  calcul  facile  donne 

ai  =  922,        «2  =  1923,        aj=247,        «*  =  i, 

ce  qui  conduit  en  effet  au  coefficient  rapporté  plus  haut,  d'apj^ 
Gudermann.  Laissant  de  côté  Fétude  de  ces  équations  considéi — - 
en  général,  et  me  bornant  à  remarquer  les  valeurs 

A;,   =   4". 

A„_,  =  45"-i-(2/i-hi)4«-i, 

9/1-H  — 9  —  H/i 
A|  =   — > 


tne 


j'arrive  à  la  démonstration  de  l'égalité 

^  A,  cos»^-n 0  =  V  A/cos(2n  -h  i—  41)6, 

et  à  cette  occasion,  comme  j'aurai  à  faire  usage  de  la  transform   - 
tion  du  second  ordre,  je  vais  donner  diverses  formules  qui  ^ 
rapportent    et   qui    peuvent   être  utiles   dans   bien    d'autres  ci  ^ 
constances. 

La  principale,  celle  dont  toutes  les  autres  peuvent  être  tirées,  e^ 


'jr 


,  *^  /A'   I       ( i  -h  k)  sm  am  T 

\(i-hk)x, .      =  j—r-z 

i-hArJ         I -1- Arsin-amo: 


Il  suffit  pour  cela  d'opérer  tour  à  tour  sur  les  fonctions  au  module 
primitif /r  et  au  modale  transformé,  en  employant  les  relations  d^ 
la  transformation  du  premier  ordre;  on  le  démontre  en  partant  de 
ce  théorème  arithmétique  que  tous  les  systèmes  linéaires 


a,     b 
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squels  cul  —  bc  est  un  nombre  premier  /?,  sont  donnés  par 
1  d'entre  eux 

I  o»     P 


composant  à  droite  et  à  gauche  avec  des  systèmes 

îrminant  i .  Or  l'ensemble  des  relations  relatives  à  la  trans- 
ion  du  premier  ordre  consiste  dans  ces  formules,  savoir  : 

(  Arar,   j   )  =  A:  sin  amar, 

sin  am  (  ix^  k*  )  = 
cosam  (  M7,  A:'  )  = 
A  am     (   wr,  A:'   )  = 


Aam 


:  cos  amx. 

i  sin  aiiiâ? 

cos  ^mx 

I 
cos  am:r 

Aamx 
cos  a  m  27 

ik'  sin  amj: 


cosam^r 
ama" 


cos  amj7 

I 


1    sm  am  (  ik  x.  t7  )  =  — 
I  \        '  k  /  c 

'  cos  am  (  ik'x,  tî  )  = 

I  Aam     /eXr'x,  pj  = 

,      .  /.,       ik'\        ik  sin  ama? 

sin  am  (  ikx.  -r-  1  =  » 

k  \  A^  /  Aamar 

/  cos  am  1  ikx.  -,-  )  =  > 

j  \  k  /        Aamx 

f   .  /.,      ik' \       cosamx 

f  A  am     (  ikx,  -p  )  =  — f 

'  \  k /         Aamx 


/  ./        ^k\        k  sin  a 

sin  am  {  k  x.  -j-r  )  ^  — i^ 

\  k  /  Aam 

/  . ,       ik  \        co 
:osam(^A:^,  -pj  =  - 


k  sin  am  r 
1 

X 

cos  amx 


amr 


f  A  am     (  k'x,  77  )  = 

'  \  A-  /       Aam27 


a68 
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III 


IV. 


V. 


Vf, 


On  en    tire,    par   un  calcul   facile  pour   la  transformatioD.    dv 
second  ordre,  les  formes  suivantes  : 

,  ix/Tc     I       (i -h  A:)  sinama: 

{\-^k)X,     — î-r  =  j—^- , 

I -h  A*   J         I -4- A-sin*  am.r 

(i-hA-)j?.    — î-r       = j—^- , 

,  iJk    1        I  — A:sin*amjr 

1-4- a:    ]        I -+- Asm*  amar 

^  V^Â'  H  __  i*(» -+- ^')sin  am: 
^*  )*^'  TI^TÂ'  J  -       i_(,-HA-')si 

k'Ux   2i!^  1  _  __AlîîLf_ 
'^^'^'    1-4-A'  J~  i_(n-A')sin« 

,,^  .       2v/Â^  "1       i  —  (i  -  A-')sin« 

i\  -H  A')Mr,   — ^;r      =  ; .>•     .    ^ 


A  am 


smam 


A  am 


A  am 


sin  am 


cosam 


A  am 


\^. 


f    AdE 


xcos  amx 
sin'  amx 


amx 
amj: 


amx 
ama* 


,,       ., ,       ^  v^iAA'l       (A'-h  lA)  sin  amx  Aaraa: 

(A' -4-  iA)a:,  7-^^ =.      = -j ...    .    .    , > 

A-  -h  lA  J        1  —  (  A  —  lA  )A-  sin*  amx 

, ,       . ,         2  vikk'  1  cos  a  m  j- 

A  -f-  lA  J       I  —  (A  —  lA  ) Asm* amx 

. ,       . .         1  |/iAA'  1  _  I  —  (  A  -♦-  ik'  ) A  sin' 
(A  -r-  ik)x,  jr:^-^^  -  ,_(^_,x.)Asin« 

,,.        I  — A    1        {(  I -r-A)sin  amx 

A)w, = , 

I -H  A    J        cosamxAamx 

I  —  A  1  _  »  -^  A"  sin*  aniJT 

I  —  A  J        cos  am  J*  A  aiiij:' 

I  —  A  1_   I  —  Asin'amx 

I  —  A  J        cos  a  m  X  A  am  j:* 


I  -H  A  )  /j:, 
I  -r  A  )  I JT. 

I  -^  A'  tx. 

I  -r-  A'  )  J-, 

I  ^  A'  »x, 


(I  -  A* 


t  Mn  am  j^cosamx 


A  amj" 


I  —  A'    1  __  I  —  (I  — A'sin* 
I -r- A'    J  AaniJ- 

I  —  A'    "1  _  I  —  Il  —  A'isin* 
I  ^  A'    J  Aamx 

A-^/A'l  (A 
A-.A,x.^_-.^,J  = 


l'A*'  •  sin  amx  A  amx 

y 

cms  étnx 

I  —  «A  —  lA     A  >in*am  wT 

> 

cos  am-r 

I  —    A  —  lA  «A  sin*  amx 
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l'omets  d'écrire,  pour  abréger,  toutes  celles  qui  en  résulteraient 
•  le  changement  de  signe  de  k  ou  k' ^  et  par  le  changement  des 
dules  transformés  en  leurs  inverses,  et  ne  conduiraient  pas,  par 
iséquent,  à  de  nouvelles  formes  analytiques  dans  les  seconds 
rabres. 

-•^est  dans  le  dernier  groupe  que  nous  trouverons  la  relation 
duisanl  à  l'identité  que  nous  vouions  établir.  En  partant,  en 
t,  de  l'égalité 

[,        .,,         k-^ik''\        i  —  { k  —  ik' ) k  %\ïï'^  ^m X 
{k  —  ik  )x, 777    = , 
A^  —  ik  J                      cos  amx 

în  déduira,  par  le  changement  de  signe  de  A^, 

[,f        •#/         A  — /A'I        I  —  (A -H  «A:')X:  sin*  amar 
(  A  -+-  ik  )  .r ,  7 777     =  ^^ , 
A  -r-  ik  J                      cos  a  m  a: 

^   il  sera  facile  de  tirer 

(A-  -h  ik' )  cos  am  1  (A  —  ik  ).r,  -r tjj 

-h  (A  —  ik' )  cos  am    (A  -+-  ik )x^  j rr?  1  =  2ACOS  anaar. 

en  posant 

A  =  cos9, 

le  égalité  prendra  cette  forme 

e^  cos  am(tf-'^j7.  tf*'^)  -h  e-*^  cos  am(e*ôa7,  e-**®)  =  2  cos  6  cos  am  j?, 

la  relation  que  nous  nous  sommes  proposé  de  démontrer  en 
ulle  évidemment,  en  comparant  dans  les  deux  membres  les 
efficients  d'une  même  puissance  de  la  variable. 
\elativement  à  sinamx,  ce  serait  une  formule  de  la  transfor- 
tion  du  quatrième  ordre  qui  donnerait  une  conséquence  sem- 
ble. Partant  en  effet  de  la  relation  suivante  : 


(.-A^)* 


I  —  A  sin*  amx  —  cos  am ar  A  amx 

: > 
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on  en  déduira  aisément 

(._/=I)  s.„am|^ •(;-7^^.J 


sin  amx, 


et  Ton  en  tirera,  pour  la  détermination  des  coefficients  du  dé  ve- 

loppement  de  sinamo:,  des  relations  analogues  aux  précédenl__^z:^es 
mais  d'une  forme  un  peu  moins  simple. 


SUR 

QUELQUES  FORMULES  RELATIVES  AU  MODULE 

DANS 

U  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPnOUES. 


Cotmpte*  rendus  de  l'Académie  des  Sciences^  t.  LVII.  1 863  (  Il  ;.  p.  993 
et  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  IX.  i^4»  »*  *•»  |'-  3 1 3. 


Les  expressions  en  produits  infinis   des  fonctions  elliptique», 
savoir  : 

iKx_    I         a\  q^iVkTs  I  — 2y*cos2jr  —  y*M  i — tq*  ctt^ii  ^  <^  ^  \  —  -yq^  tut^ir  -^  q^*),„ 
2Kjr  __      /^  i\  ycM?jrM~2y'co5  2jr-^-7*>'  i — iq^^io^  ^x^-y»f^i^2y*co» /y  «-yO;,,, 

r  V      ^  ^* — '2^  COS2Jr  — ^«nl  — 2y*''Oi2X — y*.»M  — 'iq*C^P%'lX -^q***  f .  .  ,  * 

2Kjr  _   ^      u-^  -^y  COS2X —  y*  >'  I  —  iq^  co^ ix  ^  y*  >/i  ~  'iq^co^ix  ^-  y^»  ;. , . 

s      "~  a — 29  ro*2X -i- ^*  I' I  —  2y»CO*2X — q^  >*  t  —  'zq*  t^f%'f,X -y  q***f,,,^ 

donnent  immédiatement,  pour  la  mcine  quatrième  du  nupàuln  et 
de  son  complément,  de^  fonctions  uniforme»  â  {'^.^^hM  Ait  la 
variable  <o  définie  en  posant  q  =  e*^^.  C'est  ce  qu'on  %oit  dan%  le% 
Fundamenta,  %  36.  où  sont  établies  ces  relations 

\  k  =  s'i.\q 2 ï; î , 


*  r  _  ■!  — y     1  — y»     i-y*  ,,> 

V  A    =: : f 

'  I  —  y  *  ■  I  —  9*  '  '  I  ^  7*  / ,  .  . 

ou  encore  sous  forme  entière 

{/r  =  [<I— yîvi  — y.    1^7*  ...j[  I  -y,i       y»;   I  — y^^,    ,)», 
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Mais  cette  conséquence  importante  ne  résulte  pas  des  développe- 
ments sous  forme  de  quotients  de  séries  des  mêmes  fonctions^ 
savoir  : 


sin  am 


cos  am 


7C  J]^       I — iq  cosix -\- 'iq^  C0S4X  — 'ig^  cos6x  •-¥■ 

iKx  _       /P  '2  y/^  cnsjt:  -+■  •?.  y  y*  cos 3  j*  -4-  'à \' 7**  cos -yx-h 


t:  y     ^    '  —  A</ cosàx -h -iq^  cos^x  —  iq^cosax -h 


A  am      =  /a* 


7C  I  —  -iq  c.os'ix  -T-  'Aç''  cos.J  J^  —  2 y"  cos6jt  - 

car  c'est  seulement  alors  la  racine  carrée  du  module  et  celle  de 
son  complément  qui  sont  données  en  fonction  de  q  par  ces  for- 
mules 


v/Â  = 


2  v^y  -4-  2  \'y»  -+-  2  y  q^^  - 

I  -h  •>.  y  -h  2  y  *  -t-  2  <y®  -»- 


I  —  jtq  -h  'iq^ —  iq^' 


iq  -1-  2  y  *  -h  2  y  »  -4-  . .  . 

Dans  cette  Note,  je  me  propose  d'établir,  pour 

sin  amâ7,       cosam^r,       A  amx, 

de  nouveaux  développements  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  ana- 
logues aux  précédents,  mais  qui  donneront  aussi  bien  que  les  pro- 
duits infinis  les  racines  quatrièmes  de  k  et  k  comme  fonctions 
uniformes  de  la  variable  to.  On  en  déduira,  en  eflet,  ces  formules 
remarquables,  où  le  signe  ^  s  étend  à  toutes  les  valeurs  positives 
et  négatives  de  n 

sjk  = ^ ,  C'A-'  =  ^^^ , 

\fk  —  )  \!  k'  =  , 

\k  = = ,  {m=— , 
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t  auxquelles  Jacobi  est  déjà  parvenu  dans  son  Mémoire  intitulé  : 
Jber  unendliche  Reilien,  deren  Exponenten  zugleich  in  Zivei 
^erschiedenen  quadratischeii  Formen  enthalten  sind,  en  les 
léduisant  des  produits  infinis  en  q  rapportés  plus  haut.  Les  pro- 
>riétés  si  importantes  auxquelles  donnent  lieu  ces  quantités  ^k 
ît  ^k\  lorsqu'on  y  remplace  w  par  — — r— >  a,  b,  c,  d  étant  des 

lombres  entiers  assujettis  à  la  condition  ad —  6c  =  i,  résultent 
Je  ces  formules  et  peuvent  être  établies,  comme  j'espère  le  mon- 
trer, d'une  manière  simple  et  facile. 


I. 


Pour  abréger  l'écriture,  je  conviendrai  de  désigner  les  quatre 
fonctions 

'm-  •■(^j-  «(:"¥)■  "■(^) 

par  6(.r),  6|(J?),  "30 (•^)>  ^ii(^)»  de  sorte  qu'on  ait,  en  mettant  en 
évidence  la  quantité  o>  dont  il  a  été  question  tout  à  l'heure, 

6  (iT,  tu)  =  I  —  'xg  C0S2T  -h  'iq'^  cos4^  —  'i-q^  cos6a:  -H. . . , 
ôi  (a:,  w)  =  I  -h  2^  cos2a7  -^  'iq'*  cos4J!^  -^  iq^  cosôar-h. . ., 
r^  (x^  lu)  =  i\/q  siiiJ?  —  i\  q^  sinJa:  -t-  i^q^^  sin  jJ?  —-..., 
T,|(a7,  to)  =  iv  y  cosar-H  2v^^^* ces 3a: -h  7.\ q^^cosbx  -h. . .. 

Cela  posé,  la  transformation  du  second  ordre  donnera  ces  deux 
systèmes  de  relation 

2r,*  (X,  to)  =  [/TT^e   {x,  ^)  -  v/T^I^O,  (x,  j)  j  ^'^^-y 

2,î(.,co)  =  [/7:rÂ-e,(x,  j)-/7^e  (.,^)]^'^, 


2 


H.  -  II.  i8 


_  iiz       

Tj  (a:,  a))6aa:,  w)  =  — r. 

v/2 
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et 

'  e  (x,cii)e,(T,cii)  =  v^'0('ij',2a))4/— , 
Tj  (a-,  a))r,,(j',  a>)  =  y  X*' '^l  2t,  210)1 /  — , 
Tfl  (x,  cii)e  (a:,  w)=  ^Tfi   (a:,  -)  l/  — » 

y  *v     ,  V^"  /  t«>\  /2K 

t   tj,(ar,  w)ô,(a:,  u))=  -î^T,,  (a-,  -)  1/ , 

V '1  ^  ^  I     \  '^ 

itz       

r,,(jr,w)e  (j-,w)=  -4 T,,(:r,— — U/— ; 

et  c'est  le  second  dont  je  vais  faire  usage  comme  il  suit  : 
Considérons,  par  exemple,  le  sinus  d'amplitude  :  on  aura 

aKj*  __     I     Trj(ar,  w)_     i     t)  (  j*,  w  )  ôi  (  ar,  a>  ) 

Or,  en  employant  la  première  et  la  cinquième  de  ces  relations,  on 
obtiendra  de  suite 

ÎTC  /  CO  -h  1  \ 


sinam 


ou  bien 


iV^x        JÎl  V  <7  sin.r  H- v  <7^  sin  3.r  —  v<7'*sinDjr — ... 

sin  ain =    -  ^  î— ?- ^-^^ ; — ^-î — 

TT  ^/^.   I  —  >  ^*  ros  4  ^  -+-  '2  <7 **  t'os  8  J*  —  2  ^ •  *  cos  I  •!  a-  -4- . . 

et  le   même  procédé  de  transformation,   appliqué   à  cos  am 

et  A  am ,  donnera  les  résultats  que  voici  : 


îKjt 


iKx 


f'-ï    '^' ( -^^  "~T~"  )  /'iv^  V(— r)"y*'»*^''sin(4rt-ri)ar 


ir  ^  V    A-   e( -^x,  2to)  \/  A- 


K/ir  Txix.  -  \ 

A  am         ^      =  ^'     *  V  A 


7  ( — \Y' q^"*  co^\nx 
r,,  (  r,  I21I  j  51*~  ""  y'"'"^"  cos(  4n  -f-  i)x 


vA' 


2K 

am 
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et,  en  second  lieu, 

^             r    T         ,               X                      v^vVV  ^8«'-^*«sin(8n-h2)ar 
aKar        J-ie^       ri{-ix^  lUi)                 \      "^     ^  '   ^^                                  ' 
im =  I — -_ : =  , 

Tjfar,  -j  *  >    ^»«'-»-«sin(4/i-Hi)ar 

1     -^  =  tf  ~^7^— ^ ^_jL  =  ^/;p? :^^!î 

T,  (a:,  —  j  ^yi/i'-^/i  9in(4/i-Hi)a? 

Tels  sont  donc  les  modes  nouveaux  de  développement  des  fonc- 
tions elliptiques,  qui  manifestent  immédiatement  que  les  quan- 
t.ités  \Jk  et  sjk^  sont  des  fonctions  uniformes  de  w.  Il  suffit  en  effet 
de  poser  x  =:  o  dans  les  deux  dernières  équations  du  premier 
^oupe  pour  obtenir 

^k  = 


J^  0(0,  2U)  ) 


2  (-'>"*'"' 


^î  «'■+-« 


ijt  T,,(o,  '^i:ti\    y^""'^" 

c'est-à-dire  deux  des  formules  rapportées  plus  haut  d'après  Jacobi, 
et  dont  les  autres  se  tirent  aisément,  comme  nous  le  verrons  bien- 
tôt. Quant  aux  équations  du  second  groupe,  elles  donneraient,  en 
prenant  le  rapport  des  dérivées,  deux  termes  pour  ^  =  o, 

v'T«  = = , 

2(-i)«(4/i-Hi)^»""-^« 


\)  qift*-^ft 


V(— i)'»(4^  -+-  i)^*"'"' 


les  signes  ^  s'étendant,  comme  précédemmeni,  aux  valeurs  posi- 
tives et  négatives  de  n. 


N 
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Mais  ces  nouveaux  développements  n'ont  pas  seulement  f>^ci^^^ 


c\- 


objel  de  conduire  à  ces  conséquences,  que  je  vais  donner  pnmr 
paiement  en  vue  de  Tétude  des  quantités  ^  et  (/A^;  j'en  indiqu^^ —    "^^ 
encore  un  usage  dans  la  question  suivante  : 


II. 


La  dérivée  de  sinam^r  étant  exprimée  par 


v/(i  —  sin*  ama:)(i  —  k*  sin*  amrr), 

il  est  naturel  de  se  demander  si  les  combinaisons  suivantes  d 
facteurs  du  radical 


X  (Xy  k)  =  /(  I  -4-  sin  amx)  (1  -h  X:  sin  am^), 
Xi(x,  k)  =  ^{i  -h  sin  Siuix)  (1  —  X:  sin  amâ:*) 


représenteront  aussi  bien  que 


cos  am 


a?  = /i  —  sin*  ama?         et         A  am  j:  =  /i  —  k*  sin*  ania? 


des  fonctions  uniformes  de  la  variable.  Or,  en  désignant  par  a  une^ 
racine  quelconque  des  équations  A(x )  =  o,  Xi  (x)  =  o,  on  recon- 
naît aisément  que  les  développements  \(a  -t-  e),  X|  (n  -j-  t)  com- 
mencent par  un  terme  proportionnel  à  e,  de  sorte  que  d'après  les 
principes  connus  (  *  )  on  peut  assurer  déjà  que  ces  fonctions  sont 
uniformes.  On  trouve  en  effet,  par  exemple, 


^  ,       .,         ,         / T  ^i  —  k  sm^  Simt  —  cosameAame 

A(—  K-f-£)  =  /i-h  k- , 

Aamg 

et  la  quantité  sous  le  radical  est  une  fonction  paire  de  s,  qui  s'an- 
nule avec  cette  variable.  Mais  il  reste  à  trouver  leur  expression 
analytique,  et  Ton  y  parvient  d'une  manière  facile  comme  il  suit. 


(•)    Voyez  Touvrage  de  MM.   Briot  et  Bouquet  sur   les  fonctions  doublement 
périodiques. 
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G hangeons  A"  en tt  et  x  en  (i  -\-k')x^  en  employant  la  formule 

[,,,       I  —  Xr'l       (I -+- A' )  sin  amjTcos  ama? 
(  I  -t-  A-  )a7, 7-7     = , 

trouvera 

= J  \  —  k^  sin»  am^r  -+-  -2  sin  ain^r  cos  ani^r  A  ania?, 

AamjT 


= yJ \  — 2X'  sin*  anix-T- A*  sin*  ania^-haA'sin  amx  cos  amo:  A  am2r. 

Aam;r 

^r  il  arrive  que  les  quantités  sous  les  deux  radicaux  sont  des 
arrés  parfaits,  à  savoir  : 

(  cos  amar-H  sin  am.r  A  amir)*     et     (A' sin  ani  j? -i- cos  ama:  A  ama?)*, 
le  sorte  qu'il  vient  simplement 

[,.        I  —  X'I                           cos  amx 
(  I  -h  A"  )x.  77     =  sin  ama?  h =  sin  amar  -h  sm  coama:, 
I  -hX-  J                              Aaina- 

^.    \,         ,,,       I  —  A'I  Ar'sinamar 

K\\{\->f-  k)Xy =-7     =  cos  ama?  n : =  cos  amar  -h  cos  coamar. 

1  ^       i-h  A  J  Aani.r 

Posons  encore  avec  Jacobi 

I  -h  A  2 

ces  quantités  désignant  ce  que  deviennent  A"  et  K  par  le  change- 
ment de  q  en  q'^  ou  de  o>  en  aw,  et  mettons  — ^;j—  au  lieu  de  a:  ;  on 


aura 


sin  am h  sin  coam > 

7:  71 


.    r4K«a-     ,,,,1  2Kx  2Kar 

Al    ,  A^-'    =  cos  am r  cos  coam • 

L      '^  J  7^  ^ 

C'est  à  ce  moment  que  nous  ferons  remarquer  l'avantage  des  nou- 
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velles  formules 

lit  /       o>-^i\ 


sin  am  • 


car  elles  donnent,  avec  le  même  dénominateur, 

sin  coam =     „  .  _- — 2- , 


2I 
cos  coam  —       — 

/2 


1  =    4    /  .  i—  , 

-  /à  V    ^'    ^riJ"«  2ci)) 

de  sorte  qu'ayant,  comme  on  le  vérifie  de  suite, 

on  en  conclut,  en  remplaçant  x  et  w  par  -  el  -> 


.     t:  /       ^  i-  Q  «  X.  toi 


ÎJt'^n 


j      ^V'/^7    *      COS4/1— |.| ; ^ 

V  ^1  X   , —  I  ■••y'i'co^î/IJ- 


,        2K-r  ^^      •      ^^    ^'«^ — 


>.,|  -^-»  k)  =e 


•\ 


b  ,r.  tu  • 


v'^  -' 


"l     >f^  v^ ~ 

Dau5  ces  formules,  k   et  A"   désignent  ce  que  deviennent  le  module 
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et     son  complément  par  le  changement  de   co  en«-»  et  ont  pour 
val  ^ur 


So  v^s  forme  de  séries  simples,  on  aurait 

iKx        \  _  TzHsiq   V    /       ,v.  \2         4/ 


— -  '  -t-  ç 


SUR 


LES  FONCTIONS  DE  SEPT  LETTRES. 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LVfl,  î863  (H),  p.  "So. 


En  représentant,  suivant  Tusage,  un  système  de  p  quantités  in- 
dépendantes par  la  notation  Zi^  où  Ton  suppose 


i  =  o,     I,     2,     ...,    />— I, 


toute  substitution  entre  ces  quantités  pourra  se  représenter  analy- 
tiquement  de  la  manière  suivante  : 


Vi.] 


la  fonction  ^{i)  étant  déterminée  de  manière  à  reproduire  dans  un 
autre  ordre  l'ensemble  des  p  valeurs  de  l'indice.  Ce  n'est,  il  est 
vrai,  qu'une  abréviation  de  la  notation  explicite 


[■So,     ^\ ^p-\  "1 
^ai      ^bj      •  •  • ?       ^k        J 


OÙ  a.  6,  ..  .,  A'  sont  les  nouveaux  indices,  et  qu'on  obtient  immé- 
diatement par  la  formule  d'interpolation;  toutefois,  on  verra  qu'on 
en  tire  quelques  résultats  intéressants,  au  moins  à  l'égard  des  fonc- 
tions de  sept  lettres,  en  prenant  pour  symboles  de  distinction,  au 
lieu  des  indices  i  =  o,  i ,  2 p  —  i,  un  système  de  résidus  sui- 
vant le  module/?.  Sous  ce  point  de  vue,  la  formule  d'interpolation 
se  simplifie  en  efl'et,  comme  nous  allons  d'abord  le  montrer. 
Soit,  pour  un  instant, 

Q{X)  =  X{,T  ^  i\yx  —  -î),.  .{X — p  -T-  I); 
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n  aura,  comme  on  sait, 

a:<p'(o)        (x--i)o'(i)       "         (a:— /)-H  i)o'(/o  —  i) 

)r,  en  supposant  /?  premier,  et  employant  le  théorème  connu 

^(x)^tp  —  X        (mod/?), 
'où 

f  (^)  =  — I. 

n  trouvera  immédiatement 

6(a?)  =  —  a(xP-^  —  i)  —  bx{xP-^  -h  j?''-»-4-..  .-4-1) 

—  kx[xP-'^  _H  (y,  _  i)  j-p-î  ^  .  .  .-^  (yt>  —  l)p-t]. 

)r(lonnant  par  rapport  à  x^  et  remarquant  que  les  nombres  a, 
\  ...,  /r,  coïncident,  sauf  Tordre,  avec  un  système  de  résidus,  de 
orte  que  leur  somme 

rt  H- 6 -h. . .-+- A:  =  o       (raod/>), 
tiendra 

ô(:r)  ^a  —  x       [b-^-  2/'-»c-4-...-i-(/)  — O/'-^A] 

—  x^      [6-1-  2'^»cH-...-h(/)  — O/'-'A:] 


~.rP-'[6-f-*;»c        -h..  .-+-(/>  — i)A-      ], 


e  qui  est  un  polynôme  à  coefficients  entiers  du  degré  p  —  2,  et 
ont  voici  la  propriété  caractéristique  : 

Formons  la  suite  des  puissances 

eî(x),   e3(x),    ...,   ô/>-«(a7), 

t  soit,  en  général, 

e«  (  j*  )  =  (  /i  )o  -h  (  /i  )t  j-  -h  (  /i  )îX«  -4- . . .  -h  (  /i  )„f^_,)a^«t/»--î), 

e  dis  qu'on  aura 

effectivement,  at,  6,  . . .,  A  représentant  dans  un  ordre  quelconque 


\ 
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un  système  de  résidus,  on  a 

6«(o)-i-6»(i)-h...-he'»(/?—  i)sa"-i-  ^«-h.    .-t- A:» 

=  i«  -h  7."  -h... -4- A:» 
s  o    (mod  p), 

de  sorte  qu'en  éliminant  dans  8"  (  x)  les  puissances  de  ar  dont  V^^  '^ 
posant  est  supérieur  k  p  —  i,  à  l'aide  de  la  relation  xP~*  ^  i,  " 
coefficient  du  terme  indépendant  auquel  on  sera  ainsi  amené  dev^  ^^■ 
être  congru  à  zéro. 

Et,   réciproquement,   tout  polynôme  à  coefficients  entiers,  t-^ 

degré  p  —  2, 

e(a:)=  G  -h  Hj?-+-...-^  Nj7A^«. 

qui  remplira  ces  conditions,  pourra  servir  à  désigner  une  substitu^==^ 
tion,  car  en  faisant,  pour  un  instant, 

e(o)  =  a,         6(1)=^»,         ...,         b(p-i)  =  k, 

la  fonction  (x  —  a)  (x  —  b).  .,(x  —  k)  coïncidera,  en  vertu  de^ 

relations 

a"  -h  ^«  -+- . . .  -^  A:«  =  o, 
avec 

xP  —  X      ou       a?(a7  —  i). .  .(ar  — /?  H- I), 

et,  par  conséquent,  a,  6,  . . .,  /r  représenteront  un  système  de  ré- 
sidus. 

Ces  premières  remarques  faites,  nous  allons  les  employer  à 
Téludedes  substitutions,  en  partant  de  ce  fait  évident  de  lui-même 
que,  si  6(x)  est  une  fonction  quelconque,  propre  à  représenter 
une  substitution,  la  suivante  : 

?j(x)  =  olB(x  -+-  P)-+-  Yï 

en  excluant  la  valeur  a  ^  o,  aura,  quels  que  soient  ^  et  y,  la  même 
propriété.  Or,  il  est  aisé  de  définir,  dans  un  tel  ensemble  d'expres- 
sions, une  forme  réduite,  unique,  qui,  une  fois  connue,  donnera 
toutes  les  autres,  et  ce  qui  se  présente  le  plus  naturellement  c'est 
de  déterminer  a  de  manière  à  rendre  égal  à  l'unité,  dans  2x(x),  le 
coefficient  de  la  puissance  la  plus  élevée  de  la  variable,  ^  en  faisant 
disparaître  le  coefficient  de  la  puissance  immédiatement  inférieure, 
et  Y  enfin,  de  sorte  qu'il  n'y  ait  pas  de  terme  indépendant.  On 
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pourra  même  chercher  à  réduire  ultérieurement  S(^),  en  considé- 
K-sint  l'expression  a3(a^),  où  il  restera  encore  un  entier  arbitraire, 
at  près  qu'on  aura  rendu  égal  à  l'unité  le  coefficient  du  terme  du 
p>lus  haut  degré.  La  notion  des  formes  réduites  ainsi  établie  pour 
l^s  fonctions  0(j7),  nous  allons,  en  considérant  les  cas  de  />  =  5  et 
^  =  «j,  montrer  comment  elles  se  déterminent. 

Premier  cas  :  p  =z  5. 
Les  formes  réduites  sont 

1  sl  seconde  est  à  exclure  attendu  que 

^t  il  ne  reste  à  considérer  que  la  dernière  dont  le  carré  est 

X)evant  faire  disparaître  le  terme  indépendant,  il  faut  poser 

a  ^  o; 

toutes  les  autres  conditions  se   trouvant  d'ailleurs  remplies  par 

l'expression 

^(x)  =  x^y 

il  en  résulte  que  la  totalité  des  substitutions,  pour  un  système  de 
cinq  lettres,  s'obtiennent  en  employant  pour  indices 

ax-h  ;i,         a(x-h  3)' -h  Y, 

OÙ  l'on  n'excepte  que  la  valeur  a  ^  o.  M.  Belti  avait  donné  déjà 
ce  résultat  dans  le  Tome  II  des  Annales  de  TortoUni  et,  récem- 
ment, M.  Brioschi  en  a  fait  l'application  la  plus  ingénieuse  dans 
son  beau  travail  sur  la  méthode  de  Kronecker  pour  la  résolution 
de  l'équation  du  cinquième  degré  (Actes  de  l^ Institut  Lombard, 
année  i858). 

Deuxième  cas  ;  /?  =  7. 

On  devra  partir  des  expressions 
2y(x  j  ^  ar,       ar«,       x^  -t-  ax^       j:*  -h  ax^  -\-  bx,       x*  -+-  ax^  -+-  bx^  -h  car, 


N 
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dont  la  seconde  et  la  troisième  sont  d'abord  à  rejeter,  le  terme  ir 
dépendant  existant  nécessairement  dans  le  cube  de  l'une  et  le  can — ^-rè 

de  l'autre.  Soit  donc 

?J(x)  =  x^-1-  ax^  -T-  bx. 

Le  terme  indépendant  de  2;*(x)  donne  immédiatement  a  ^  o.  0«-  ^3n 

trouve  ensuite 

(x*-^  Ax)«  =  rr»(A»-i-3A)-+-  36«-hi, 

d'où  cette  condition 

3  A» -f- ISO,        ^  =  ±3, 

et,  par  conséquent,  ces  deux  formes 

Sr  a?  )  =  j-*-!- 3  a:,         a**  —  3ar. 

La  seconde  se  ramène  à  la  première  en  recourant  au  dernier  mode 
de  réduction  que  nous  avons  indiqué  en  commençant.  On  trouve, 
en  efi'et,  en  prenant  27(x)  ^  :r*  —  3x, 

a^'^{ax)  =  37^  —  3a'ar, 

de  sorte  qu'il  suffit  pour  y  parvenir  de  poser  a'  ^  —  i ,  c'est-à-dire 
de  prendre  a  non  résidu  de  7.  Cela  étant  connu,  on  obtient,  pour 
la  série  des  puissances, 

I  ^  fa")  =    x^  -ir  3a7, 

^••(j')  =  3ar^-i-    X, 
275(\r  )  ^  3^**  -^  6a:*. 

Ainsi  toutes  les  autres  conditions  se  trouvent  remplies  d'elles- 
mêmes. 

Soit,  en  dernier  lieu, 

2r(  a*  )  =  a?*  -f-  ax^  -4-  bx^  ■+■  ex  ; 

on  aura,  en  égalant  à  zéro  les  termes  indépendants  dans  le  carré, 
le  cube,  et  la  quatrième  puissance, 

2C  -h  rt*  =  o, 

h {  ^  -f-  (> rtc  H-  6*  )  =  o, 
ab^  -+-  4/>*c*  -^  2(aa  -»-  c*)  (1  -t-  20c  -h  6')  =  o. 
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La  seconde  équation  conduit  à  supposer  d'abord  6^0,  ce  qui 
réduit  la  dernière  à 

('la  -h  c^)  (i-h  2ac)  ^  o. 
Or,  en  y  faisant 

es—  -  a*  =  3  a', 
eJJe  donne  l'identité 

2(a-4-a*)(i  —  a5)  =  2(a  —  a')^o; 

on  a  donc  cette  expression 

&(rr)  =  j?*  -H  ax^  -+-  3a'j?, 

OÙ  a  reste  indéterminé,  mais  que  nous  pouvons  ramener  aux  cas 
de  a^o,  a^i  eta^3,  d'après  la  relation 

On  vérifiera  aisément  que  la  cinquième  puissance  ne  renferme  pas 
d ^ailleurs  de  terme  indépendant.  Supposons  enfin  que  b  ne  soit 
pas  ^  o,  les  deux  dernières  équations  donnent,  en  y  faisant  c  ^  3a^, 


ol  'où  ces  deux  solutions 


3_  3a» -H  ^«  =  0, 
a  -h  a*  ^  o, 

a   ^  o,  6  ^  =h  2, 

«3  =  — I,        ^>  =  ±:i; 

On  en  conclut  ces  nouvelles  formes  r^^duites 

^(X)  ^  X'^  ±1  2J7*, 

^(x)  ^37*  -+-  aa?*  dza?'  -h  3a* j?    (a  non  résidu  quadratique  de  7), 
cjue  nous  ramenons,  en  opérant  comme  tout  à  l'heure,  à  celles-ci  : 

^(x)  =  ar* -H  3 X*  =t  a?'  —  ar. 

En  résumé,  toutes  les  substitutions  d'un  système  de  sept  lettres, 
au  nombre  de  5o4o,  se  trouvent  représentées  de  cette  manière, 
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la  fonction  8 (a?)  prenant  successivement  ces  formes 

37*  it:  '237', 

a?» -H  oa:* -h  3 a* a?  (a  quelconque), 

a?*  H-  ax^  dz  ar*  -+-  3a'a7     (a  non  résidu  de  7). 

C'est  le  résultat  que  j'ai  déjà  indiqué  dans  une  Lettre  adressée 
M.  Brioschi,  et  publiée  dans  les  Annales  de  M,  Tortolini;'\^  vai  ^   '^ 
le  compléter  en   présentant  quelques  remarques  sur  les  diverse-  '^^ 
fonctions  2j(j?),  et  me  servant  à  cet  effet  des  formes  réduites  pré —  "^" 
cédemment  obtenues,  savoir  : 

^(57)  =  07*-+-  3a7, 
37*  H-  aa:*, 
a:*  -Ha:'  -+-  3a7, 
a7*  -H  33"'  —  a7, 
a7*  -H  3  a7>  dz  a**  —  x. 

A  l'égard  des  deux  premières,  je  distingue  en  deux  groupes  les 
valeurs  de  x^  suivant  leur  caractère  quadratique  par  rapport  au 
module  7  ;  on  trouvera  ainsi 

ar*  -+-  3a7   ==  2a7  (a7  résidu  quadratique  de  7), 

=  4^  (^  non  résidu  de  7}, 

a**  -+-  îa*"^  ^  33-*  ix  résidu  quadratique  de  7), 

^  a**  {X  non  résidu  de  7). 

Pour  la  troisième,  je  distinguerai  les  indices  en  résidus  cubiques, 
et  non  résidus  par  rapport  à  7,  et  il  viendra 

a-*  -h  373  -4-  3 a7  =  —  ^a7         {x  résidu  cubique  de  7), 
^  -+-  IX        Kx  non  résidu  cubique). 

Pour  les  deux  derniers  enfin,  on  parviendra  encore  à  des  formes 
monômes,  mais  sous  un  point  de  vue  bien  différent,  car  on  trou- 
vera 

a7*  H-  3a:'  —  a-  e=  Sa-*,  a7  <  -> 

s=  —  3a'',  a:  >  -> 
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el,  par  suite,  en  faisant  e  ==  di  i , 

a:* -H  3^*' -h- ea:'  —  a?  ^  (3 -h  e)  a:*,  x  <C  ^-9 

=  (— 3 -+-£)rr«,         ^>r 

Ces  remarques,  qu'on  vérifie  facilement,   autorisent  jusqu'à  un 
certain  point  peut-être  à   supposer  que,  clans  l'étude  des  formes 
analytiques  de  substitution  pour  un  nombre  premier  quelconque /> 
de  lettres,  les  expressions  que  nous  avons  nommées  réduites  se  ra- 
mènent elles-mêmes  à  d'autres  beaucoup  plus  simples,  en  consi- 
dérant les  valeurs  de  l'indice  comme  résidus  ou  non  résidus  de 
puissances  dont  l'exposant  di viserait />  —  i,  ou  bien  encore  comme 
divisées  en  ces  deux  séries 

a-  =  I.    2,    3,     ....  ^ > 

/?  -h  I       />  -4-  3 
X  =  i- ,     i ,     ...,     p  —  i, 

•À  'L 

Soit,  par  exemple  (*),  une  substitution  réduite  de  la  forme 

{    P^       \  i    Lzl        \ 

:S(x)  ^  ax**^\x   *    -^il'—bx^xx    *    — 1/ : 

il  est  clair  qu'on  aura  simplement 

Sr(a:*)  =  lax^        {x  résidu  de  /?), 

^^bx^        (x  non  résidu  de  /?); 

o'est  à  cette  catégorie  qu'appartient,  dans  le  cas  de  /?=  7,  l'expres- 
sion 

?J(x)  =  —  x^  —  ax*, 

c]ui  vérifie  les  relations 

^[a'^(x)  -+-  A]  =  2a^*Sj(  X  H j-T  \  H (6» -h  26*)     (a  résidu  de  7), 

^\'^(x)]  =  x. 


(')  Avant  cet  exemple  dans  lequel  p  est  un  nombre  premier  quelconque,  Her- 
mite  donne  un  autre  exemple  où  p  ==  3  (mod4);  nous  l'avons  supprimé  dans  le 
texte,  car  le  passage  nous  parait  contenir  des  inexactitudes.  E.  P. 


) 
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Il  en  résulte  qu'on  a  un  système  de  168  substitutions  conjugui 
représentées  ainsi  : 

\    ^x  )  {    ^x  ) 

'  >,        <  >         (a  résidu  de  7); 

d'où  cette  conséquence,  indiquée  pour  la  première  fois  par  M.  Kr 
necker,  qu'une  fonction  de  sept  lettres,  invariable  par  ce  systèn 
de  substitutions,  ne  peut  avoir  que  trente  valeurs  distinctes. 


EXTRAIT 
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Journal  de  C  relie  y  t.  6iJ,  1864,  p.  3o. 


«  En  appelant,  comme  vous  le  faites  (*),  U  la  forme  cubique 
proposée,  H  le  hessien,  K  le  covariant  du  sixième  degré,  et 


d\} 

d\} 

du 

di 

dy 

dz 

rfH 

e/H 

dH 

dx 

dy 

dz 

dV. 

dK 

dK 

dx 

dy 

dz 

e  = 


le  covariant  du  neuvième  degré  que  vous  avez  à  bien  juste  titre 
introduit  dans  la  théorie,  j'ai  remarqué  qu'il  est  décomposable  en 
facteurs  linéaires  et  que  tous  ses  invariants  sont  des  puissances  du 
discriminant  de  U.  On  le  prouve  au  moyen  de  l'expression  corres- 
pondante à  la  forme  canonique  \J  =  x^ -^y^ -\- z^ -\- ()/xyz^  qui 

est 

e  =  R(x^  —  y^){y^^z^)(z^  —  x^), 

abstraction  faite  d'un  facteur  numérique,  R  étant  le  discriminant. 

»  D'une  manière  analogue,  en  ajoutant  aux  trois  conlravariants 

que   M.  Cayley  désigne  ainsi,  PU,  (^U^  FU,  le  contravariant  du 


(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  l.  LVI,  i8G3  (I),  p.  Jo^. 
H.  -  II.  uj 


\ 
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neuvième  degré 
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û  = 


dPV 

rfPU 

rfPU 

d\ 

dr, 

^ 

rfQU 

dQV 

^QU 

d\ 

dr, 

< 

dY\} 

d¥\} 

e/FU 

^E 


^; 


on  parviendra,  si  l'on  supprime  un  facteur  numérique,  à 

û  =  R(î'-V)(V-Ç^)(Ç»-«»), 

d'où  résultent  les  mêmes  conséquences  que  pour  6. 

»  Mais  la  valeur  de  Û  sous  forme  de  déterminant  suggère  nati^^* 
rellement  d'appliquer  votre  méthode  à  la  relation  PU  =  o  en  muL-3- 

tipliant  par 

a       P       Y 

d\     dr^     dX, 
ce  qui  donne 

UA  =  3(QUrfFU-2FU^QU)/^a^2^ 

sous  la  condition  admise  PU  =  o. 
»   EHectivement  il  est  aisé  d'obtenir 


di\ 


rfPU\ 


i2«  z=  FU ( QU )^  —  2 T ( FU  QU  )2  -h  R (  FU  )'. 

T  étant  l'invariant  du  dixième  ordre  et  R  le  discriminant.  Faisant 
donc 


v/FÏÏ 


on  aura 


i2A  =  -6^.(FU)T(«l^^p.^^U 


d^ 


dr, 


i)  =  (  F  U  ;  *  /5*— 2T2«-i-  R 
et,  par  suite, 


dV\} 


dV\} 


dV\} 


=  —  6- 


rfz 


V^^*— 2T^«-l-R 


Mais  le  point  le  plus  essentiel  est  d'obtenir  l'expression  de  ù^  en 
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fonction  rationnelle  et  entière  des  covariants  et  contravariants, 
ainsi  que  vous  l'avez  fait  à  l'égard  de  S*  et  des  trois  covariants. 
Voire  méthode  qui  emploie  les  quantités  S^*,  T^*  de  M.  Aronhold 
m'ayant  entièrement  échappé,  voici  celle  que  j'ai  suivie.  J'ai  pris 
pour  point  de  départ  les  expressions  canoniques  données  par 
M.  Cayley 

PL  =—/($' -^7i»-hÇ»)-+-(4/«-i)$^;  =  o, 

QL  =(1— io/*)(tî-h7i»-HÇ»)— 6/«(5-+-4/»)S^;, 

d'où  l'on  tire,  en  faisant 

(i>  =  n-8/», 

de  sorte  que  le  résultat  cherché  s'obtiendra  en  calculant  le  discri- 
minant de  l'équation  du  troisième  degré 

tu*  L     4<«>  4<«>  J      w*  ^  ^ 

Ou  en  faisant 

on  a  la  transformée  plus  simple 

et  Ton  en  déduit,  abstraction  faite  d'un  facteur  numérique, 

=  — JFU(QU)i— 2(1  — 2o/»— 8/6)(FU  QU)*-ha)3(FU)»l, 
et  par  suite  le  résultat  ci-dessus. 
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»   Peut-être  ne  serait-il  pas  sans  intérêt  de  rapprocher  la  siib=*t\' 
tution  précédente  de  la  vôtre  appropriée  à  l'équation  PU  =  o,      ^^ 
aussi   d'envisager,    à   la  place  des  équations   U  =  o  el   PU  =^     ^ 
celles-ci 

aU  -f-  AHU  =  o,        aPU  -h  6QU  =  o.  » 

Paris,  'Il  février  i863. 


\ 


SUR  UN  NOUVEAU  DÉVELOPPEMENT 
EN  SÉRIE  DES  FONCTIONS. 


Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LVHI,   i864  (ï), 

p.  93  et  266. 


Les  fonctions  uniformes  de  plusieurs  variables  à  périodes  simul- 
tanées par  lesquelles  MM.  Weierstrass  et  Riemann  ont  résolu  le 
problème  de  Finversion  des  intégrales  de  différentielles  algébriques 
quelconques  sont  représentées,  comme  Ton  sait,  par  le  quotient 
de  deux  séries  telles  que 

OÙ  9  désigne  une  forme  quadratique  dont  la  partie  réelle  est  définie 

et  positive,  le  signe  \  s^étendantà  toutes  les  valeurs  des  nombres 

entiers  m,  /«,/>,  ...  de  — 00  à  4-00.  L'élément  fondamental  de  ces 
nouvelles  transcendantes,  ainsi  donné  par  l'expression 

se  présente  dans  toutes  leurs  relations  analytiques,  et  acquiert  par 
là  une  importance  dont  il  est  impossible  de  n'être  pas  frappé.  La 
théorie  des  fonctions  elliptiques,  déjà  assez  avancée  pour  donner 
l'idée  de  ce  qu'on  doit  attendre  de  ces  transcendantes  à  plusieurs 
variables,  justifie  particulièrement,  à  l'égard  de  l'expression  e"'*', 
ce  caractère  d'élément  essentiel  dans  l'expression  de  leurs  pro- 
priétés, et  qu'on  ne  peut,  en  quelque  sorte,  perdre  de  vue  dans  les 
recherclies  auxquelles  elles  conduisent.  C'est  ce  qui  m'a  amené  à 
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cette  remarque,  que  les  exponentielles  e"^*  et  e"?^-^'^'*'  • -^  donnent 
naissance,  comme  le  radical    . 

(i  —  2ad?H-a*)    *, 
et  l'expression 

qui  joue  le  principal  rôle  dans  plusieurs  des  plus  importantes 
questions  de  la  Mécanique  céleste,  à  un  système  de  polynômes 
entiers,  pouvant  servir  au  développement  des  fonctions  d'un 
nombre  quelconque  de  variables.  Mais,  tandis  que  les  fonctions  de 
Legendre  et  de  Laplace  conduisent  à  des  développements  où  les 
variables  sont  renfermées  dans  les  limites  —  i  et  4-  i ,  il  sera 
nécessaire  ici  d'embrasser  toute  Télendue  des  valeurs  réelles  de 
—  00  à  -+-00;  on  verra,  du  reste,  entre  les  propriétés  d'expressions 
d'origine  si  différente,  l'analogie  la  plus  complète.  Je  commencerai, 
afin  de  La  mettre  dans  tout  son  jour,  par  le  cas  des  fonctions  d'une 
seule  variable  et  des  polynômes  semblables  à  X«  qui  se  tirent  de 
l'exponentielle  e"**'. 


I. 


Désignons  par  e    '"'Lw  la  dérivée  d'ordre  n  de  e   ^',  de  sorte 
qu'on  ait  successivement 

l'i  =  —  xx^ 

13  =  —  8x*-f-  VIT, 


cl,  en  général. 


I  I  .  >. 

n\  n  —  \^K  n    -    ^^\  n  —  \  ^  \n  —  î  »  i  /i  —  j  ) 
I .  ».  i 
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C3U,  SOUS  une  autre  forme, 
^(^_0...(J^,)  '-^-^-^  ....3.4.5.6 


1.2.3.4.5.6.7.8 


quand  n  est  pair,  et 


/n-l 


(— i)  '    U„                        n  —  \       ,       (n  — i)(/i  — 3)    ,    ^ 
^  -     —  =j: t2:f'h .,    ,   ^ — ^2»J?» 

I.2.3  I.2.3.4.D 


(n  — i)(/i-3)(n-5) 


a'j?^- 


1.4.3.4.5.6.7 
quand  n  est  impair. 

Cela  posé,  on  démontrera  aisément  les  propositions  suivantes  : 

I.  Trois  polynômes  consécutifs  U„+i,  U«,  U,i_i  sont  liés  par  la 

relation 

U„-Ki  -4-  2ir  U„  H-  2/1  U„_i  =  o 

et,  par  suite,  peuvent  être  considérés  comme  les  réduites  succes- 
sives de  la  fraction  continue 


^x i— g 


On  a  de  plus 

'^^'^  -        ,nll 

et  l'on  en  conclut  l'équation  du  second  ordre 

2.  L^équation  U,i=o  a  toutes  ses  racines  réelles;  ces  racines 
sont  en  valeur  absolue  comprises  entre  les  limites  —pz  et  1/ • 


\ 
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e~^'U/,rfj7  est  nulle,  quel  que  soit  /i,  sa  ^^^ 

n  =  o,  et  la  suivante    /       e~^*V„  {]„'  dx  est  nulle  quand  n  est  dî    *^^ 
férenl  de  //.  Pour  n  =1  w',  on  a 

/         <?-^'L*rfx  =  2.4.6...2/i.v/t:. 

4.  Tout  polynôme  entier  F(x)  du  degré  n  peut  être  exprim  ^^^ 
ainsi 

F(a^)=AoUo-+-A,U,-+-...-h  AnUn, 

les  quantités  A©,  A|,  ...  étant  des  constantes.  Il  sufBt,  en  effet,  d^^^^ 
remarquer  qu'on  a  pour  une  puissance  quelconque 

I  I  .2 

n(n  — i)(/i  — 2)(/i  — 3)(n  — 4)(/i  — 5),, 
H rr7~5 tJ «_«-+-. .., 

I  .2.  J 

et  en  général  il  en  est  de  même  de  toute  fonction  F(a:)  en  prenant 

A„=  î Ç       «-^••U„F(x)€/j:. 

2.4.6. .  ,'in,^T.J-^ 

Un  des  caractères  de  ces  développements  consistera  en  ce  qu'ils 
gardent  la  même  forme  après  la  diflerentiation  et  l'intégration;  on 
a  en  ellet 

F(.r)  =  2AnU„, 
o.   Kn  particulier,  on  obtiendra 

1^0 1^2  H T-tÏ^V  — •••   Il 

1.2  1.2.3.4  / 

SmiOia^    =:_<;-a>«/         Ijj (J     ^ ^^  tis  — ...      . 

\  I  \  ,1.5  1.2.3.4.3  / 
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Cvs  divers  résultats  se  retrouveront  d'ailleurs  à  l'égard  des  fonc- 
ns  plus  générales  qu'on  tirerait  des  dérivées  successives  de  l'ex- 
îssion  ^~''*',  que  j'ai  reconnu  indispensable  d'employer  dans 
'laines  circonstances.  Sans  m'y  arrêter  en  ce  moment,  j'arrive 
s.  polynômes  analogues  à  U,/,  el  qui  renferment  un  nombre 
elconque  de  variables  (*). 


^^"r'^O' 


')  Kn  posant  x  =  2COS9,  les  quaniités  V„  =  2COS/19,  U„=  ^^ — seront 

sin  -  o 
2  • 

ssi  des  polynômes  du  degré  n  en  x,  tels  que  les  intégrales 


ont  nulles  ou  égales  à  21c  suivant  que  n  est  difTérent  de  n' ou  lui  est  égal.  Ces 
lynomcs  satisfont  aux  équations  différentielles 

(  x^  —  fi  )     ,       ■+■  X  —r-^  —  n'  \  ..  =  o, 
dx-  dx 

^^  ^^^1^  H-2(ar-+-i)-^— /i(/i-f-i)U„  =  o, 

ni  la  première  est  donnée  dans  V Algèbre  supérieure  de  M.  Scrret.  On  peut 
alement  les  considérer  comme  les  dénominateurs  des  réduites  successives  des 
rtions  continues  suivantes  : 


v/'x-^  -  4 


1/ 


j:  —  i  __ 


Je  n'ai  pas  besoin  enfm  de  rappeler  les  polynômes  P/'*  de  M.  Lamé  dont  les 
opriétés  ont  été  exposées  avec  tant  de  simplicité  et  d'élégance,  par  l'illustre 
ométre,  dans  son  Ouvrage  sur  les  fonctions  inverses  des  transcendantes  el  les 
rfaces  isothermes. 
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II. 


Soil  çp(x,  V,  3,  ...)  une  forme  quadratique  à  ul  variables  x,  r, 
5,  , . .  rt  ilonl  la  partie  réelle  soit  définie  et  positive  :  désignons  par 
i{^(.r,  »\  5,  .».^  le  contrevarlant  quadratique  ou  forme  adjointe  de 
(iiUUii,  el  (var  S  Tiaxariant.  Nous  considérerons  deux  systèmes  de 
polvuomesi  rationnels  et  entiers  en  x, y^  z  ...  qui  seront  définis  de 
la  maui<>iv  suixante. 

héxeloppous  eu  premier  lieu,  suixant  les  puissances  des  ac- 
vroiv^ieuieuts  A«  h^s  A^ Texponentielle 

et  tîU   ivmpluv^uut^   |H>ur  abréîier,   le  produit    1.2.3.../I    par  (/i), 
po>iiU\^  rê^alité 

^^  <  /<  )  (  A    )  (  /l    )  .  .  . 

le^  quantités  l  /«,«,«•',...  rationnelles  et  entières  en  x^  y\  5,  ...  et 

^ruu  ile^iv  égal  à  /i  -r /i' -H /i''  — ,  formenml  le  premier  système. 

Le  second  sVn  déduira  par  une  substitution  linéaire  efiectuée 
\ur  les  accivissemenls  h.  /*,,  h^.  ...:  en  introduisant  le  polynôme 
*YV^*  ^«*  ^.' nous  ferons 

,        dl  ,    _  dl  .         d'I 

''-dk'         ^'-ir,'         ^'^dk/ 

cl  ils  seivnt  définis  par  le  déxcloppemeut  >uixant  les  puissances  de 
A»  A|,  ki.  ...  de  rcxpression 


Nou^   lc>  dcsiijncnms   par  ^  v.i, ./,'. . ...   en  |H>>ant,   comme   tout  à 
IKcuic, 

V      ^  '^  •^*'  **'«  =^    cx.^.r,.       X    1 •- \n.n.n'....' 

m^  •  n  <  n  •  n     ... 
\  \\\\\  maintcnaul  ci>nunenl  >\»blienl  leur  pn>priété  caracléris- 
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tique.  Soit,  pour  un  instant, 

^{x,y,  «,...)=  ?(^  -\- h,  y -\-  hx,  z -\- h^,  . . .) 

on  aura,  d'après  les  équations  mêmes  de  définition, 

''2-(/i)(n')(n')...^«'«'''*''-- 

Multiplions  par  fix  dy  dz  ...   les  deux   membres,  et  intégrons 
[xfois  entre  les  limites  —  oo  et  -4-  oo;  l'expression 

^.«      ^-« 
/  /         >'.e^^^o^z,...)fixdydz... 

nous  conduira  au  résultat  par  une  transformation  bien  simple. 
Posons,  en  effet, 

,     d^ 


^=^--^'-dF' 


les  limites  des  variables  S,  r,,  !J,  ...  seront  totljours  — oo  et  -h  », 
et  Ton  vérifiera  sans  peine  que 

L'intégrale  cherchée  est  ainsi  ramenée  à  celle-ci  : 

Mais  de  plus,  et  d'après  la  nature  du  polynôme  adjoint 

^(^^  A-|,  A-,,  ...), 
on  a  ridentité 

do  d^        do    d'I         do    d^  ,  ^    ,  ,        ,    ,         ,    » 

dh  dk        dhx  dkx        dhf  dk^ 
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de  sorte  que  nous  parvenons  à  la  relation  fondamentale 

i/'^  ^i5  aa-ka,  ir,-HA,  *,-...'  —  Ç        Ç       ...dxdydz...  ^-?  't  J-  *•  — * 

Il  en  résulte  immédiatement  cette  conséquence  que  l'intégrale 

f  f  -e-^'  r  ^       '\:n.m\m\..ym,m,m',...dxdrdz... 

s'éxanouit,  si  aucune  des  différences  n  —  m,  /t' — m\  n" — /w\  ... 
nesl  nulle,  tandis  qu'en  supposant  n  =  m,  /î'^  m\  /i'=  m', ..., 
on  a 

/         y         •  •  •  ^  ? '  -^  ••      tn. „  . „'. ...  Vn. n  . «', ...  dx dy  dz  . . . 


'  i/i'n..(4o»«^''^'»'^-. 


Celle  proposilion  peut  servir  de  base,  comme  on  voit,  à  l'étude  du 
dé>eloppenienl  d'une  fonction  F^x,  r,  z.  . . .)  sous  cette  double 
forme 


le>  coefficients  élanl  ainsi  déterminés  : 

r 


»         «  —  «    •■  —  « 

X  V„.„-.  ^•....  Fi  t,  y\  j. »  dx  dy  dz  . . ., 

B„.„. „•....=  r-î— i^ 1/4    /'    "   Ç    "--.e-r-r.c....' 

X  ^  n,n\n\..,  F<  J".  .»'•  Z. ,. .)  dx  dy  dz 

Mais  la  recherche  des  propriétés  des  polynômes  L  et  V  doit  natu- 
rellement précéder  celte  question;  dans  une  autre  occasion, 
j'essayerai  d'y  revenir. 
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111. 

Je  vais  donner  quelques  nouvelles  remarques  sur  les  polynômes 
tirés  des  exponentielles  e" ''^',  e~?^^'>"'^'--^  et  qui  peuvent  être 
employés,  comme  je  l'ai  fait  précédemment  {Comptes  rendus, 
E..  LVIII,  séance  du  1 1  janvier),  au  développement  en  série  des 
fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  variables.  J'indiquerai,  en  premier 
lieu,  une  modification  légère  à  apporter  à  leur  définition,  et  dont 
l'effet,  comme  on  le  reconnaîtra,  est  de  simplifier  leurs  expres- 
sions algébriques.  Ainsi  les  équations 

et 

que  j'avais  d'abord  données,  seront  remplacées  par  celles-ci  : 

En  particulier,  pour  le  cas  d'une  seule  variable,  je  poserai 


et  l'on  aura  de  la  sorte 

,K  ,t  _  n         .        .       ni  II  —  \){  n  —  '>.){n  —  'i)    ^^   ,    ^^   . 

/i(n  -  i)(/i  -  7.  )(  /i  -  3)  ■  /i  —  4  )(  /i  -  ^)  ^,,_,^,,_,  I 
•.*.4.6 

ce  qui  montre  déjà  la  simplification  dont  je  parle.  Ordonnant  par 


\ 
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rapport  aux  puissances  ascendantes,  on  obtiendra  pour  n  pair 

n 


1 .3.5. .  ./i  —  1  .a* 

_  nax^        n{n  —  i)a*T^        n{n  —  2)(/i  —  4)«'^* 

~~  1.2  1.2.3.4  1.2.3.4.5.6 

el  pour  n  impair 
(-1)  '  u» 


1.3.5. .  .n,a  * 

_         (/i  — i)gx»       (n— i)(/t  — 3)^»ars       (n  —  i)(/t  — 3)(n  —  5)a»jr^ 
""'  1.2.3       "^  1.2.3.4.5  1.2.3.4.5.6.7 

A  ces  formules  j'ajouterai  encore  les  relations 
Vn-^i  —  axVn     -+-  an\Jn~i  =  o, 

/         e      *    \]nUn'dx  =  o        (n  9^n'), 
f^    e      «"U»é^  =  i.2.3.../i.a«l/^. 
Muiulenant  j'arrive  aux  polynômes  à  plusieurs  variables. 


IV. 


Soil,   tMi    considérant   pour   plus  de   simplicité  le  cas  de  deux 
>ariablcs  seulement, 

lu»!*  polynômes  seront  définis  par  l'équation 
\%\\  bien 


NOUVEAi:  DÉVELOPPEMENT  EN  SERIE  DES  FONCTIONS.     3o3 

On  trouvera  ainsi,  en  faisant,  pour  abréger, 

ax-\-by  =  ^^         bx  -h  cy  =  ri^ 
l^s  valeurs 

lio,o=i,  U3.o=   ;»  -3a$, 

Uo,i=  r,,  U,,2=  ÎT<«  — 267)— cj, 

IJm»=  $*— «,  ^^0,3=  r,»— 3cr,, 

U,,i=Çti  — 6,  U4,o=   $*  — 6a5«-f-3a«, 

Uo,î  =  YJ*  —  c,  

<jéni;ralenienl,  soit 

^  ^         „       n(/i  —  I)       „  ,       n(n  —  i)(n  —  '3Ly(n  —  3)    . 

2  2.4 

c'esl-à-dire  l'expression  même  de  U„,  quand  on  y  aura  mis  -  au 
lieu  de  .r;  on  aura 

lim.n  =  F„,($,  a)  F„(r,,  c)—  m/16  F,;,_,($,  a)  F„-,(7),  c) 
mn{m—i){n  —  i)^^^        /c^mt       /      ^x 

/ym(m  — i)(/t—  i)(/n  —  2)(/i  —  2)  ^^  ^        /cm?/        x 
;7J73 ^'F„,_,(5,a)Fn_,(ti,c) 

H- 

A  l'égard  des  polynômes  V;,,^,,,  l'équation  de  définition  donnera 

^<*-^->  /.m/.n 

d'où  l'on  voit  que  leur  expression  coïncidera  avec  la  précédente  en 
mettant  x  et  y  au  lieu  de  $  et  vi,  et  en  remplaçant  a,  6,  c  par  les 

coefficients  de  la  forme  adjointe  t>  — s^>  -  divisés  par  le  détermi- 

•*  0      ô      0  * 

uant  5  =  «c  —  6^.  Cela  posé,  on  obtiendra  aisément  les  relations 


U„i+i,«— ÎU,«,«-+-a/nU,„_i,„-4-6/iU,„,n_i  =  o, 


et  celles-ci 


— —  =  mu,/i-|,;i,  — -j =  n\J,n^n-\} 
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d'où  se  tirent  les  deux  équations  linéaires  du  second  ordre  aux 
dillerences  partielles 

Je  joindrai  aussi  à  la  relation  fondamentale 
les  suivantes 

/*  "^  *     —  9  l  JT,  ^  ) 

sous  la  condition  m  >  yy,  et 

t»n  supposant  /i  >  y.  On  en  déduit  aisément 

0(j")  cl  2r(  r)  étant  les  polynômes  entiers  eu  x  et  r  des  degrés  //«  —  i 
el  n  —  I,  à  coeflicieuts  arbitraires.  \  oiei  la  eonséquenee  qu'on  en 
déduit. 


Je   dis  (pie  l'étpiatiou    V',„„=zo,   considérée   par  rapport   à  x. 

adnuM   au   nu)ius  m  racines  rétdles,  quel  que  soit  v.  et  envisagée 

par  rapport  à  }\  n  raeines  réelles  quel  que  soit  x,  Euq)loyant  eu 

elVel  la  belle  mélliode  ilounée  par  Le^rendre  dans  les  Exercices  de 

(\ficui  tnfr^^rai  pour  les  l'ouelious   \„.  je  supposerai  /  racine> 

réelles, 

X  =  .r,,  .v'i,  ...»  j-f. 
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d  étant  moindre  que  m;  et  en  faisant  pour  un  instant 
je  prendrai  6(a?)  =  /(j:),  ce  qui  donne  Tégalitë 


/: 


e    *  p(x)F{x)dxT=zo. 


On  en  conclut  que  le  polynôme  F(x)  change  de  signe  au  moins 
une  fois  entre  —  oc  et  -+-  x),  sans  quoi  l'intégrale  ayant  tous  ses 
éléments  positifs  ne  pourrait  s'évanouir,  de  sorte  qu'on  peut  ajouter 
une  nouvelle  racine  réelle  aux  précédentes,  et  poursuivre  ainsi 
jusqu'à  ce  qu'on  soit  amené  à  la  limite  du  degré  de  ^(x).  Cela 
donne  par  conséquent  m  racines  réelles  pour  j:,  et  en  opérant  sur^ 
on  trouverait  de  même  le  résultat  annoncé.  Mais  on  peut  aller  plus 
loin  et  établir  que  l'équation  Vm,ti=  o,  considérée  par  rapport  à  x 
ou^,  a  toujours  toutes  ses  racines  réelles. 

Remontant  à  cet  effet  à  la  défmition  même  de  nos  fonctions, 
savoir 

je  remarque  qu'on  a  pour  m  =  o 

1                                                      —  r  ?<-»■»  y  ) 
Uo,„  =(-!)« ^^ , 

de  sorte  qu'on  peut  écrire 

Or  on  a,  d'après  l'expression  générale  précédemment  donnée, 

et,  en  vertu  de  la  liaison  remarquée  entre  F,,  et  les  fonctions  IJ„  à 
une  seule  variable,  nous  sommes  déjà  assurés  que  l'éffuation 
\jo,n=o  admet  n  racines  réelles  par  rapport  à  ri  =  bx-\-cy^  et 
par  conséquent  par  rapport  à  x  quel  que  soit  y.  Le  facteur  expo- 
nentiel   étant   toujours   positif,    on    en    conclut    que    la    dérivée 

H.  -  II.  20 
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— ^  a  /ï  —  I  racines  dans  rintervalle  des  précédentes. 


dx 
Mais,  en  raison   de   ce  même  facteur   eiponentiei,   Fexpression 

—  -  9 1 X,  /  ) 

^  Uo,«  s'annule   pour  ar  =  —  oo  et  :r  =  4-«,  d'où  résulte 

nécessairement,  dans  la  déri\ée,  deux  nouvelles  racines,  l'une  entre 
—  00  et  la  plus  petite  racine  de  Féquation  Uo,/i=  o,  l'autre  entre  la' 
plus  grande  et  -+-00.  11  est  prouvé  par  là  que  la  nouvelle  équation 
Ui  „;=o  admet  n -f- i  racines;  et,  en  continuant  de  proche  en 
proche  le  même  raisonnement,  on  ctahlira  l'existence  de  m  -h  /i 
racines  réelles  pour  l'équation  Um,//=  o,  dont  le  degré  est  m  -h/i 
par  rapport  à  x.  La  même  chose  aura  lieu  évidemment  à  l'égard 
de  j%  et  notre  proposition  se  trouve  ainsi  démontrée. 


VI. 


Je  terminerai  par  une  remarque  sur  la  valeur  limite,  lorsqu'on 
suppose  //  très  grand,  des  termes  du  développement  d'une  fonction 
F(j)  par  la  formule 

F(:r)=  V^"^»» 

où  le  ro(»ffirient  A„  est,  ronime  on  l'a  dit  précédemment,  déterminé 
par  la  relation 

ri  qui  pourra  servir  à  la  rechen  he  des  conditions  de  convergence 
(le  e<'  développement.  Sui\aul  à  rel  efl'et  la  méthode  donnée  par 
Laplaee  dans  la  Connaissance  drs  Temps,  année  182^,  et  appli- 
(piée  par  «e  «;ran<l  géomètre  aux  fonctions  X,;  de  Legendre,  je 
n^présenlerai  l'intégrale  de  Téqualion 

par 

Kn   <uhs(ituan(   el   égalant   séparément   à  zéro  les   coefficients  de 
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în(  x\jan)  et  Q.o%[^x\Jan  ),  on  aura 

dp  \      (d^q  dq\ 

dq  I      Id'^p  dp  \ 

st  par  suite,  en  négligeant  les  termes  divisés  par  ^n, 

dp  dq 

d'où 

/>  =  ae  *  ,       ç  =  Pe  *  . 

Les  constantes  a  et  ^  se  déterminent  d'après  la  condition  que  U/i 
soit  une  fonction  paire  ou  impaire  de  x^  suivant  que  n  est  lui-même 
pair  ou  impair,  et  en  comparant  au  premier  terme  des  développe- 
ments 

(-i)»U«=i.3.5.../i  — i.a»(i— ^^-i-...K 

(_,— U„  =  ..3.5...«.«— [x-l^L=i)££l+...]. 

On  obtient  ainsi  pour  n  pair  l'expression  limite 
fa    —  I    r"^*  -^^ 

V    '^  '^ ..'..  • 

el  pour  n  impair 

A„U«  =  l/--e*   sin(arv/rt/i)x  -    le*    F(ar) sin(a'/ân)€3te. 

Kn  met  tant  dans  les  intégrales  — =  au  lieu  de  x,  on  peut  dire 

y  an 

encore  que  les  termes  du  développement  y^A„U„  tendent  de  plus 

en  plus  à  se  confondre  avec  ceux  de  la  série 

g.r» 

c*     7^  -\^anCo%{x\/an)-irbn  sin(ar/âw)], 
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OÙ  l'on  suppose 

a^-i  -    /        e    *"  F( -^=:  |co8J?£ir, 
''»/_«  XyanJ 

Ces  expressions  en  série  au  moyen  du  polynôme  U«,  d'après  une 
observation  importante  faite  par  M.  Bienaymé  à  Foccasion  dW 
Mémoire  de  M.  Tchébichef[  5iir  les  fractions  continues  {Journal 
de  M,  LiouvillCy  année  i858)],  appartiennent  à  cette  catégorie  très 
étendue  de  développements  qui  donnent  des  formules  d'interpola- 
tion par  la  méthode  des  moindres  carrés.  Je  remarquerai  enfin  que 
la  quantité  U»  s'oflre  dans  la  théorie  de  la  chaleur  et  a  été  déjà 
considérée  par  M.  Sturm  dans  son  beau  Mémoire  sur  une  classe 
adéquations  aux  différences  partielles  (*).  Si  l'on  désigne  par  u 
la  température  d'une  barre  non  homogène,  de  petite  épaisseur, 
placée  dans  un  milieu  d'une  température  constante,  on  a,  comme 
on  sait,  l'équation 

du  \    dx)       , 

Considérant  le  cas  où,  pour  a:=i,  /  =  t,  la  fonction  u  s'annule 
avec  ses  n  —  i  premières  déri\ées  par  rapporta  x^  M.  Sliirm  donne 
l'expression  suivante 

où  le  polynôme  P,  en  faisant 

ITt 


aleur 


pour  >al 


{in)       {in  —  2  )        \  ,}A'xn  —  4  )        i .  -i .  3  (  •>.  /i  —  6  ) 

Or,  on  a  ainsi  [)récisémenl  la  fonction;-^— :^  in^  ^n  supposant 

1     ym  ) 

la  conslanle  a  égaie  à  -• 
(')  Voir  Journal  de  Liouville,  l.  I,  p.  373. 


EXTRAIT 
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Journal  de  C relie,  t.  64,  i865,  p.  294. 


«  Partant  de  ce  résultat  si  beau  de  Jacobi,  savoir 

\W  considéré  des  polynômes  à  deux  variables 

dx^dy^ 

sous  la  condition  a  4-  ^  =  /2i  ou  plus  généralement 

d"  iaT'^-\-  'xbxy  -^  cy^  —  i  )" 
dx*  dy^ 

en  imitant  exactement  comme  vous  voyez  le  mode  de  généralisation 
pour  passer  des  séries  elliptiques  ^e'"^'^'"'*^  aux  séries  abéliennes 

^  gmx-hfiy-i-am*-*-ibmn-hcn* ^ 

Je  songeais  en  même  temps  à  la  modification  correspondante  à 


(  *)  Une  eiposilion  plus  détaillée  du  sujet  traité  dans  celte  lettre  se  trouve  dans 
les  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris,  année  i865,  séances 
lu  30  et  i-j  février,  du  6  el  i3  mars.   Voir  aussi  Hermitk,  Œuvres,  t.  II,  p.  Siq. 
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apporter  au  radical  y/i  —  ^ax  -h  «^,  et  c'est  aux  expressions  sui- 
vantes 

/i  —  ilux  —  %by  -i-  a* -h  6*, 
ou 

/i  —  lax  —  iby  -+■  Aa*-+-  2Ba6  -i-  C6*, 

que  je  me  suis  arrêté  tout  d'abord.  La  grande  importance  du  déve- 
loppement de   la   fraction  -— ^  appelait  également  mon 

attention  sur  l'expression y — =-»  et  c'est  ici  que 

^  I  —  2aa:  —  26^-i- a*-+- 6'  « 

j'ai  un  premier  résultat  à  vous  indiquer. 

»   Soit  en  effet 

r • — n  =^.«*^PUa.Bi 

Ua,p  sera  un  polynôme  entier  en  j?  et  ^  du  degré  a-f-  p,  et  l'on 
aura 

l'intégrale  étant  prise  entre  les  limites  définies  par  la  condition 

sous  la  condition  que  la  différence  a -h  ,3  —  y  —  8  ne  soit  pas  nulle. 
Mais,  en  inlégrant  le  produit  de  deux  polynômes  différents,  on 
n'obtient  plus  zéro,  s'ils  sont  du  même  degré.  Pour  rétablir  l'ana- 
logie avec  les  fondions  d'une  variable  ayant  pour  origine  le  dé\e- 

loppement  de  — —^ ^  et  qui  semble  ici  se  perdre,  j'ai  pensé 

à  déduire  des  polynômes  Ug,^  d'un  même  degré,  d'autres  en  même 
nombre  qui  en  dépendent  linéairement,  auxquels  je  donne  la  déno- 
mination Va  p,  de  manière  à  avoir 

toutes  les  fois  que  les  deux  indices  a  et  p,  v  et  S  ne  seront  pas 
simultanément  égaux.  Ce  sont  pré'cisément  ces  polynômes  qui 
nTonl  donné  la  généralisai  ion  des  fonctions  de  Legendre  que  je 
recliercbais,  mais  il  est  nécessaire  pour  cela  de  sortir  de  l'expression 
I  —  jLdx  —  OLby  -I-  ^/^-h  b'^  qi»i  a  servi  de  point  de  départ. 
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»  Considérant  la  forme  ternaire  en  «,  6,  c 
c*-+-  'lacx  -k-  ibcy  -+-  a*-+-  6*, 

j'observe  qu'elle  a  pour  forme  adjointe 

(c  —  ax  —  /^v)*  — (a*-+-  6*)(a?*-hj^*—  i); 

or  en  y  faisant  pour  simplilier  c  =  i ,  c'est  le  radical 


dont  le  développement  donne  naissance  aux  polynômes  Va^p,  et,  si 
l'on  fait 

V^(i  —  ax  —  byy  —  (a^-n  6*  )(  t*-4-^«  — i)  =  \]a«6PVa,p, 

on  aura  ce  nouveau  résultat  : 

»   Soit 

„  n.n  —  I . .  .n  —  a  -4-  I 

'-^P  =  '''       ....a...» =  "«• 

les  polynômes  V^^p  seront  exprimés  de  cette  manière  : 
V     —         /tg         c^^*(^'-*-.r*— 0'* 

et  l'on  obtient  l'analogie  aussi  complète  que  possible  avec  les  fonc- 
tions de  Legendre.  Opérant  donc  comme  le  fait  Jacobi  [Journal 
de  C  relie  ^  t.  2),  au  moyen  d'intégrations  par  parties  successives, 
je  trouve  quelle  que  soit  la  fonction  F(j:,  y) 

entre  les  limites 

x^-\-y*Si, 

J'en  conclus  que 

/  j  Va,p  Vy,g  dx  dy  =  o, 

si  les  degrés  a -h  ^  et  y -|-  o  ne  sont  pas  les  mêmes,  comme  cela 
devait  être  en  effet  d'après  la  dépendance  des  polynômes  Va^p 
et  Ua,p. 

»  La  propriété  caractéristique  des  fonctions  V^^p  consiste  en  ce 


.ti% ri.es  hkrmite. 


V,;.=  < 


I    .i<4tt'iir  jr  ou  y,  suivant  que  a  ou  |ï  esl 
•iiHu'  tVrmée.  la  distance  d'un  quelconque 
^   ..     iaiil  moindre  que  l'unité,  de  sorte  quVllt* 
.  i  trur  du  rercle 

..•..iiueulule 

.1  û)i<%  a  ==  y  oi  j3  =  0.  on  voit  que,  dans  l*inlé- 
,    1  -^^  I,  toute  fonction  h\j:,  v)  pourra  être 
<»   uu\  manières 

i.,'»!-».-*!!»!*'  de  ne  pas  eonsid«M'er  en  même  temps.  J'ai 
..    ,iii  '«('nddal)le  d'un  double  mode  de  développement 

^ li'N   polynômes  tirés   des  <léri\ées  de  la   fonclion 

>/n/ttrs  rruf/us,  i8(){)(*). 
;i.di'»  Niii\antes  (prou  obtient  faeilement, 

t/jr  fi  y 
i  t         fhy   i-(t'   -    h-)(\    -  *.a' X  —  ■>.//>• -H  «'*-»-//*  ) 

ah'  —  ha' 
M  I  —  aa      '  hh 

dr  dy 

:.■- ,  I       aa  —  hh'  ), 

i*lid)lir  h's  p(>ints  osiMitiels  de  la  théorie  des  font'- 

.    \       p'    donnerai   plus  tard   dan>  les   Com/ttrs  rendus 
mil  Cl  del.iils.    » 

..  I       •.     ),iii\it'r  iSJ)'». 


.,    ..  llkiniiiK,  (l/'.'iis're^t,  l.   Il,  p.    »|,.i. 


SUR  DEUX  INTÉGRALES  DOURLES. 


Annales  scientifiques  de  V École  Normale  supérieure f 
r*  série,  l.  Il,  i865,  p.  49. 


Une  question  relative  à  un  certain  mode  de  développement  en 
série  des  fonctions  de  plusieurs  variables  repose  sur  la  détermina- 
tion de  rintégrale  multiple 


-//•••/ 


dx  dy . . .  du 


PP' 

où  les  quantités  P  et  P  ont  pour  expression 

P  =  I  —  lax  —  iby  — . . . —  a/w  H-  a'  -H  6*  H-. .  .-f-  /*, 
P'  =  i-—  la  T —  %b'y  -. . .—  a/'a  -4-  a'*-»-  6''-H. .  .-4-  /'*, 

et  l'intégration  devant  être  étendue  à  toutes  les  valeurs  des 
variables  x^  y^  . . .,  u^  qui  satisfont  à  la  condition 

En  posant 
Q  =(1  —  ax—by  — ...—  /a)*  — (a*-h  6»-h...-H/»)(ar»-4-^*-4-...-4-  u»  —  i), 
la  même  question  exige  aussi  la  détermination  de  l'intégrale 

"  J  J  '     J         PVQ 

entre  les  mêmes  limites  que  la  précédente.  Me  bornant  au  cas  de 
deux  variables  seulement,  et  en  employant  les  méthodes  élémen- 
taires, je  vais  développer  le  calcul  par  lequel  on  obtient  leurs  va- 
leurs. 
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Soit,  pour  abréger, 

r«  =  a»  -h  6«, 

j'introduirai  comme  auxiliaire  un  angle  0  défini  par  les  égalités 

aa!  -h  hV  .  ha!  —ah'         .    ^ 

. —  =  cosO,         ; =  sinQ, 

rr  rr 

et  je  ferai  un  premier  changement  de  variable,  savoir 

a\  -+-  bri  bi  —  axi 

r  ''  r 

pA  lequel  l'intégrale  A  prendra  cette  forme  plus  simple 

^^   Ç  Ç ^±i 

,/  J  (i  — ar{ -hrMfi  — ïr'({cose-f-T,  8in6)-^-r«| 

Les  limites  d'ailleurs  seront  déterminées  comme  précédemment 
par  la  condition 

de  sorte  que  l'intégration  par  rapport  à  r,  devra  s'effectuer  depuis 
T,  =  —  yj\  —  \^  jusqu'à  Tj  =  -f-y''i  —  Ç=*.  On  trouve  ainsi  pour 
résultat 


i  I         .        I —  > /•' ( \  cos 6  —  v/ 1  —  {*  sin 6  ) -K  r* 

et  r'est  cette  expression  qu'il  reste  à  intégrer  de  ;= — i  à  ;=-^'« 
Vax  posant 

on  obtiendra  pour  \  la  valeur  sui>ante 

A  =  ■    .     .     1        ii-z,  : r  l*»S ; ■ ? T» 

ou  plutôt,  en  multipliant  el  di\isant  par  /*, 
._  I li^  f<\w^  I  _  2r' co5(  5  —  0  I— r* 

iVtlo  inlôj;rale  dôtinio  se  trou>o  aisément,  comme  on  va  \t>ir. 
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Je  supposerai  expressément  que  r  et  r'  sont  tous  deux  moindres 
que  l'unité,  de  manière  à  pouvoir  faire  usage  de  ces  développe- 
ments : 

rsin©  ,    .  •    .    , 

=  rsino  -h  r'  sinso-h  r' sinSç  -♦-. .. 

I  —  arcosçp-hr»  ^  ^ 

log[i  —  ir'  co8(^-H  8)-»-  r'*] 

=  r'cos(<p-h6)H cos2(<î>-i-6)-4-  —  cos3(<p  H- 6)H-. . . 

log[i  —  'ir'  cos(^  —  6)-4-  r'*] 

=  r'  cos(<p  —  ^)-{'  -— cos2(çp  —  6)-+-  -r-cos3(çp  — 6)-h.. .. 

On  conclut  des  deux  derniers 

i_.       I  — 'ir' cos(çp -f- 6)-»- r'* 
4  ^^  I  — 2r'cos(o  —  6)H-  r'* 

=  r'  sinçp  sin6  H sinscp  sinaO  +  —  sin3çpsin36  -h. . ., 

de  sorte  que  l'on  est  amené  à  intégrer  entre  zéro  et  u  le  produit  de 
deux  séries 

(rsinç  -H  r«  sin-ji^p  -h  r*  sin3«p  -*-. . .) 

r'  sin©  sinO  H sinuo  siniiO  -h  —  sin3çp  sin38  -h.  . .  ]. 

Or,  en  vertu  des  relations, 

Jf      ^<psinmcp  sinncp  =  o, 
0 

on  obtient  ainsi,  pour  la  valeur  de  A,  ce  développement 

/                    ptr'*                 r*r'^  \ 

r:  {  rr  sinO  -h  sinaO  H r—  sin36  H-, . .  j, 


A=         "" 


bà  —  ab' 
et,  d'après  les  formules  connues,  on  en  conclut  immédiatement 

.  Tt  I       ,       I  —  rr' e-^^^ 

A  =  T — ', T,  — : log ^=-  • 
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Observant  enfla  que  l'on  peut  écrire  successivement 

,       I — rr'e-^^^       .      i  — rr'(cos8  —  / — i  sinO) 
log =  log ^ i. . 

I  —  rr' e^"^  i  —  rr'(cos6-+-/ — i  sin6) 

rr'  siaO 


,  I  —  rr  cos 

=  Iog 


rr'  Mn6       j 

I  —  rr'  cos  8  '^ 


ba'-^ab' 
,  i  —  aa  —  bb 

'        ,_aa'— 66' 


R< 


on  arrive  définitivement  à  ce  résultat  très  simple 

.  Tc  ba'  —  ab' 

A  =  T— 7 r7  arc  tang ; 777. 

ba  ^ab  ^  1  —  aa  —  bb 


Je  considère  en  second  lieu  l'intégrale  B,  savoir 

dx  dy 


'If — 


elle  devient  d'abord,  par  la  substitution  linéaire, 


r  "^  r 


„.  // ,  - 

'^    ^    (1  — •2r'{-hr'«)[(i— rcose^  — rsineti)*  — ({«-4-V— i)r«]» 

ce  qui  conduit  à  intég;rer,  en  premier  lieu,  par  rapport  à  la  va- 
riable 71-  Il  convient,  à  cet  eflet,  d'employer  des  logarithmes  ima- 
ginaires, en  se  servant  de  la  formule 

C  dx  1    ,       /Aa--i-B         . _\ 

et  en  remarquant  que  les  valeurs  limites  de  r^  donnent  Ç*-|-r,^  =  i, 
la  racine  carrée  placée  sous  le  signe  logarithmique  pourra 
*'#»xlraire  et  deviendra  simplement 

I  —  r  cos 65  —  rsinÔTi. 
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Quelques  réductions  faciles  à  voir  donneront  pour  résultat  de 
cette  intégration,  par  rapport  à  ri,  entre  les  limites  r,  =  —  ^\  — Ç^, 
r^-=-\-yJ\  —  5*,  la  quantité 

I  '       •  log  '  -  r  cose(^  -v/~v/7ir^) 


et  il  s^agit  de  l'intégrer  par  rapport  à  i  entre  les  limites  Ç  =  —  i , 

4=  +  .. 

Je  ferai  comme  précédemment 

{  =  cos«p, 

^^e  qui  donnera,  après  avoir  multiplié  et  divisé  par  r',  Tintégrale 
définie 


rr  cos^  J^        ^i  —  ar  cosîp -4- r'  ^/ZTY         i  — 


—  rcosee-?"--* 


rcosO^?^-» 


et,   en  admettant    toujours  la   supposition  déjà  faite  de  r  et  r' 
moindres  que  l'unité,  je  ferai  usage  des  développements 


r  sin<p 


I  —  ar  cosïp  -h 


-7^  =  r'  sinçp  -h  r'*  sinao  H-  r'»  sinSîp  ■ 


I       ,      1  —  rcos6«-?*'^ 
:log 


^   .            r*  cos«  6   .              r'  cos»  8   .    ^ 
=  rcosO  smçp  H sinaç  H r sm3(p  -h.  . .. 

Maintenant,  si  Ton  intègre  entre  les  limites  zéro  et  n  le  produit 
des  seconds  membres,  on  trouvera  immédiatement 

ir        r     ,        ^       (  rr'  cos  8  )«        (  rr'  cos  8  )•  1 

rr  cos8  L  ^  3  J 

c'est-à-dire 

^^  rr'cos8*''^i-rr'cos8  "^  aa'  -h  66'  *^^  (  i  _  oa'—  66'  /  ' 

C'est  le  résultat  que  je  jne  proposais  d'établir;  je  me  borne  en 
ce  moment  à  remarquer  que  les  constantes  a,  6,  a',  b'  n'y  entrent 
que  par  les  produits  aa'  et  66',  de  sorte  que  l'intégrale  ne  change 
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pas  en  y  remplaçant  a  et  a'  par  y>  a!t^  et  6  et  é'  par  —  >  b'  u.  Rela- 
tivement à  A,  il  est  possible  seulement  de  changer  a  et  é,  d'une 
part,  en  a^,  bf,  a'  et  6',  de  Tautre,  ^ï*  y  y*  ce  sont  ces  propriétés 

qui  servent  de  point  de  départ  à  Textension  aux  fonctions  de  plu- 
sieurs variables  de  la  théorie  des  fonctions  X;,  de  Legendre. 


SUR 

QUELQUES  DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIE 
DE  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES. 


Comptes  rendus  de  l* Académie  des  Sciences,  t.  LX,  i865(I), 
p.  370,  43'2.  461  et  5ia. 


I^es  recherches  que  j'ai  eu  Thonneur  de  communiquer  à  l'Aca- 
démie sur  les  dérivées  des  divers  ordres  de  l'expression 

Du  o(^,  y,  5,  . . .)  représente  une  forme  quadratique  définie  et 
positive,  et  dont  se  tire  un  mode  de  développement  en  série  de 
fonctions  de  plusieurs  variables  (*  ),  m'ont  amené  à  faire  une  étude 
attentive  des  fonctions  X„  de  Legendre,  comme  offrant  l'exemple 
le  plus  important  et  le  ty|)e  des  propriétés  que  j'ai  remarquées  dans 
les  polynômes  \}n,n\,n%...  définis  par  l'équation 

,      u       .        M.      ^  ,  ,  V»  A'^A?  A?'...  ,, 

^{n){n' )(n'')     '*•"*'*  '- 

J'ai  été  ainsi  conduit  à  une  généralisation  sous  un  nouveau  point 
de  vue  de  ces  fonctions  X„,  je  veux  dire  à  un  système  de  poly- 
nômes d'un  nombre  quelconque  de  variables  ayant  une  même  ori- 
gine que  ceux  de  Legendre,  ce  qui  n'avait  pas  lieu  pour  les  quan- 
tités U«^n,/i', ...î  et  à  l'égard  desquels  on  retrouvera  la  plupart  des 


(*)  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LVIII,  séances  du  11  jan- 
vier et  du  8  février.  Voir  aussi  Hkrmite,  Œuvres,  t.  II,  p.  293. 
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propositions  de  Tillustre  géomètre,  et  même  l'analogue  du  beau 
théorème  de  Jacobi,  savoir  : 


Xn  = 


1 .2. .  ./I.-2'»  <iar* 


Ce  système  de  polynômes,  et  un  autre  qui  s'y  joint  immédiate- 
ment, conduisent  à  des  développements  de  fonctions  de  plusieurs 
variables,  x^y^  z,  . . .,  dans  l'étendue  limitée  par  la  condition 

ou  plus  généralement 

le  premier  membre  de  l'inégalité  étant  une  forme  quadratique 
définie  et  positive.  La  méthode  si  féconde  et  si  connue  depuis 
Fourier,  consistant  à  déterminer  les  coefficients  par  l'intégration 
après  avoir  multiplié  la  fonction  par  un  facteur  convenable,  s'ap- 
plique encore  dans  ces  nouvelles  circonstances,  mais  avec  une 
modification  qui  semble  caractéristique  pour  les  fonctions  de 
plusieurs  variables.  L'intérêt  de  ces  nouveaux  développements, 
d^ailleurs,  consiste  surtout  en  ce  que  les  variables  y  sont  traitées 
simultanément,  de  sorte  qu'ils  ne  résultent  pas,  comme  le  plus 
souvent,  de  l'application  répétée  du  même  procédé  sur  chacune 
des  quantités  x,  y^  j,  ...,  successivement  considérée  comme 
variable  unique.  Knfin  on  peut  présumer  que  ces  polynômes  donne- 
ront la  solution  de  questions  de  inininiuin  ou  d'interpolation  du 
genre  de  celles  qu'a  traitées  iM.  Tcliébichef,  et  cette  étude  a  été 
amenée,  je  dois  le  dire,  par  diverses  questions  que  m'a  posées  plu- 
sieurs fois  sur  ce  sujet  notre  savant  confrère. 


1/expression 

I  —  '}.ax  -^-  a', 

qui  donne  naissance  aux  fonctions  de  Legendre  et  aux  formules 
Irigonométriques  pour  la  multiplication  des  arcs,  daprès  ces  rela- 
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lions, 

{i  —  'iax-^a^)'*  =  ^a^X;t, 

/                        ,.  1       V^    ^sinr(/i-hi)arccosar] 
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se  prêle  au  mode  de  généralisation  découvert  par  Gôpel  et  M.  Ro- 
senhain  pour  passer  des  séries  elliptiques  de  Jacobi  aux  fonctions 
abéliennes  d'un  nombre  quelconque  de  variables.  En  comparant 
en  effet  ces  deux  expressions 

on  est  amené  naturellement  à  Tétendre  de  celte  manière 
\  —  lax  —  iby  -h  ga*-^  ihab  -h  ^'6*, 

OU  bien,  avec  n  variables,  x,  j^,  5,  . . .,  w 

I  —  lax  —  x by  — ...  —  2 Am  -f-  çp ( a,  6,  c,  . . . ,  A), 

o{a^  b^c^  , ,  .^  k)  étant  un  polynôme  homogène  et  du  second  degré 
en  a,  6,  ...,  A*.  Mettant,  avec  une  indéterminée  de  plus,  sous 
forme  homogrne, 

h —  lalx  —  ibly  -H. . . —  iklu  -h  çp(a,  6,  . . .    A:), 

nous  considérerons  également  sa  forme  adjointe  ou  contrevarianl 
quadratique  qu'on  obtient  aisément  comme  il  suit.  Soient 

*l{a,b,  ...,  A-) 
la  forme  adjointe  de  o,  A  son  invariant,  en  faisant,  pour  abréger, 

/      ,  .         I  /    rf^V  d^  d^\ 

y,(a,6,...,A)=-(x^^r^4-...+  ^j, 

on  trouvera  pour  résultat 

[/A-x(«,6,  ...,A-)p-iKa,6,  ...,A)[iKa-,7,  ...,i/)-Aj. 

Tels  sont  les  éléments  algébriques  qui  serviront  de  point  de  départ 

à  nos  recherches;  nous  nous  bornerons  toutefois  à  deux  variables 

H.  —  II.  11 
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et  au  cas  le  plus  simple  où  l'on  suppose 

o(a,  b)=  a«-4-  6«, 

ce  qui  conduit  aux  quantités 

I  —  2aar—  xhy  -4-  a* -h  6', 
(i  — aa:  — 6^)»  — (a«-f.  6«)(ar«-i- j^«— 1) 

=  I  —  2ax  —  ikby  -h  a' Ci  — ^')-h  lahxy  -h  6'(i  — ar*). 

Cela  posé,  les  fonctions  dont  nous  allons  étudier  les  développe- 
ments sont  les  suivantes  que  nous  réunissons  en  deux  groupes, 

savoir  : 

(i  —  lax  —  iby  -h  a'-h  6*)->, 

_i 
[i  —  lax  —  ihy  -h  a>{\  — y^)-^  •labxy  ■+•  b^{\  —  a?*)]    *, 


et  en  second  lieu 


(  I  —  2  <ij:  —  2  by  -+-  a*  -h  6»  )~  ï, 


(1  —  a?'  — ^')^[i  —  lax  —  xby  -+-  ««(i  — ^«)-«-  2a6a?^-h  6*(i  — j?*)]-». 

Leur  analogie  avec  les  fonctions  d'une  variable,  qu'elles  com- 
prennent comme  cas  particulier  en  supposant  é  =  o  et  j^  ^  o,  se 
rapporte  donc  à  la  fois  aux  polynômes  de  Legendre,  et  aux  for- 
mules pour  lu  multiplication  des  arcs  dans  la  théorie  des  fonctions 
circulaires. 


11. 

Soit  en  premier  lieu 

(  I  —  jax  —  >. h  y  -T-  <i*  -r-  h^ y  '  =  \  a"* b'*  V,„,„. 

On  reconnaîtra  iininédiatement  que  \  /«,«  esl  un  polynôme  entier 
en  X  i'iy.  du  ilo^ré  m  -\-  /i,  mais  ayant  x^y"  pour  seul  et  unique 
terme  do  ce  do^ir.  On  aura  par  exemple 

'  0.0  ^^  I , 
V,.o=  ÎJ-» 
V,..i  —  ».>^ 

V,.,=  S^.i, 
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ei 

V3.o=8t^--4  r, 
V,,i=  •a4^V-  4r» 

Vo.,=  8j.»- 4r. 

V4,o  =  i6a7* —  ï'?.T^-+- 1. 

Vj,i  =  64a?V—  ^"t-rx, 

Vj,j=  96 x'/*—  laar* —  12/' h-  2, 

Vi,3=64x7»— 24^^, 

Vo,i^  167*—  12^»-+-  I, 


Réciproquement  on  pourra  exprimer  x'"j^"  en  fonction  linéaire  de 
V//,,/,  et  des  polynômes  du  degré  moindre,  de  sorte  que  la  formule 

Xi  ^/w,/i  *"  m,n 

représentera,  en  déterminant  convenablement  les  constantes,  tout 
polynôme  entier  en  x  et  y.  Voici  maintenant  leur  propriété  fonda- 
mentale. 

Considérons  l'intégrale  double 

les  variables  étant  limitées  par  la  condition 

Un  calcul,  pour  lequel  je  renvoie  aux  Annales  de  ^ Ecole  Nor- 
male supérieure  (année  i865)  (*),  conduit  à  la  valeur 

7:  ab' —  bn' 

A  =   —r-, j — ;  arc  lanj; 


ab' — ba  ^\  —  aa' — bb' 


On  voit  que  cette  expression  ne  change  pas  en  y  remplaçant  a  et  6 
par  at  et  bt^  a' et  b'  par  — -,  — >  de  sorte  que  t  doit  disparaître  dans 
rintégrale 

i  j  dx  dy^  a"'b^t'n-^n\  ^^^^^a'V-b'^  t  V'-'*W^^y, 


(  •)  Voir  aussi  Hermite,  Œuvres^  i.  II,  p.  3i3. 
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Cela  exige  que  Ton  ait 

entre  les  limites 

lorsque  les  degrés  m  +  /i  et  [a  -f-  v  sont  différents.  Cette  proposi- 
tion met  sur  la  voie  d'un  développement  tel  que  ^Am,/iVm,«  pour 

toute  fonction  F(x,y)^  les  variables  étant  assujetties  à  la  condition 
x^-\-y^=i'  Elle  ne  suffit  pas  toutefois  pour  la  détermination  des 
coefficients,  et  c'est  en  ce  moment  qu'il  est  nécessaire  de  consi- 
dérer la  seconde  fonction  dont  nous  avons  parlé,  à  savoir 

[i  —  y.ax  —  iby  -^  «'(i— >^*)-H  7.bxy-^  6«(i  —  j?«)]~*. 

III. 

Désignons  par  \}m,n  les  polynômes  entiers  en  x  et  y^  du  degré 
m  _j-  n^  ayant  pour  origine  le  développement 

1 1 —  xax  —  iby  -^  a*(i  —  J^')-4-  7,abxy-^b^{i  —  a:*)]"*  =  \]a'»6'»Um,n» 

et  dont  voici  les  premiers 

Uo,o=  I,  1^3.0=  ^(5ar»-h3x7î— 3x), 

u,,o  =  ^,  Um=  \{'^r^y^y^-yh 

3 


L'intégrale  double,  prise  comme  précédemment  entre  les  limites 
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^2_|_^2<,^  savoir 

B=  Ç  Ç dxdy{i  —  ia'x  —  iby^a'^+b'^)-y 

x[i  —  ^ax  —  -xby  -+-  a*(i — J'*)-+-  labxy  -f-  6*(i  —  a?*,)]"  », 
va  nous  donner  leur  propriété  fondamentale.  On  trouve  en  effet 

^  =  >*^   if  1*^*0 : TTr  > 

ua  -h  «6>      °  I  —  aa  —  66 

valeur  qui  ne  change  pas  en  y  remplaçant  a,  6,  a',  6',  par  at^  buj 
-->  —  •  Il  en  résulte  qu'on  a  généralement 

/  1  dxdy\,n,nl^^,^=^o, 

si  les  indices  m  et  jjl,  /i  et  v  ne  sont  pas  égaux  en  même  temps;  et, 
dans  l'hypothèse  contraire,  on  obtient 

r  r  t     ,  ^T      wi                  ^          /i -f- i./i -h  2. .  ./i -h  m 
J  J  ''^'<>'V„,.„U„,,,=  ^^„^,  ^7^777;;^ 

Nous  pouvons  donc  déterminer  maintenant  par  la  méthode  ordi- 
naire les  coefficients  du  développement  considéré  plus  haut,  savoir 

on  trouve  ainsi 

J  J  rf^'^>-F(^..y)U»..n=^^^^.  ;-^-3;j^ A,„.,. 

l'intégrale  étant  prise  entre  les  limites  x^'\-y^S\]  et  c'est  dans 
l'obligation  d'introduire  le  facteur  Um,/i  différent  de  V/n^/i,  que 
consiste  d'une  manière  générale,  nous  pensons,  à  Tégard  des  fonc- 
tions de  plusieurs  variables,  la  modification  caractéristique  dont 
nous  avons  parlé  en  commençant.  On  pourrait  également  poser 

mais  c'est  au  premier  développement  que  nous  nous  attachons  de 
préférence,  la  nature  du  polynojne  Um,«  permettant  de  reconnaître 
immédiatement  que  la  valeur  de  ^m,n  tend  vers  zéro  quand  m  et  n 
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au^iueiileiit.  Cela  résulte  effectivement,  comme  nous  le  verrons, 
i\v  Toxpression  suivante 

'"'"       I.7..  ..m.i.2.../i.v.'"-^«  dx"'  dy  ' 

ttur  nous  allons  établir. 


IV. 

La  série  donnée  par  Lagrange  pour  la  résolution  de  Téquatio^ 

i'\'sl-à-dire 

a^  df*(x)^'(x)  (1^      d\f^(x)^'(x)  _^ 

I . a  dx  i  .i.i  dx*  ■  '  ") 

poul  (hve  pn»senlée  sous  une  autre  forme  qu'il  est  nécessaire  d'élir 
l»l!r  pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue.  Supposons  d'abord  x  =  o 
a  ^  I ,  je  récrirai  de  cette  manière 

ou  rncoro 

v\\  rrmpiaçanl  o'{z)  par  o(z).  Maintenant  faisons 

/{z)=  V\x-^az), 
Q(5)  =  ^{X  -r-  az). 


w  (|ni  donnera  o\idemment 


/     *h{r  \-  €f3\  dz 

ti     dV^iX\^i.r\  a^      d-V^t  X  \^i  x\ 

^  i.i  dx  i.n.i  dx* 
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En  différenliant  par  rapport  à  x^  on  en  conclura 
a  dx     ^  * 


dir  1.2  <i:r* 


et  en  simplifiant 


('^^ê)*('^^^'> 


I  dx  1.2  aar' 

Mais,  Téquation  en  z  étant  maintenant 

z  —  F(ir  -+-  a«)=  0, 


DU  en  tire 


dz 
i-f-a-r-  = 


dx        I  —  aF'(ir-4-az) 

de  sorte  qu'en  posant 

^{  z)=  z  —  F{x  -i-  az)j 

il  viendra  en  dernier  lieu 

^(x-^az)  _..    .       a  d¥{x)^(x)        a»    </«  F«(jr)4>(^) 
^'(^)  ^    ^       I  dx  1.2  rfa?» 

Sous  cette  forme  nouvelle,  on  peut  appliquer  à  la  série  de 
Lagrange  le  procédé  qu'on  emploie  dans  les  éléments  pour  étendre 
aux  fonctions  de  plusieurs  variables  la  série  de  Taylor 

F(ar-+-A)=F(ar)-h-F'(ar)-f--^F''(ar)-h.... 

Ainsi  on  fera  d'abord  a:  :=  o,  a  =  i ,  se  servant  de  ce  cas  parti- 
culier pour  y  introduire,  au  lieu  de  ^{z)  et  ^(-s),  les  fonctions 

¥{x  -ir  az^  y  -ir  bz),     ^(x  -^  az^  y  -^  bz)^ 

ît  l'on  parviendra  à  ce  développement  où  l'on  a  mis,  pour  abréger, 
i^  et  4>  dans  le   second  membre  au   lieu   de   ¥{x^y)^  ^{^}J')y 
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savoir  : 

— ^^ — =  *  -4-  a ^ 


^^F'l>           ^  rf*F«* 
H-6— j —   -4-  a6  -7 — :ï h.. . 

6*    rf«Fî* 

OU  bien 

j'(-\  ~.^  1.2.  .  .//i.  I  .-2. .  .n       dx»*^dy*^ 

l'équation  en  z  étant 

Cette  conséquence  de  la  formule  de  Lagrange  donne  le  théorè 
que  nous  avions  en  vue  d'établir;  supposant  en  effet 

et  remplaçant  a  et  6  par  —,  —,  Téquation  devient 

On  en  tire 

§'(^z)  =  [i^7.ax  —  iby-Jt-a^{i—y^)-\-'iabxy-^  6*(i  —  ar*)p, 
€t,  par  suite, 

[i  —  9.ax  —  nby  -h  a*(i  —  y^)'\-7.abxy  -^^  6'(i  —  ar')]"  * 

1.2. .  .m.  1.2. .  .n.2'""^'*  dx'"  dy" 

Voici  ce  qui  résulte  de  cette  expression  pour  les  polynômes  U,,,, . 


En  premier  lieu,  on  a  comme  pour  V„,^„  la  relation 
1    /  rfa7d[^U;n,„UpL.v=o, 
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avec  la  condition 

quand  m  -^  n  n'est  pas  égal  à  [/.  4-  v.  Nous  le  déduirons  de  la  for- 
mule suivante 

J      ^^^      dx»^        ^  ~"      c^"-»        dx    dx'^   *  "^  dx^   dx"^-^ 
qui  donne 

in  supposant  que  a  et  6  annulent  ^{x)  et  ses  n  —  i  premières 
iérivées.  Considérons,  en  effet,  l'intégrale  double 

J  J  dTdjrF(.,j') ^^,«V 

mvec  la  condition 

x^-hy^'^ï, 

et  commençons  par  rapport  à  la  variable  y  l'intégration  qui  devra 
être  faite  entre  les  limites  —  \/i  —  x'-*,  -H  v/»  —  ^^-  On  aura 

j_^^  'iy^(-'y) — h^> 

de  sorte  qu'on  peut  écrire 

Opérant  en  second  lieu  sur  la  variable  Xj  comme  on  l'a  fait 
sur^,  on  aura 

J  Jd.dyF(a:,y) L_^_ 
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et  la  proposition  annoncée  s'ensuit  en  prenant 

F(a7,  J^)=  U^,v, 

et  supposant  jjl  -h  v  <  m  -h  /?,  ce  qui  annule  évidemment  le  second 
membre.  Il  en  résulte,  comme  on  le  montre  aisément,  que  le  poly- 
nôme \Jm,n  est  une  fonction  linéaire  des  divers  polynômes  Vm^^êj 
V;„^.;,_i^,,  . . .,  Vo,m+iï,  de  degré  m  -h  n. 

Considérons  en  second  lieu  le  terme  général  du  développement 
de  la  fonction  quelconque  F(x^y)  sous  la  forme 


F(^>^)=2^'"'''^'"'''" 


savoir  : 

t:  m  -h  i  ,ni  -h  'à.  ,  .m  •+- 


/w  -h  /i  -h  I 


-  Kn.n=  f  f  dx  cij'F(x,  jr)\]^,n 


Kn  appliquant  la   même   formule   au   second  membre,  on  en 
déduira 


1 .  2 . . .  /it  -4-  /i .  a*"-^"  A,„,„ 


/w  -h  /i  -4-  I 

/y"  d'n-^n  F  <  J*     v  \ 

j  '''"'^      dx-ndy-      (x^-K^.-.)-^- 

/       /  >  fixfn  dv" 

ce  qui  introduit  sous  los  signes  d'intégration  les  puissances  d*un 
fadeur  moindre  que  l'unité,  et  qui  sont  d'autant  plus  petites  que 
les  indices  m  et  n  sont  plus  grands.  Comme  on  trouve  aisément 
d'ailleurs 

/     /   tfrtfy(i  —  x^—y-)"-'— . 

,  '   ,  '  •  •  m  —  /i  —  I 

fffn-^n  pi  j"    y) 

on  aura,  si  l'on  appelle  >:«.„  le  maximum  de  l'expression  — ^  m  i  « 

sous  la  condition  x- — r'-^^i,  cotte  limite  supérieure  fort  simple 
de  A„.„,  savoir 


I .  >. .  .m    -  n.i  •'  ' 


Kn   supposant   donc   que  —    '"'•' ''^  -  ne   dépasse  jamais   une 
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cerlaîne   constante    Ar,    les   termes   du   développement   considéré 
^^\m,n^^m,n  ne  dépasseront pas  non  plus  ceux  de  la  série  suivante 

T.'préientant  la  fonction 
dan*^  riijpothèse 


I  >        I 

rt  =  -         et         6  =  -  • 
•z  1 


Mais  d'autres  propriétés  du  polynôme  \im,n  vont  encore  nous 
montrer,  et  indépendamment  de  la  transformation  précédente, 
que  la  valeur  de  Au,^,,  diminue  quand  les  indices  augmentent. 


VI. 


On  sait  que  la  fonction  X„  de  Legendre  reste,  quel  que  soit  /?, 
numériquement  moindre  que  l'unité  lorsqu'on  fait  varier  :r  de  —  i 
à  -+-  I ,  et  que  l'équation  X«  =  o  admet  entre  ces  mêmes  limites 
/i  racines  réelles  et  inégales.  Par  conséquent,  dans  l'intégrale 


/ 


-4-1 

I 


F(;r)  se  trouve  multiplié  par  un  facteur  qui  change  n  -h  i  fois  de 
signe  entre  les  limites  et  sans  dépasser  l'unité.  Or,  aux  infiniment 
petits  près  du  second  ordre,  une  fonction  prend  des  valeurs  égales  et 
de  signes  contraires  avant  et  après  son  passage  par  zéro,  la  fonction 
F(x)  variant  alors  infiniment  peu,  on  voit  que  le  facteur  X„  a 
pour  effet  d'amener  dans  le  voisinage  de  ses  racines  des  éléments 
de  l'intégrale  infiniment  peu  difl'érents  et  de  signes  contraires, 
d'où  résulte  que  l'intégrale  diminue  de  valeur  quand  le  nombre 
de  ces  racines  augmente.  Des  considérations  semblables  s'ap- 
pliquent à  l'intégrale  double 


J  JdxdyV{T,y)\}„,^n. 
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dont  les  limites  sont  déterminées  par  la  condition 

et  reposent  sur  les  propriétés  suivantes  du  polynôme  Um,». 

Supposons  que  les  variables  x  et  i'  représentent  des  coordonnée» 
rectangulaires,  la  courbe  donnée  par  Téquation  U«^„=  o,  abstrac- 
tion faite  du  facteur  x  ou  y^  suivant  les  cas,  sera  toute  comprise 
dans  l'intérieur  du  cercle  x*-+-jk*=';  de  plus,    elle    sera  ren- 
contrée en  m  points  par  une   parallèle  à   Taxe  des  abscisses,   «"^ 
en  n  points  par  une  parallèle  à  Taxe  des  ordonnées.  Ce  sont  les 
changements  de  signe  du  facteur  U»,/,,  résultant  de  ces  intersec- 
tions, qui  amèneront  dans  les  intégrations  relatives  à  x  ou  à^  !<§ 
mêmes    conséquences    et    la    même    conclusion    que    précède  ri- 
ment (*). 

Le   premier   point  résulte  d'une  forme  de  développement    <3e 
l'expression 

[i—  7.ax  —  2  6^-»-a*(i— ^*)-f-  'y.ahxy-\-  6*(i  —  x«)]~*, 
qui  s'obtient  de  la  manière  suivante.  Soit  pour  un  instant 


1  —  ax  —  hy'* 
elle  pourra  s'écrire  ainsi 

ce  qui  donnera  la  série 


•2.4.6.  .  .2W 

Faisant  encore 


aj  -î-  6  V  =  5, 


(')  Je  dois  faire  remarquer  toutefois  une  difTérence  en  ce  qui  coaceme  \C 
maximum  de  U^  .  égal  à  l'unité  lorsque  Tua  des  indices  est  supposé  nul,  et  donL 
Texpression  générale  est 


1 . 2 ...  m  -h  n      /     m     \«     /      n      \* 
i.j...m.i.a.../i\m-H/i/       \m  -h  nj 
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de  manière  à  avoir 


I 
u  =  


cl,  par  suite, 
du  _         I  d*u  ^      1.2  d^u  ^     i.'>., ,  .n 

ou  bien 

du        ^  d*u  ,  d'^u 

en  remplaçant  les  puissances  de  u  par  les  dérivées,  cette  série 
deviendra 

Cela  posé,  nous  en  déduirons  l'ensemble  homogène  des  termes 
^c  degré  A:  en  a  et  b,  en  développant,  suivant  les  puissances  de  c, 
la  quantité 

ainsi  que  ses  dérivées 

du       'y^^  t/*a       v^     ,  ^        . 

Par  là  on  obtiendra  cette  expression  dont  la  loi  est  manifeste  : 

I  .  -2  2  ^ 

X:(/-  — i)(X:  — 2)(A-  — 3)  i.3,    ,      ,,,,,    ,         ,         ,    ,.  ^ 

1.2./)..^  2.4 

De  sorte  qu'en  mettant  au  lieu  de  z  sa  valeur  ax-h  by,  on  sera 
conduit  à  la  relation  suivante 

=  (ax -f-  6^)^-4-  ^^^  7"  '^  -  (^'-^  6«)(3'^-^J^«~l)(aa^  -^  ^>^)^-« 

A:(A-  — i)(A'— 2)(A-  — 3)  i.3,    ,       ,,.,,    ,        *         ,,  #      /•  i 

1.2.0.4  '^  •  1 
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Elle  met  immédialemenl  ce  fait  en  évidence,  que  pour  des  va- 
leurs positives  des  coordonnées,  rendant  positive  la  fonction 
-P^-hy^—i,  toutes  les  quantités  Ua,oî  1^'a-i,i,  .-,  Ui,a_,,  U»j 
seront  également  positives.  OrU/,,,,/,  suivant  ces  quatre  cas,  savoir: 

m  ^o     m  ^  i     m  =^o     m  =s  i   ) 

}  (moda), 
n  ==  o      /i  ^  o      n  3s  I      /i  ==  I   ) 

ajant  pour  expression 

F(^»,>^»),     a:F(x^,jr^),    yVix^^jrt)^    xyF(x\jy'^), 

ne  pourra  par  conséquent  jamais  s^annuler,  quel  que  soit  le  signe 
des  coordonnées,  abstraction  faite  du  facteur  x  ou  y^  qu^en  sup- 
posant x^-{-y'^  —  I  •<  o,  ce  qui  démontre  notre  proposition. 

Pour  en  donner  un  exemple,  considérons  la  courbe  Uw,o^=  ^î 
on  vérifiera  aisément  qu'elle  est  composée,  suivant  que  m  est  pair 

ou  impair,  de  —  ou  — ; —  ellipses  ayant  pour  équations  ~  -\-y'  =  i , 

où  p  est  une  des  racines  du  polynôme  X,,,  de  Legendre.  Ces  racines 
•étant  moindres  que  l'unité,  les  diverses  ellipses  sont  bien  effective- 
ment comprises  dans  le  cercle 

Démontrons  en  dernier  lieu  qu'une  parallèle  à  l'axe  des  y^  par 
-exemple,  rencontre  en  n  points  la  courbe  U,«,n=o,  et  remarquons 
à  cet  effet  qu'on  peut  poser 

<T^'"  (  .rî -4-  )'2      -1)'//^/  .  . 

-^_ .^,^,^^,_.y,^, 

un  désignant  par  Z  une  fonction  entière  en  x  cly.  Il  en  résultera 

j  I  (/'ix^-hy'^ — iy'7, 

et  sous  cette  forme  le  tliéorème  de  Rolle  suffit  pour  montrer  que, 
par  rapport  \\y^  l'équalioii  T,,^  ,,  =  o  admet  n  racines  réelles  com- 
prises entre  les  limites  — y'i  —  x-,  -\-\\  — jc^.  Notre  courbe  esi 
^lonc  cirectiveineuL  rencontrée  en  n  points  par  Tune  quelconque 
des  ordonnées  du  cercle  x^-j-  >'-=i  i . 

La  même  démonstration  s'applicpicra  d'ailleurs  à  une  parallèle  à 
l'axe  (les  x. 
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VII. 


Nous  avons  cherché  à  montrer,  dans  ce  qui  précède,  l'analogie 
des  polynômes  à  deux  variables  \Jm,n  avec  les  fonctions  de  Le- 
gendre,  et  sous  ce  point  de  vue  le  fait  le  plus  caractéristique  s'est 
trouvé  dans  la  relation 

si  semblable  à  l'expression  donnée  par  Jacobi, 

I  d"{x^—\)'* 


X„  = 


\  ,1. .  .ti.i'  dx" 


Maintenant  nous  devons  considérer  les  fonctions  ayant  pour 
origine  le  développement  des  quantités 

_  3. 

(i  —  Aax — àby  -h  a^-h  ù*)    *, 
1 
(i  — ar* — ^*)*[i  —  lax  —  ihy  h-  a*(i — J^')-i-  'labxy  -h  6^(i  —  j"*)]-i, 

et  que  nous  définirons  ainsi 

{\  —  '?.ax  —  iby  -Jr  a^-^  h^-  )"  *—  Va'«^"X^ ,;,,,;, 
1 

(I  —  a?* — y^)^[^  —  '^«^  —  'i^y  -H  «'(I  —y*) 
L'équation  suivante,  que  nous  établirons  bientôt, 


m+n-h  , 


V)m.n  = 


_      i.'2...m-i- /i      (— ly/i^  /( /yi -^/f  H-i)   d'»-*-"(i—.r*  —  y^)  * 


1.1.  ..m  .1.2... n  1 .3.5. .  .u(//i -h /i)-l-i  dx'"  dy'^ 


rapproche  par  la  similitude  de  forme  analytique  ces  fonctions  de 
deux  variables  des  expressions  qui  donnent  le  sinus  du  multiple 
d'un  arc  au  moyen  du  cosinus  de  cet  arc.  C'est  ce  que  rend  mani- 
feste ce  beau  résultat  dû  encore  à  Jacobi,  savoir  : 

.     r/  ^  1  (— l)«(n-M)     d»{l-'X*)'^^ 

sin|(n -4- I  )  arc  cosxl  =  — -—z — ^ ; 

•^^  ^  ^       i.3.5...i/i -ht  dx'* 
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Nous  aurons  d'ailleurs  pour  \*>«.«  et  Oj»,»  des  propriétés  enlîèie- 
inent  semblables  aux  précédentes,  et,  comme  elles  s'établissent  de 
la  même  manière,  il  suffira  d'indiquer  rapidement  les  plus  impor 
tantes. 

Voici  en  premier  lieu  leurs  valeurs  dans  les  cas  les  plus  simples 

\*Vi  =  3^,  v>i,#=  y(2it*-i4t«-hi), 

Vj,o  =  -  «  5x«—  i;,  Wi  =  ^  <  3x»^  —  Tjr). 

4 


VM=-^^7-^'v-r;, 


et  en  posant,  pour  abréger. 


s  =  v^i  — -r*  — .>S 

V)o.o=  .=  ,  Ui.i -43.  4;r>'«  —  x»—  j ), 

V>,^  =  p  r  4  ir«  -^ ^''  —  T  ».  t)j.i  =  io  s  I  2 x*  >-  -i-  xy*  —  xv  ), 

V>i.,r=  6p2-j,  t),.j=  2S<(>j-^-î-27x«  v*-h6>'^— 7x*— 77'-+-!)^ 

V>o.î—  p(4^v'—  T^ —  I),  Vt,^=  lOZi  'IJ^'-r-  X'r  —  J^K), 

V^3.o=  4  ?  i.  ^-r'  —  j;>'-  — -r  I,     i:)o,v  —  p  r  16  >-•  -:- 1 2  j»^'*  -+-  X*  —  I  •>.  K*  —  2Jr--h  I), 

V)j.i  =  4?<  ia?\>'-h^K»— V. 

Cela  posé,  les  intégrations  étant  toujours  entre  les  limites  déter- 
minées par  la  condition 


on  anra 


/    /  c/j-c/>  V>,„,^\Yv  =  o,  f  fdxdjrV„,^nV)^i.y-^o; 
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les  degrés  m  -\-  n  et  [jl  +  v  sont  différents,  et  en  outre, 

)rsque  les  indices  m  et  [jl,  /i  et  v  ne  sont  pas  égaux  à  la  fois.  Dans 
;  cas  contraire,  on  obtient 

F  J  ''        '  \         '2 m  -H  'jin  -+-  3 /  1 . 2 . . . //i 

ie  dernier  point  résulte  de  la  considération  d'une  intégrale  double 
nalogue  à  celles  qui  ont  été  précédemment  désignées  par  A  et  B, 
avoir  : 

C  =    r  1  dx  dy(i  —  9.a' X  ^  ^by  -^^  a'^-h  b'^f^(\  —  x^^ y^)^ 
x[i  —  lax  —  'xbjr  •+■  a*(i  — y*)-h  o.abxy  -+-  6*(i  —  J?*)]"*. 
4ous  allons  en  donner  la  détermination. 


VIII, 

Soit,  pour  abréger, 

^n  posant 

a!\-\'b\  b'^  —  a'r, 

tt  introduisant  les  quantités  suivantes 

aa'-^bb'              .^           ab' — ba'         .    ^ 
—  =  cosO,         -, =  sin6, 

lous  obtiendrons  une  transformée  en  Ç  et  tj,  que  nous  écrirons 
ainsi 

X  [(  I  —  r  cos  05  —  r  sin  OrJ*  —  r*  (  t'  -4-  7)«  —  I )]-» . 

Ce  résultat  conduit  à  intégrer  en  premier  lieu  par  rapport  à  t|, 
H.  -  IL  „ 
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c  e^t-ii-dire  à  l'expression 

I  </r    I  —  52  —  T.s  »«  [.  I  —  r  co5<>;  —  r  sinOT. ;t _  ^( tJ_t.  t,«  —  i)J'  S 
qu'on  jieul  décomposer  de  celte  manière 

itr  J 
-- --^    /  </r.'  I  — rcosCl;— -rsinÔT,  —  r/?— r,*— i) "*. 

En  faisant 

'i  =vi  — î"cos5, 

on  devra,  d*après  les  limites  de  t.,  faire  croître  l'angle  o  de  zéro 

à  t:,  et,  si  Ton  pose 

L  =  I  —  rcosf»;. 

M  =  rsinC»|/|  — ;*, 


\  =  r/7^:rr*. 


ces  intégrales  deviendront 


2«>     ^     L  —  M  C0S9  —  I N  sin ^  iir     ^/^      L  —  M  cos o  -h  t N  sincp 

ce  qui  peut  être  évidemment  réduit  à  l'intégrale  unique 


■i  ir     J_  _     L  —  M  cos 9  —  «  N  sin  3> 

Introduisant  en  dernier  lieu  la  variable  e'r=  ;;,  nouî>  serons  con- 
duit à  intégrer,  le  long  d'un  cercle  ayant  son  centre  à  l'origine  el 
son  ravon  égal  à  Tunilé,  la  fraction  rationnelle 


c  I  9.  Le  —  M (;;*-+-  u—  N ,  5*—  i)] 


dont  il  n'y  a  plus  dès  lors  qu'à  déterminer  les  résidus. 

A  cet  eflet,  nous  supposerons  r  el  /•'  moindres  que  l'unilé, 
reslriclion  permise,  puisque  l'intégrale  doit  être  développée  suivant 
les  puissanees  ascendantes  des  quantités  a,  6,  a',  b' ,  Sous  cette 
condition,  l'équation 

iLe  — >!(;;« -h  i;—x\(;;«—i)=  o 
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admet  une  racine  inférieure  à  l'unité,    car  le   premier  membre 
prend  pour  ^  =  i  la  valeur  positive 

2L  — «xM  =  2(1—  /cosB^  —  rsinO/i  — $«), 

et  pour  z  = —  I  la  valeur  négative 

—  iL  —  iM  =  —  a(i  —  r  cosOJ  -4-  rsin6/i  —  $*). 

Or,  le  résidu  de  la  fraction  proposée,  relatif  à  cette  racine,  a  pour 
expression 

j  /a  »  —  /"cosOJ  \ 

/•cos*0/i  —  $*  \  /i  —  -2 r  ces 65  -h  r'  cos*^/ 

en  l'ajoutant  au  résidu  relatif  à  la  racine  >?  =  o,  savoir  : 

I 


r(i~sine)/i  — {« 
on  trouve  l'intégrale  de  la  fraction  rationnelle 
r {^-^z^)dz 

_  liiz  /  I  —  rcosôÇ  \ 

r  cos'6/i  —  $*  \         /i  —  ir  cosOJ  h-  r'  cos*0/ 

et  par  conséquent 

2*r     «A-TT     '-•  —  ^^  coscp  —  i'N  sincp 

=  -JL_(.^     »-rcosQ{  \ 

'''c<^s«e\^         y/,  -2rcoseÇ-4-/->cos2  0/ 

Ce  qui  réduit  Tinlégrale  double  proposée  à 

^^      -T.       r^'  d\  /  i-rcose;  \ 

Maintenant  le  calcul  s'achève  par  les  procédés  élémentaires,  et  l'on 
obtient 


c=-;i^ 


/  I  1  .       I -+- v/zt' cos  6  \ 
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de  sorte  qu'il  vient  en  définitive,  en  remplaçant  rr'cosO  par  sa 
valeur, 


ad  -H  hb 


\\''aa-bh        i^aa'-^bb'        i^^aa'^bb'J 


et  Ton  en  conclut  immédiatement  la  proposition  énoncée  sur  Tinté- 
grale 

f  j  dx  dyO„,^n  Dji^v, 

prise  entre  les  limites  déterminées  par  la  condition  x'-f-j^^^i. 


IX. 


Nous  allons  considérer  maintenant  le  développement  suivant  1^^ 
puissances  ascendantes  de  a  et  6  de  la  fonction 

1 


2ci6tk -+- ^"(i  —  x«)]-»  =  ^1  a'"^'» Om.H, 


afin  d'établir  l'expression  déjà  donnée  du  polvnome  X^m^n- 
Soit  à  cet  effet 

P  =  €ï-r-i-6^-}-(€ï«H-6«)«(x«-T-^*— I)», 

i»u  \oil  aisément  que  l'on  pourra  écrire 

1 
VI       r*  — ^»*>*[i  —  irt-r  —  ibv  -^  à^K\ — y^\^- labry -^  b^w  —  t-\\   • 

'      ^  [u -»>''—, i-Q)-']. 

\lc  sorte  que  IVnsemble  homogène  des  termes  de  degré  k  dan>  c- 
\lo\eloppeuient  sera 

~* 

c^  XAMvi  comment  on  par\ient  à  leur  expression. 
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Revenons  à  la  formule 


^'{z) 


1 .2. .  .m.1.2..  .n      dx"*  dy** 


où  z  est  une  racine  de  Téquation 

^{z)  =  z  —  F(x-^aZj  y -h  bz)  =0y 

en  y  changeant,  comme  plus  haut,  a  et  6  en  ->  —  •  Si  Ton  prend 

^(x,y)  =  (x*-hy^  —  iy, 
on  retrouvera  d'abord  la  même  équation  en  z,  savoir  : 

4 
^n  faisant,  pour  abréger, 

H  =  I  —  ax  —  6/, 
K  =  a:«4->^«  — I. 


.^  =  2 g , 


Nous  en  tirerons 

H  -/H«— GK 

de  sorte  qu'ayant  évidemment 

^/  az  bz\        / — 

on  en  conclura  par  un  calcul  facile 

^ /  ^Z  bz\ 

= -7==^=  = -^[(H-v/GK)"'--(H+v/GK)"^]. 
Mais,  d'après  les  valeurs  de  G,  H,  K,  cette  expression  est  précisé- 


34^  0BUVRE8    DE    CHARLES    HERMITE. 

ment 

et  l'ensemble  homogène  des  termes  de  degré  k  en  a  ei  b  sera 
donne  par  le  développement  des  puissances  fractionnaires  sous 

cette  forme 

i.3.5...2A-i-i   P^-^i  -  Q*-^i 
!2.4.6...iA -+-a      ^/t,i _+.  i,t 

de  sorle  qu*en  posant  k  =  m  -\-  n,  on  a 

I.1.5...!lA-+-  I    PA-Kl_QAr-hl 


>.  i.G...aA--+-!i      ^/fgt-^b^ 


t 


~  j^  I .  -jt . . .  m .  1 . 2 . . .  /i . a*""^"  rfj^*"  (/y" 

et,  par  conséquent,  ce  résultat  auquel  nous  voulions  parvenir, 


I  .  /i  —  -2 ...  /i  -1-  m 


I .  i .  "» -i  V  w  -^-  /i  >  -«-  I  rfr "•  </ V* 

On  on  tire,  pour  le  ooeflîcient  de  ^'"ft*  dans  le  développement  de 
la  fonction  propt^soo,  Toxpression  du  polynôme  t)^„  qu'il  s'agissait 
de  démontrer,  savoir  : 

/i    -   I  .  /j  —  j  ,  .  .  /i  —  m 

m  ^  n  ^  - 
\  «I  -^  M   -*-  I  '     —  I    ■'^^     «/"«^'*'  I  —  X*  —   %■'  \ 


Kn  |virt^nt  maintonant  do  ootto  expression  et  considérant  le  dëvc- 
loppomont  d'une  fonction  quclcv^nquo  sous  la  forme 

y  --    »    =  Va,  ,v  ..^. 
on  obtiendra  oxidcmmont  à  Tcizanl  do  l'intéirralo 


n  .%' 
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prise  entre  les  limites 

ainsi  que  sur  les  propriétés  de  la  courbe  t);n,«  =  o,  les  mêmes  con- 
séquences que  précédemment;  je  ne  m'y  arrêterai  pas,  pour 
abréger,  et  je  terminerai  par  une  dernière  remarque  sur  les  poly- 
nômes U„,,„  et  V;„,„. 


Les  dérivées  des  divers  ordres  de  Texponentielle  ^-^(r,/,^,...)^ 
dans  laquelle  o{x^y^  z,  . . .)  désigne  une  forme  quadratique,  con- 
duisent, comme  on  l'a  vu,  à  un  mode  de  développement  d'une 
fonction  quelconque,  où  les  variables  peuvent  recevoir  toutes  les 
valeurs  de  — oo  à  H- do.  Or,  un  pareil  mode  de  développement 
|>eut  être  obtenu  comme  conséquence  de  ces  formules 

^i  de  celles  où  l'on  emploie  \*>m,/i  et  Vm^nf  et  en  supposant  x  ety 
limités  parla  condition 


Considérons  en  effet  la  substitution 


7  = 


on  en  déduit 


i  —  x^  —  y*  = 


d'où  résulte  que  les  nouvelles  variables  pourront  s'étendre  de  —  oo 
à  -4-  »,  et  l'on  est  amené  par  là  à  rechercher  ce  que  deviennent  en 
fonction  de  $  et  t;  les  polynômes  Um,/i  et  V;»^;,.  Si  l'on  fait 


m-f-n 


m  -4-n 

on  voit  tout  d'abord  que  les  quantités  R,«,/f,  Sm,/i  sont  rationnelles, 
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entières  et  du  degré  m  -+-  /i  en  Ç  et  r^  ;  ainsi  on  aura 

Ri.i  =  ^Ç^,                      R4.o=  J(8Ç*-24?«-4-3), 
Ro,i  =  -  (  '>-Tfi*  —  I  ).         , 


So.o=i,  S,,o=4({»-VÎ-0, 

S,,o=35«-îi«-i,  So,,=  4(r,»-ÇV-T,), 

Si,i=  8ÎT),  84,0=  5t^— iot»T)«-+-T)*— ioÇ«'-+-aV+i, 

So,,=  3iri«-$«-i,  


Mais,  pour  en  reconnaître  la  nature,  revenons  aux  équations  de 
définition 

(i  —  2ax  —  'xby  -f-  a«-+-  6«)->  =  V  a'^ô"  V,„,„. 
En  posant  dans  la  première 

^  =  *         y  =    ,  > 

rt  =  a/n-5«-f-Tj«,         b  =  P/n-Ç*-4-Tj«, 
elle  prendra  cette  forme 

par  conséquent,  Rm,»?  comme  on  le  reconnaîl  aisément,  ne  con- 
tient que  le  seul  terme  Ç^'r,"  du  degré  m-h/i;  c'est  la  propriété 
caractéristique  de  V;,,^;,  qui  a  été  transportée  ainsi  par  le  change- 
ment de  variables  au  polynôme  Vm^n- 
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Faisons  dans  la  seconde  équation 


^ 6= P • 


^  lie  deviendra 

c??i  l'on  en  conclut  cette  expression  qui  nous  rapproche  de  la  forme 
sinalytique  de  Um.nj  savoir  : 


En  posant 
on  obtiendra  semblablement 


m-f-n 


1  __  3 


A.  l'aide  de  cette  forme,  en  raisonnant  comme  je  l'ai  fait  précé- 
demment, on  établit  que  les  équations 

admettent  toujours  m  racines  réelles  considérées  par  rapport  à  Ç 

et  n  racines  réelles  par  rapport  à  tj.  Sous  la  condition  Ç  >•  cot » 

l'équation  Sm,«=  o  a  même  toutes  ses  racines  réelles  par  rapport 
à  Tj  (*).  Mais  je  ne  m'arrêterai  pas  à  l'étude  des  polynômes  Rm,//» 
Sw^/t,  ayant  voulu  seulement  indiquer  encore  un  exemple  du  genre 
d'expression  donné  par  Jacobi  aux  fonctions  de  Legendre.  C'est 
en  1826,  dans  le  second  volume  du  Journal  de  C relie,  que  ce 
grand  géomètre  a  établi  la  relation 

v    —  I  c/^*(a7«  — 1)« 

'  " ""  1.2. ../i.i"         dx'* 


(*)  Cette  affirmation  ne  parait  pas  exacte,  comme  le  montre  le  cas  particulier 
de  m  =  a,  /i  =1.  E.  P. 
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Mais  bien  avant,  et  dès  1 8 1 5,  un  homme  du  mérite  le  plus  distingué 
et  dont  la  mémoire  est  restée  chère  à  ses  nombreux  amis,  M.  Olinde 
Rodrigues,  y  était  parvenu  dans  une  thèse,  Sur  V attraction  des 
sphéroïdes,  prc*sentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  Celte 
thèse  contient  encore  la  relation  remarquable 

\ .?.. .  .m  —  jt  dx"^- P  ~  \  .'JL. .  .m  -^  p  dx'^-^P 

donnée  également  par  Jacobi  dans  le  même  Mémoire,  et  qui  joue 
un  rôle  important  dans  la  théorie  des  fonctions  Y^.  A  l'égard  des 
polynômes  llm.n  la  propriété  analogue  n'a  pas  une  forme  aussi 
simple.  On  l'obtiendrait  en  partant  de  l'équation  suivante,  facile  à 
démontrer, 


i  .•>...  ,n   —  p   i  .->.,.  .ni  —  q  dx"-P  dy"^-^ 

_  {xy  —  \  y-^t  d"^^'^-^P-^n{xy  —  \yn^n 

\  .'i.  .  .m  -\-  p.\  .  >..  .  .n  -\-  q  dx"*-^l  dy"-^9 

et  remplaçant  les  quantités  x  et  y  par  x  -\-y\/ —  i,  x — /V^'î 
mais  ce  changement  de  variables  donnerait  un  résultat  un  peu 
compliqué,  et  je  ne  m'y  arrêterai  pas. 


SIR 
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Comptes  rendus  de  r Académie  des  Sciences,  l.  L\I.  i865  (II  K  p.  877, 
965  et  1073:  i.  LXII.  1866  •  1 1.  p.  65,  157.  a45.  70.  919.  959.  io54,  1161 
el  i2i3. 


La  théorie  des  fonctions  elliptiques  conduit  à  deu3[  méthodes 

pour  la  résolution  de  IVquation  du  cinquième  degré.  La  première 

a  pour  fondement  la  possibilité  de  ramener  Féquation  proposée  à 

la  réduite 

>    I  ^  fr- 

de  l'équation  modulaire  relative  à  la  transformation  du  cinquième 
ordre.  Dans  la  seconde,  qui  est  due  à  M.  Kroneck«r  (*),  on  prend 
pour  point  de  départ  certaines  fonctions  cycliques  des  racines  dont 
les  carrés  ont  seulement  six  valeurs,  et  que  Ton  représente  par  les 

quantités 

cosamico        cosamîo 
cosam4(»        cosamaco 

ù)  étant  successivement  ^»  -^-, > ^ De  ces  fonctions 

on  déduit  ensuite  rationnellement  les  racines  elles-mêmes,  qui 
s'obtiennent  ainsi  sous  forme  explicite  à  l'aide  des  mêmes  quan- 
tités. Ces  deux  méthodes  ont  été  pour  moi  le  sujet  d'une  longue 


(*)  Comptes  rendus  de  l* Académie  des  Sciences,  t.   XLM,  année  i858,  el 
Journal  de  C relie,  t.  51».  année  1861. 
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je  la  désignerai  par  ^(X,  Y),  de  sorte  que  Ton  aura 

cf(X,  Y)  =  (X,  {JL,  sTk.  sTk.  {^',  XO(X,  Y)*. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'on  obtiendra  la  même  forme  canonique 
pour  toutes  les  transformées  déduites  de  la  proposée /(x,  ^)  par 
une  substitution  quelconque  £  au  déterminant  un\  car  il  suffira 
d'effectuer  dans  cette  forme  la  substitution  inverse  S"*  qui  ramènera 
à  la  proposée,  et  puis  de  la  faire   suivre  de  S,   pour   retrouver 
J(X,  Y),  le  déterminant  de  la  substitution  composée  S~*S  étant 
d'ailleurs  égal  à  l'unité.  Il  suit  de  là  que  les  coefficients  de  la  forme 
canonique  sont  des  invariants  de  la  forme  proposée,  et  il  importe 
d'étudier  avec  soin  ces  coefficients. 


II. 


Je  dis,  en  premier  lieu,  qu'ils  peuvent  s'exprimer  en  fonction 
des  trois  quantités  Xk'=z  g^  ^^^=h  et  k,  Eff*ectivement  le  cova- 
riant  quadratique  de  ^(X,  Y)  étant  devenu  y/A.  XY,  on  a  les  deux 
relations 

X|ji'  —  4  H^  ^k  -h  3  X:  =  o, 

X>  — 4|jl'/X:-4-3/:  =  o, 
d'où  Ton  tire  ces  deux  équations  du  second  degré 

En  les  résolvant  et  posant,  pour  abréger, 

ou  aura  un  premier  système  de  solutions,  savoir 

et  le  second  s'en  déduira  en  changeant  à  la  fois  le  signe  de  y/A  dans 
ces  deux  formules.  Mais,  d'après  le  produit  des  racines  des  équa- 
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lions  en  X  et  [ii,  ce  second  système  pourra  aussi  se  représenter  par 
y  »  —  >  c'est-à-dire  par  X'  et  [jl',  de  sorte  que  Ton  aura 

Ti/iT^y:  =  h{g  -  i6ky--gk^(g  -+-  i6A-)-(^  -  i6A-)v/a, 
■24  v^hl' =  9 A:» -f- 16  AA  —  ^/i -h  v/Â. 

Voici  donc,  comme  on  Ta  annoncé,  les  coefficients  de  la  forme 
canonique 

.?( X,  Y)  --=  (X,  II,  A  /^,  ^\  X') (X,  Y  )» 

exprimés  en  g.  A,  Xr,  et  Ton  va  voir  que  ces  quantités  s'expriment 
elles-mêmes  par  les  invariants  de  la  forme  proposée. 


III. 


Je  rappellerai  d'abord  cette  proposition  :  que,  (f(Xyy)  et  ©i  {:i'^y} 
désignant  deux  covarlants  d'une  forme  y,  si  Ton  pose 

d'où 

Ç(— r»  ^)  =  «v^^—  av-ia:v-i^  -+-. . .  4-(—  i)^->ai3r7v-*  -r(—  i^ao^"'» 
l'expression 

sera  encore  un  covariant  de  /,  et  je  dirai  suivant  l'usage  qu'il  a 
été  obtenu  en  opérant  avec  o(x,^)  sur  o»  (x^y).  Cela  résulte  de 
ce  qu'en  faisant 

9(mX-+-m'Y,  n\-hn'\) 

=  AoXvH-  Al  Xv-i  Y  -f-. .  .4-  Av-i  XYv-i  -^  AyYv  =  4»(X,  Y  ; 

et 

9,(mX  ■+■  m' Y,  /iX  h-  n' Y)=  *,(X,  Y), 

l'expression    semblable   obtenue  en  opérant  avec  4>(X,  Y)  sur 
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<!>,  (X,  Y),  savoir  : 

sera 

^;(/HX-f-m'Y,  n\-+-n'Y)(mn'— /n'/i)v., 

où  l'exposant  V|  du  déterminant  de  la  substitution  est  le  degré  de 
çpi  (j7,  y).  Je  ferai  usage  de  cette  proposition  en  prenant  pour 
<l>i(X,  Y)  et  ^(X,  Y)  la  transformée  canonique  de  la  forme  du 
cinquième  degré  et  son  covariant  quadratique,  de  sorte  que  l'on  ait 

*(X,Y)  =  v/ÂXY,        *,(X,Y)  =  J(X,Y). 

On  obtiendra  ainsi,  sous  sa  forme  canonique,  un  premier  covariant 
du  troisième  degré  (  •  ) 

v/Â^JIy  =  î^ov/Â(k,  y/k,  yfk,  ^'){\,  Y)', 
et,  en  opérant  avec  le  carré  de  ^(X,  Y),  ce  covariant  linéaire 

Enfin  on  sait  que  le  déterminant 

^      '•^^""  dx   dy         dx  dy 
est  aussi  un  covariant,  car  on  a 

{mn  —  m  /i)t}^(m\H-/n  \,  nX-f-«  \)=  ^  _____  _. 

Faisant  donc 

<J>(X,Y)  =  v/ÂXY, 

€l  prenant  successivement  pour  <[>|  les  deux  covarianls  auxquels  on 
vient  de  par\enir,  savoir  : 

(I,  s/\{)x,yrk,>fk,)^)^\,\)\ 

\\\)  A(v/XXh-/ÏY), 


(')  Il  faudi'ait  mettre  le  signe  —  devant  le  second  membre.  E.  I*. 
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jn  obtiendra  les  suivants  (  *  ) 

III)  A(3Ht,/îf,  -/^,  -3Ht')(X,Y)», 

IV)  Av/Â(v/IX— v^Y), 

[jui  sont  encore  du  troisième  et  du  premier  degré  en  X  et  Y.  Main- 
tenant on  voit  qu'en  opérant  avec  (I)  sur  (III),  on  est  conduit  à  un 
invariant  du  huitième  degré  (^),  ^A^  (jjljjl' —  k)  :  je  le  désignerai  par  B. 
En  opérant  avec  (II)  sur  (IV),  on  trouve  un  invariant  du  douzième 
degré  ('),  y/A*/',  que  je  représenterai  par  C.  On  a  d'ailleurs 

XX'— 3iifJi'-+-!iA-  =  /Â; 

(le  sorte  qu'ayant  posé 

3n  peut  déterminer  g^helk  au  moyen  de  l'invariant  du  quatrième 
iegré  A,  et  de  ceux  du  huitième  et  du  douzième  degré,  que  l'on 
,  ient  de  définir,  par  ces  relations 

B  C 

/A'  /A5 


i'oii  Ton  tire 


A»-+-3AB-+-C  ,        AB-hC 


Enfin  j'observerai  qu'en  opérant  sur  (I)  avec  le  cube  du  cova- 
riant  linéaire  (II),  on  obtient  un  invariant  du  dix-huitième  degré, 
»yant  pour  forme  canonique  y/A'y/Â^((jL — [ji').  Je  le  désignerai 
par  K,  en  posant  {*) 

et,  d'après  les  valeurs  précédemment  données  de  jjl  et  [jl'  en  fonc- 


(')  Les  expressions  (III)  et  (IV)  devraient  être  précédées  du  signe  — . 

E.  P. 
(^)  Un  coefficient  numérique  36  serait  à  rélublir  devant  J^expression  qui  suit. 

E.  P. 
(')  Un  coefficient  numérique  a  serait  à  rctulilir  devant  l'expression  ^X^k. 

E.  P. 
(^)  Le  coefficient  numérique*i3  serait  à  remplacer  par  6  devant  l'expression 
de  l'invariant  K.  E.  P. 

H.  -  II.  a3 
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tion  de  ^,  A,  Xr,  on  voit  que 

et,  par  conséquent, 

K«=  A7A  =  A7[(9A-»-+-i6Ait-^A)«— 24«AA-»]. 

Or  il  vient,  en  remplaçant  g^  A,  k  par  les  valeurs  ci-dessus, 
K«=:(A«-+-3B)»AB»4-a(A«-+-3B)(A«  — i2B)BC-+-(A«— 72B)AC»-48C»; 

de  sorte  que  K^  est  une  fonction  entière  des  invariants  A,  B,  C. 
Lne  dernière  et  importante  proposition  nous  reste  à  établir  pour 
terminer  ce  sujet,  c'est  que  tout  invariant,  quel  qu'il  soit,  peut  être 
exprimé  en  fonction  entière  de  A,  B,  C  et  K. 


IV. 

En  désignant  un  invariant  quelconque,  fonction  entière  des  coeffi- 
cients de  la  forme  du  cinquième  degré  :  /=  (a,  ^, y,  y,  ^',  a')  {x^  yY^ 
par 

je  remarque  d'abord  que,  la  transformée  canonique 

§  =  I  A,  ;ji,  v^,  /Â-,  a',  X')  (X,  Y)» 

ayant  été  déduite  de  y  par  une  substitution  au  déterminant  ttn^  on 
a  également 

et  ion  en  conclut,  d'après  les  expressions  des  coefficients  ).,  a 

données  précédemment, 


I  = 


A-« 


en  désignant  par  P  et  Q  des  fonctions  entières  en  ^,  A,  k.  Mais 
distinguons  entre  les  invariants  directs  et  les  invariants  gauches, 
et  pour  cela  considérons  la  transformée  déduite  de  la  forme  cano- 
nique par  la  substitution  impropre 

X  =  Y,, 
Y  =  X„ 
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savoir  : 

.f,  =  (X',H^',A/ï,lx,X)(X,,Y0». 

On  remarque  qu'elle  ne  dlfiere  de  ^  que  par  le  signe  de  y/A,  de 
sorte  que  l'expression  du  même  invariant  I  relative  à  J,  sera 

P-Q/Â 


1  = 


A" 


Nous  aurons  donc,  selon  qu'il  s'agira  d'un  invariant  direct  ou  d'un 
invariant  gauche, 

P-+-Qv/Â       P  — Qy/Â 
A:'*         ""         A-«        ' 

ou  bien 

P-hQy/Â  __  p  — Qy/Â 
/:«         ~  A-'» 

Ainsi,  dans  le  premier  cas,  Q  =  o  et,  dans  le  second,  P  =  o. 
J'ajoute  que  le  dénominateur  Xr"  disparait  dans  l'une  et  l'autre  de 
ces  expressions,  qui  prendront  dès  lors  les  formes  plus  simples  V 
-et  Qv^A.  On  va  voir,  en  effet,  que,  d'après  la  nature  même  de  la 
fonction  B,  aucune  de  ces  quantités  ne  peut  devenir  infinie  pour 
/-  =  o;  car,  quel  que  soit  (o,  on  peut  poser 

e(X,[Ji,  v^,  /Â,  ^',  X')=  e(Xto5,  [Jiw»,  v^to,  /îw-»,  jx'a)-s,X'tD-4); 

et,  en  prenant  co^y/Â",  nous  allons  reconnaître  que  dans  ce  cas 
le  second  membre  est  nécessairement  fini.  C'est  ce  qui  résulte 
immédiatement  de*  expressions 

'24v/^Ht=  9À«-+- 16/iA  —  ^A  — /Â, 
qui  donnent^  en  supposant  k  =  o, 

72/ÂiX  =  2^A, 
'j4\/k^ix  =  —  igh. 

Ces  deux  quantités  étant  limitées,  on  voit  qu'il  en  est  de  même  de 

X'  (0-5  =irr-:  et  a'  w-»  =  —  : 

on  serait  d'ailleurs  parvenu  à  la  même  conclusion,  si  Ton  eût  pris 
un  autre  signe  pour  le  radical  y/A  dans  les  expressions  générales 


\ 
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de  A  et  [Ji,  car  on  aurait  opéré  de  même  en  supposant  to  =  —  »   ^t 

considérant  )/  et  [ji'  au  lieu  de  X  et  (jl. 

Ce  qui  vient  d'être  établi  fournit  une  première  donnée  stMr 
l'expression  d'un  invariant  quelconque  des  formes  du  cinquièn:»  ^ 
degré,  au  moyen  de  ceux  qui  ont  été  définis  précédemment  ^t 
nommés  A,  B,  C,  K.  Ayant  en  effet 

.  Aî-f-3AB -4- C  .       AB-f-G  ,  C  ^  K 

/Â*  /Â*  /A»  /ÂJ 

on  voit  l'invariant  du  dix-huitième  ordre  figurer  comme  facteur 
dans  l'expression  générale  Q  y^A  des  invariants  gauches,  tandis  que 
A,  B,  C  se  présentent  seuls  dans  les  invariants  directs.  Mais,  pour 
parvenir  à  notre  conclusion,  exprimons  en  A,  B,  C,  K  les  coeffi- 
cients de  la  forme  canonique.  En  posant,  pour  abréger, 

L  =Cî-+--ABC«-+--i-An(3B-+-A«)»(C-+-AB) 

—  3o  AC(C  -h  AB)  —  9 AC«—  90 B»C]» 
M=C»-+-iABG  — -î- Aî(3B»-»-AC-+-A»B), 


L'=H-— [A(A»4-3B)-i5C]K, 
72 


on  trouvera 


y/  A*  \/  A  * 


fJLv/C3: 

M 

M'v'A, 

HiVc»  = 

\4-"'«^^ 

on  a  d'ailleurs 

^■  = 

D'après 

cela,  je 

fais  la  si 

ibstitution 

X  =  Tv/Â 

U 

Y  =  Tv' 

■-^r 
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dont  le  déterminant  est  numérique;  elle  donnera  le  résultat 
suivant 

-^,o[X-+- V-+- (ji -f- /— 4v^it]  t/ÂT»U»4- io[X-- X'— (fx  -  jji')]  V'^Â^T'U» 
-^  5[Xh-X'— 3(fji-+-HiO-^4v^]v^5FîTU*-+.[X-X'— ^(ix-IJiOJv^Â^US 

ou  bien,  d'après  les  valeurs  de  \  (jl,  a',  |jl', 

a/G=»(L-+-5MC-+-ioC»)T»— iov/C^(L'4-3M'C)AT*U 

-Mo/(F»(L  — 3MC-+-2C»)A-ïTU*-2/G^(L'-5M'C)A-»U». 

Cette  transformée  pourra  servir,  absolument  comme  la  forme  cano- 
nique, à  donner  l'expression  générale  des  invariants  de  la  forme 
du  cinquième  degré,  qui  seront  des  fonctions  entières  de  ses  coef- 
ficients. Or,  on  observe  que  A,  dans  les  termes  en  T'U-,  TU*,  U^, 
disparaît  comme  dénominateur;  d'après  les  valeurs  de  L,  M,  L',  M', 
on  obtient  effectivement 

(L-hlV1G  —  2C5)A-» 

=  2BCî-4-;^A[(3B-+-A*)î(C-»-  AB) 
72 

—  3oAC(C-»- AB)— 9AC»— 9oB«C] 

— -l-AC(3B»4-AC-f-A«B), 

24  ' 

(L  — 3MC-+-2G3)A-î 

=  JL  [(3B  +  A«)«(C -+- AB)- 3o  AC(C -4- AB)— 9 AC«— 9oB»C] 
72 

■4-iC(3B»-4-AG-+- A«B), 

o 

Tous  ces  coefficients  sont  ainsi  des  expressions  entières  en  A, 
B,  C,  K,  ayant  pour  diviseur  y/C*,  et  par  conséquent  un  invariant 
quelconque  sera  une  fonction  entière  des  mêmes  quantités  divisée 
par  une  puissance  de  C.  Mais  les  considérations  précédentes  ayant 
déjà  conduit  aux  expressions  P  et  Qy/A,  entières  en  g^  /i,  /:,  on 
voit  que  ce  dénominateur,  représenté  par  une  puissance  de  C,  dis- 
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paraîtra  nëcessairement  comme  facteur  commun.  C'est  le  résultat  -^x 

que  je  m'étais  proposé  d'établir  et  qui  autorise  à  regarder  A,  B.  .,, 

C,  K  comme  invariants  fondamentaux,  puisque  tous  les   autres,  _  ,^ 

quels  qu'ils  soient,  en  sont  des  fonctions  rationnelles  et  entières.  _  ^^ 

M'arrètant  à  ce  point  dans  la  théorie  algébrique  des  formes  du  ^jj 

cinquième  degré,  je  reviens  à  mon  objet  principal  en  établissant  a  j 

la  proposition  suivante,  qui  sert  de  fondement  à  ma  méthode,  et  j  j 

qui  montrera  comment  les  invariants  s'introduisent  à  titre  d'élé-  — 

menls  analytiques  et  jouent  le  principal  rôle  dans  la  résolution  de  ^^^ 
l'équation  du  cinquième  degré. 


V. 


Soient  fix^y)  une  forme  de  degré  quelconque  n  et  o(^,^v)  un 
de  ses  coio  riants  de  degré  n  —  2  en  x  et  y,  je  dis  que  les  coeffi- 
cients de  la  transformée  en  z  de  V équation  f{x^  i)  =  o,  obtenue 
en  posant 

sont  tous  des  invariants  de  f{x^  y). 

Avant  d'exposer  la  démonstration,  je  rappellerai  que  l'on  nomme 
covariant  de 

f{^.y)  =  {ci,b,c,  ...){x,yY 

tout  polynôme  cp(a7,  j-;  a,  b,  c,  . , .)  dont  les  coefficients  sont  fonc- 
tions entières  de  r/,  6,  c,  ...  et  tel  qu'en  posant 

/(/?iXH-m'Y,  «X-4-/i'Y)  =  (A,B,G,  ...)(X,Y)« 

on  ait 

cp(X,  Y:  A,  B,C,...)  =  (7?m'— m'ny  cp(mX-f-m'Y,  /iX-+-n'Y;  a,  6,  c, ...). 

On  voit  qu'en  faisant,  pour  abréger, 

F(X,  Y)  =  /(/iiX-4-/?î'Y,  /iX-+-n'Y) 

et 

<l>(X,Y)=o(X,Y;  A,B,C,  ...), 

le  polynôme  <I>  est  déduit  de  F  absolument  comme  çp  def 
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Cela  posé,  je  considère  les  deux  équations  homogènes 

qui  donnent  celles  de  Ténoncé  pour  ^  =  i ,  et  d'où  Ton  déduit 
aisément  celles-ci 


(I) 


l  -5^-^a7ç>(ar,^)=o, 


(  «^|-r?(^i7)=Oi 


sur  lesquelles  je  vais  raisonner.  Si  l'on  y  remplace  les  coefficients 
a,  6,  c,  . . .  par  ceux  de  la  transformée  A,  B,  C,  . . .,  elles  devien- 
dront 


I  z 

(a) 


*^+X*(X,Y)=o, 


I 

et  il  s'agit  de  comparer  le  résultat  de  l'élimination  de  ^  et  y  entre 
les  équations  (i)  avec  celui  de  l'élimination  de  X  et  Y  entre  les 
équations  (2).  J'observe  à  cet  eflTet  que  l'on  peut  introduire  x  eX,  y 
au  lieu  de  X  et  Y  en  posant 

a?  =  mX -4- m'Y,         ^  =  nX -4- n' Y, 
d'où 

dX  dx  dy  dX  dx  dy 

de  celte  manière  les  équations  (2),  en  y  remplaçant  ^(X,  Y)  par 
{mn! — m'ny^{x^ y)j  deviennent 

-»  f/w'  ^  -+-  n'  ^ j  -+-  X(mn'—  m'n)t  ^(x,  y)  =  o, 

-»  (  'w  ^  -+-  n  ^  j  —  Y(mn'—  m' nY  9(ar,  y)  =  o. 

Or,  en  multipliant  la  première  par  /i,  la  seconde  par  n'  et  retran- 
chant, il  viendra 

z{mn'-^  m'n)-j-  —(n\  ■+-  n'\)(mn'—  m  ny^{x^y)=  o, 


\ 
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OU  évidemment 

z -~  — y(nin' —  m'ny- *  o(ar, y)=  o. 

De  même,  en  multipliant  la  première  par  m,  la  seconde  par  wy  ', 
et  retranchant,  on  obtient 

z-^  -\-x{mn'  —  m'ny-^  o(ar,^)=  o. 

Ce  sont  donc  précisément  les  équations  (i)  qui  se  trouvent  repro- 
duites, en  y  multipliant  o{x^y)  par  [nin! — /?i'/i)'~*  ou  rempla- 
çant z  par r—^-— ; — ^>  et  il  va  être  ainsi  prouvé  que  les  coeffi- 
cients de  la  transformée  sont  bien  des  invariants  de/(j:,  ^).  En 
effet,  cette  équation  en  z  sera,  d'après  un  théorème  connu,  privée 
de  son  second  terme,  et,  si  Ton  désigne  par  D  le  discriminant,  elle 
aura  cette  forme 

51,  B,  . . .,  &  étant  des  fonctions  entières  de  «,  6,  c, Mainte- 
nant, si  Ton  remplace  z  par  ; ; -, — -r-:*  elle  deviendra 

;5« -t-( /w/j'— m'/i)«'- « -^  3«-« 

9  il 

d'où  Ton  voit  que,  par  le  changement  de  a,  b^Cj  . ..  en  A,  B,  C, . . ., 

les  coefficients  tt»  r»  •  •  •»  tt'  et,  par  conséquent,  5t,  U,  . . .,  M^  se 

reproduisent  multipliés  par  une  puissance  du  déterminant  de  la 
substitution,  et  sont  bien  des  invariants. 


VI. 


Ce  qui  précède  ne  peut  être  appliqué  aux  formes  cubiques  et 
biquadratiques,  qui  n'ont  pas  de  co variants  linéaires  ni  de  cova- 
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irîants  quadratiques,  mais  plus  tard  on  établira,  pour  toutes  les 
formes  de  degré  n  égal  ou  supérieur  à  cinq,  Texistence  de  divers 
systèmes  de  /i  —  i  covariants  du  degré  n  —  2.  Désignant  par 

l^un  de  ces  systèmes,  et  posant 

?(^,.K)=/iÇi(ar,^)-h^,ç,(ir,  J^)-f-...-^-^,_l9„-,(a7,7), 

j'introduirai  l'expression  z  =  J,     ' —  »  qui  contient  /i —  1  quantités 

arbitraires  /,,  ^3,  ...,  /,i_i,  comme  formule  générale  de  transfor- 
mation à  l'égard  de  l'équation  y(^,  i)=o  de  degré  quelconque 
supérieur  au  quatrième.  On  va  voir  ainsi  disparaître  en  quelque 
sorte  les  coefficients  de  cette  équation,  pour  faire  place  aux  inva- 
riants qui  prendront  le  caractère  d'éléments  analytiques  dans  les 
plus  importantes  questions  de  la  théorie  des  équations  algébriques. 
En  effet,  les  quantités  5t,  Î5,  ...,  ^  deviendront  des  fonctions 
homogènes  de  /|,  ^2?  •  ••?  ^«-i?  du  deuxième,  du  troisième  et  enfin 
du  71'*"'*  degré,  dont  les  coefficients  seront  des  invariants  de  la 
forme/(^,  j^)  ;  et,  pour  montrer  immédiatement  comment  intervient 
leur  propriété  caractéristique,  en  prenant,  par  exemple,  51,  je  vais 
déterminer  le  degré  de  ces  coefficients  dans  les  divers  termes  /J, 

^2'  ^*'  ^2î   •  •  •• 

Nommons  indice  d'un  invariant  ou  d'un  covariant  o(j7,  y)  l'ex- 
posant /,  qui  figure  dans  l'équation  de  définition 

<p(X,Y;  A,B,G,  ...) 

=  (mn' —  m'/i)'<p(/nX  -h  m' Y,  /iX  4-  /l'Y;  a,  b,  c,  , . .), 

et  soient  /<,  /jj  •••?  in-i  les  indices  des  covariants  'fi{x^y)j 
^2{^^y)y  •••7  ^n-i{^,y)  qui  entrent  dans  la  formule  générale  de 
transformation.  D'après  la  démonstration  donnée  (§  V),  le  chan- 
gement de  a,  t,  c,  . . .  en  A,  B,  C,  . . .,  dans  l'équation  en  z^  revient 
àremplacer/,,  /a,  ...,  par /«(m/i' — m' ny~^^  t^inin' — m' /i )'«"*,..., 
et  il  en  résulte  immédiatement  que  l'indice  du  coefficient  d'un 
terme  quelconque  /«/p  dans5t  sera  ig^-i-  i^ —  2.  Mais  ce  coefficient 
a  pour  diviseur  le  discriminant  dont  l'indice  est  n{n  —  1);  par  con- 
séquent Tindice  du  numérateur  sera  la  somme  i^-^i^—2-^n{n  —  i) 
et  son  degré  en  a^  b,c,  ...  le  double  de  cette  quantité  divisé  par  /i. 
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c'est-à-dire  — — h  2{n  —  i).  En  introduisant  le  degré o, 

du  covariant  Oa{Xj  y)  en  a,  6,  c,  . . .,  au  lieu  de  l'indice  l'a?  d'après 
la  relation  2/a=  /i8a —  /i  -f-  2,  cette  formule  se  simplifie  et  devinai 
Oot -t- 3p -f- 2  n  —  4-  Oii  trouvera  pour  la  forme  cubique  B,  abso- 
lument  de   même,    que    le    degré   du    coefficient    de    /a^p^y  ^^^ 
^a  H-  3p  -H  Oy  -H  3  /i  —  6.  Ce  sont  ces  fonctions  5t  et  Î5  qui  jouent  l^ 
principal  rôle  dans  la  réduction  à  la  forme  trinôme  de  Téquatiot^- 
du  cinquième  degré,  car  cette  réduction  dépend  de  la  résolulior^ 
des  équations  5L  =  o,  Î5  =  o.  Et  ici  le  point  qui  m'a  semblé  le  plu! 
essentiel  et  m'a  le  plus  préoccupé  consiste  à  vérifier  la  première  eni 
exprimant  ^1,  /j,  /s,  l^  en  fonction  linéaire  de  deux  indéterminées. 
La  méthode  à  laquelle  j'ai  été  amené  repose  en  entier  sur  le  choix 
des  quatre  covariants  du  troisième  degré  qui  entrent  dans  la  formule 
de  transformation,  et  voici  comment  on  les  obtient. 


VII. 

Une  remarque  facile  à  établir,  et  dont  j'ai  fait  usage  ailleurs  ('), 
me  servira  de  point  de  départ.  Elle  consiste  en  ce  que  les  coefficients 
des  termes  en  Ç  et  tj,  dans  le  développement  de  l'expression 

où  «p(j7,  y)  et  0|  (:r,  y)  sont  deux  covarianis  d'une  forme  quel- 
conque/(^,  X),  sont  encore  des  covariants  de  la  même  forme.  En 
supposant  cp(x,  y)  du  second  degré  et  cp,  (j?,  j^)  du  troisième,  on 
voit  ainsi  un  premier  covariant  cubique  donner  naissance  à  trois 
autres,  et  les  éléments  de  la  formule  de  transformation 


z  = 


_  tv^x(x,  ijH-mptÇj-,  i)-^P9;,(j?,  i)-+-iV94(j-,  i) 


semblent  s'offrir  d'eux-mêmes,  en  partant  du  covariant  quadratique 

(  •  )  Voir  Hermite,  Œuvres,  t.  III,  p.  3o8. 


par 
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et  du  covariant  du  troisième  degré  obtenu  au  paragraphe  III,  en 
opérant  avec  o(^,  y)  sur  la  forme  proposée  /(jc,  y).  Désignons, 
pour  les  introduire  dans  l'expression  (i),  par<ï>(X,  Y)  et<I>i(X,  Y), 
los  transformées  canoniques  de  o(^,  r)  et  »i(^,y);  on  aura 

*(X,  Y)  =  v/ÂXY, 

*,(X,  Y)  =  /Â(|jiX3-H3v/IXn'-+-3/IXY»-t-ji'Y»), 

^t  Ton  pourra  remplacer 

*i[(Ç-l/Â)X,     (t4-ryÂ)Y]. 
Posant  donc 

*i[(Ç--ri/Â)X,  (Ç  +  ryÂ)Y] 

=  Ç'4>i(X,Y)-3t*Ti*,(X,Y)-h3tTiM'3lX,Y)-Ti'4>,(X,Y), 

voici,  sous  forme  canonique,  les  expressions  des  covariants  que 
nous  sommes  tout  d'abord  amenés  à  prendre  pour  cpi  (ar,  y), 
?2(^7r),  •..,  à  savoir  : 

*,(X,Y)  =  v/Â  (txX3-h3v^X«YH-3v/^XY«H-tx'Y»), 
*,(X,Y)=  A  ({iX3-4-  v/^X»Y—  /^XY«-|ji'Yî), 
*s(X,Y)  =  /Â«(txX5—  /^Xn'-  v^XY«H-[x'Yî), 
4»k(X,  Y)=    A»({^X»-3/^Xn'-+.3/)îXY«-tx'Y3). 

Le  premier  est  du  troisième  degré  par  rapport  aux  coefficients  de 
la  forme  proposée,  ou,  si  Ton  veut,  du  troisième  ordre  (  *  ),  et  a  reçu 
de  M.  Sylvester  la  dénomination  de  canonisant.  Sous  celte  forme 
de  déterminant,  savoir 

ï  Y  fi         « 

il  sert  de  base  au  mémorable  travail  de  Tillustre  analyste  sur  les 


(*)  Pour  abréger,  je  désignerai  désormais,   sous  le  nom  d'ore/re,  le  degré  des 
covariants  ou  invariants  de  f{x^  y)  par  rapport  aux  coefficients  de  cette  forme. 
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conditions  de  réalité  des  racines  de  l'équation  du  cinquième  degré. 
Je  me  bornerai  à  observer,  à  son  égard,  que  toute  forme  cubique 
(a,  b,  6',  a')(.r,  yy  admettant  pour  covariant  l'expression 

(a6»— 3rt66'-Ha'a«,  b^b'-h  aba' —7.ab'^, 

on  en  tire  un  nouveau  covariant  du  troisième  degré  et  du  neuvième 
ordre  ^t  {x^y)^  dont  je  désignerai  la  forme  canonique  par  ^'|(X,  Y), 
de  sorle  que  l'on  aura 

>r,(X,Y)=        v^(2/F— 3txA:-H{x>0X» 

4-3/Â3(    v/>t^-f-{itx'v/>t  — 2ttxA)X»Y 

—  3/v(    v/^-t-{i{Ji'v/5t  — 2{i'A:)XY» 

—  /Â^('jiv^— 3fx'/:-Hfx{ji'«)Y3. 

Le  second  covariant  ^^{x^  y)^  qui  est  du  cinquième  ordre,  donne 
lieu  à  une  observation  importante.  Lorsque  la  proposée /(jt*  v) 
admet  un  facteur  linéaire  au  carré,  il  contient  ce  facteur  à  la  pre- 
mière puissance,  absolument  comme  les  dérivées  ^  et  -^;  voici  la 
démonstration  de  cette  propriété. 

Désignant  par  c  et  t  deux  constantes  arbitraires,  j'observerai 
qu'en  prenant  pour  les  coefficients  X,  [jl,  . . .,  de  la  forme  canonique 

les  valeurs  suivantes 


X  =(6<T—  3t)(ï«, 
î^=J(3c 


\^=   5(33r-h'2T)TClS 


{Jl'=   -(3'w-4-2(T)(JTS 

X'  =  (6':  — 5(T)T% 
qui  donnent  identiquement 

XfJt'— 4  |jl/Â-+- 3A:  =  o,         X' fJL  —  4  fx' v^^ -H  3  X:  =  o, 


ÉQUATION    DU    GINQUIBIIB    DEGRÉ.  365 

elle  devient 

J  =  (<jXh-':Y)« 

x[(6(r  — J':)(x5,(4t  — 3(j)x(j«,  (4^  — 3x)(r:«,  (6t  —  5(x)t»](X,  Y)«. 

On  a  donc  ainsi,  dans  le  cas  d'une  racine  double,  l'expression 
générale  de  la  forme  canonique  et,  par  suite,  de  tous  ses  cova- 
riants.  En  particulier,  on  obtient 

4>,(X,  Y)=T<xiA((rX-HTY) 

X  [(3(1  -+.  2T)(X«,  ^(T  —  (x)tt,  — (2ar  -+-  3t)t»1  (X,  Y)», 

ce  qui  établit  la  propriété  énoncée.  Mais  on  reconnaîtra  qu'elle 
n'appartient  plus  aux  covariants  ç.i(^îy)  et  Ojk{^f  J')j  et  c'est  ce 
qui  conduit  à  les  remplacer  respectivement  par  les  suivants 

4?3(^,  J')-+-      A  9,(07,  j^), 

qui  sont  encore  du  septième  et  du  neuvième  ordre,  et  où  elle  se 
retrouve.  On  obtient  en  effet,  dans  le  cas  d'un  facteur  double,  les 
expressions 

4*3(X,Y)-hA*,(X,Y} 

=  -+-/XâT(j((jX-hTY)r(3ar-+-9.T)<j«,  _  1  (t -t- a) tt,  (3t-h  2(j)t»  1(X,  Y)«, 

4*4(X,Y)-^3A4.,(X,  Y)H-96>r,(X,Y) 

=  — ^/Âî<j«x«(<ï  — ')(3ar»-^2T7-h3':«)((jX-HTY)», 

et,  si  on  les  désigne  de  même  par  0:i(x,y)  et  04(2:,  r)  afin  de  ne 
pas  multiplier  les  notations,  leurs  formes  canoniques  seront 

*3(X,Y)=         v/Âï(5fxX3-/^X«Y-v/^XY«-^5fx'Y3), 
*,(X,Y)=         v^[7/Âtx-hc)6(-2v/^ï~3txA--^tx'îi»)]X» 

—  3^[3/Â/Â-  —  9r)(v/^-4-  iiii'v'k  -  X ]xk)]yj\ 
-t- 3 /Â7[3  v/Âv/>f  —  96( v^-H  fx.uV^- — '^  {^'^")]XYi 

—  /Â3[7v/Âîi'-H96(2v^— 3tx'A--+-|Jiii'0]Y', 
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OU  encore 

*,(X,Y)=        /Âi[(;^^-75A-i8A-)tx-64Xtx'ï/^]X» 

-h  3v/X»[(3^ -h  1 5i  A  -  9oA-)v/^  —  64X  fx'«]XY» 
-    /Âi[(;^-H  75/i-i8Â)fx'-64X>v^]Y». 

Tous  les  covarîanls  dont  se  compose  la  formule  de  transforma- 
tion pour  l'équation  du  cinquième  degré  sont  maintenant  définis ('), 
et  il  ne  me  reste  plus  qu'à  montrer  que  rinvariant  du  huitième 
ordre  D  =  A^-f-  128B  est  le  discriminant  de  cette  équation.  Effec- 
tivement les  équations  (1)  relatives  au   cas  d'un  facteur  double 

donnent 

g  ={—  3off«-r-()i':ar  — 3oT»)<x5t», 

ii5/i  =(6(ï«-i-  i3tj-4-6':*)(j«tî, 

k  =  <t6t0, 
d'où 

^-f-  i'2:>A  —  12GA-  =  o, 

et  en  remplaçant  g^  A,  k  par  leurs  valeurs  en  A,  B,  C, 


(')  Celui  du  neuvième  ordre  mérite  d'être  remarqué;  si  l'on  opère  en  effet  avec 
le  covariant  quadratique  sur  94 (x,  y)^  on  est  conduit  à  un  covariant  du  premier 
degré  qui,  dans  le  cas  où  la  propus(^e  contient  un  facteur  linéaire  élevé  au  carré, 
coïncide  avec  ce  facteur.  Sa  forme  canonique  est 

A'[(3^-hi5iA  — goÂ^v/'^  — 6rA>=]X  — A-[(3^-4-i5iA  — 9oA-)v^  — 6'4V']^'- 

Un  résultat  analogue  a  lieu  pour  toutes  les  formes  /  =  (a,  6,  .. .,  6',  a')(j:,  y)' 
•de  degré  impair  et  supérieur  à  trois.  Soit,  en  effet,  D  le  discriminant:  M.  Cavley 
a  démontré  que,  pour  D  =«  o,  le  covariant 

devient  la  puissance  «•*"''du  facteur  contenu  alors  dans/au  carré.  Or  en  opérant 

sur  '^{x^  y)  avec  la  puissance  (\\\  covariant  quadratique  du  second  ordre 

<le  la  forme  proposée,  le  covariant  du  premier  degré  et  d'ordre  Zn  —  4>  auquel 
nn  sera  ainsi  amené,  sera  évidemment,  pour  D  =  o,  ce  facteur  linéaire.  Dans  le 
<as  de  n  =  3,  mais  dans  ce  cas  seul,  il  s'évanouit  identiquement. 
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<?e  qui  fait  voir  que  D  s'évanouit  bien  dans  le  cas  où  la  proposée 
admet  deux  racines  égales.  L'invariant  du  douzième  ordre 
D|  =  25  VB  -|-  i<)C,  qui  se  présentera  bientôt,  pourrait  être  appelé 
Jiecond  discriminant ,  les  deux  conditions  D  =  o,  D|  =  o  exprimant 
que  la  proposée  contient  deux  facteurs  linéaires  doubles. 


VIII. 

Nous  voici  parvenus  à  un  point  bien  important  et  qui  servira 
d'épreuve  à  toutes  les  considérations  précédentes,  c'est  le  calcul 
de  la  forme  quadratique  à  quatre  indéterminées  désignée  par  J3l. 
Déjà  nous  savons  que  les  coefficients  de  cette  forme  sont  des  inva- 
riants, je  vais  prouver  de  plus  qu'ils  contiennent  tous  le  discrimi- 
nant D  comme  facteur,  le  coefficient  du  seul  terme  t^  étant 
excepté.  Reprenons  à  cet  ett'et  l'expression 

et  soit  pour  un  instant 

je  dis  qu'en  nommant  x^^  x^^  x^j  x%^  x^  les  racines  de  l'équation 
proposée,  la  quantité  B(^o)  sera  divisible  par 

(a?o—  Xx )  {Xq—  ./;,  )  {x^^  —  Xz){,Xf^  —  x,,). 

Remplaçons  à  cet  efl'et  ->  -»  — *  — >  —  dans  B(^)  par  leurs  valeurs 

en  fonction  des  racines,  B(xo)  prendra  évidemment  la  forme  sui- 
vante : 

II(a?o,  Xi^  Xi,  a".-i,  x^)^ 

n  désignant  une  fonction  entière.  Cela  étant,  plaçons-nous  dans  le 
cas  de  deux  racines  égales,  en  supposant  par  exemple  j:q=X|, 
chacun  des  covariants  qui  entrent  dans  B(x),  et  par  conséquent 
celte  fonction  elle-même,  s'évanouira  pour  x  =•  Xq.  Il  en  résulte 
que  n(xo,  Xij  X2,  ^3,  Xji)  s'annule  quand  on  y  fait  Xq  =  Xij  et  il 
en  serait  de  même  pour 

XQ=Xf,         jrQ=,  Xjy         a?o=^vî 


\ 
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d'où  Ton  voit  que  celle  expression  esl  divisible  par 

On  peul  donc,  en  désignant  par  ^(x)  une  fonction  entière,  écrin 

Cela  posé,  et  observant  que  l'équation  en  z  n'a  pas  de  second  terme, 
j'exprime  ^  par  la  somme  des  carrés  de  ses  racines,  ce  qui  donnera 


— e 


-ï=2[:^'-H' 


le  signe  \]  dans  le  second  membre  se  rapportant  aux  diverses  ra- 
cines x  =  Xo^  Xij  Or,  on  sait,  par  un  théorème  élémentaire, 

que 

se  réduit  à  une  fonction  entière,  et  l'on  voit  par  là  que,  à  l'exception 

3i 

du  coefficient  ^-,  tous  les  termes  de  jr  sont  entiers,  ce  qui  démontre 

la  proposition  annoncée. 

Déterminons  maintenant  l'ordre  de  ces  termes  à  l'aide  de  la  for- 
mule du  paragraphe  VI, 

ôa-4-  op  -f-  in  —  4» 

et  qui  s'appliquera,  en  prenant  pour  5|,  82,  83,  84,  les  valeurs  3,  5, 
7,  9.  Pour  les  coefficients  de  ^-,  tv,  ç^;  c/^,  uw,  (v-,  on  obtiendra 
les  nombres  12,  i(3,  20;  16,  20,  24,  multiples  de  4;  quant  aux 
coefficients  de  tu,  /(v,  ww,  viv,  ce  seront  des  invariants  d'ordres 
iinpairemcnt  pairs  :  i4,  18,  18,  22,  et  par  conséquent  tous  sont 
nuls,  car,  en  les  divisant  par  le  discriminant  qu'ils  contiennent  en 
facteur,  l'ordre  des  quotients  est  inférieur  à  18,  qui  est  le  plus  petit 
degré  possible  d'un  invariant  gauche.  On  reconnaît  ainsi,  et  avant 
tout  calcul,  que  51  est  la  somme  de  deux  formes  quadratiques  à 
deux  indéterminées,  l'une  en  t  et  p,  l'autre  en  u  et  w,  de  sorte 
que  le  mode  de  solution  de  l'équation  5t  =:  o,  dont  dépend  essen- 
tiellement la  réduction  à  la  forme  trinôme  de  l'équation  en  5,  se 


I 
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présente  de  lui-même  en  égalant  séparément  à  zéro  ces  deux 
formes. 

Voici  cette  équation  qu'on  obtient  par  une  méthode  facile  : 

(  [D,^«— eBD^t»  — D(D|  — ioAB)i^«] 

1       -^  D[—  Bm«-^  2D1UW  -+-(9BD  —  ioAD,)(v«]  =  o. 

D|,  comme  on  l'a  dit  plus  haut,  est 

a5AB-H  16C, 
et,  en  posant 

D|^«  — ôBD^t»  — D(Di  — ioAB)i^»=o, 
Btt»— îDittw  — (9BD  — ioAD,)w»=o, 

on  trouvera,  si  l'on  écrit,  pour  abréger, 

N  =  D}  — ioABDi4-9B«D, 

ces  valeurs  bien  simples  : 

Aussi  avais-jc  pensé  qu'elles  étaient  la  conclusion  définitive  de  ma 
méthode,  lorsqu'un  nouvel  examen  de  l'équation  (i)  me  fit  aper- 
cevoir cet  autre  mode  de  solution  où  des  invariants  du  huitième 
ordre  seulement  figurent  sous  les  radicaux  carrés.  En  l'écrivant 
ainsi  : 

D,(/»—  Dp»-HiDtt(v  — ioADtv»)-i-BD(ioAi^*— 6^p— «*«H-9Dw«)  =  o, 
4)n  la  vérifie  si  l'on  pose 

ti —  Dt^'-h  iDuw  —  ioADtv*=  o, 
10 A p* —  6tv  —  u^-h  gDw^=  o. 

Or,  en  faisant 

ces  équations  deviennent 

T«— V«-H4UW  =  o, 
—  5AV«-H  3v/DTV  -h  U»-H  10  AUVV  -+-(25  A«—  9D)\V«=  o. 
II.  -  II.  a4 
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La  première  est  satisfaite  par  ces  valeurs 

où  p  reste  arbitraire,  et,  en  les  substituant  dans  la  seccfnde,  il  suffirai 
pour  la  vérifier  également  de  prendre 

pî=5A-H3v/D. 

Deux  voies  s'ouvrent  donc  comme  conséquence  de  ces  deux 
modes  de  solution,  pour  achever  la  réduction  à  la  forme  trinomr 
en  calculant  et  résolvant  l'équation  du  troisième  degré  ÎB  =  o.  Et. 
comme  on  ne  peut  voir  d'avance  aucun  motif  de  préférer  l'une  à 
l'autre,  toutes  deux  doivent  être  suivies  afin  d'en  comparer  les 
résultats,  et  reconnaître  les  irrationnalités  qu'elles  introduisent 
dans  la  formule  de  substitution.  Mais,  me  sentant  plutôt  attiré  vers 
la  méthode  de  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré  à 
laquelle  M.  Kronecker  a  attaché  son  nom,  j'ai  préféré  consacrer  à 
l'approfondir  le  temps  que  ces  calculs  paraissent  exiger.  J'in- 
diquerai cependant  quelques  cas  particuliers  où  ils  s'abrégeraient 
beaucoup,  en  supposant  par  exemple  D|=:o  ou  B  =  o;  car  il 
suffirait  de  prendre,  dans  le  premier, 


et,  dans  le  second. 


Enfin,  si  Ton  avait 


t;  =  o,        Il  =  3v/D  w, 

t  =±^Dvy         w  =  o. 

jA-f-3v/D  =  o, 


ce  qui   rendrait  illusoires  les  expressions  de  T  et  V,  on  de\rait 

poser 

U  =  o,        T=-V, 
d'où 

En  in'arrétant  donc  à  ce  point,  en  ce  qui  concerne  la  premit  rc 
méthode  de  résolution,  je  vais  encore,  avant  de  m'occuper  de  la 
méthode  de  M.  Kronecker,  déduire  de  ce  qui  précède  la  détermi- 
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ition,  au  moyen  des  invariants,  du  nombre  des  racines  réelles  ou 
aaginaires  de  l'équation  du  cinquième  degré. 

IX. 

Les  résultats  obtenus  dans  l'étude  des  formes  à  deux  indéter- 
inées,  indépendamment  de  leur  intérêt  propre,  paraissent  avoir 
>ur  conséquence  de  donnera  la  théorie  des  équations  algébriques 
ae  base  nouvelle,  et  je  ne  pense  pas  m'éloigner  trop  de  l'objet 
"incipal  de  ces  recherches  en  montrant  de  quelle  manière  les 
)uveaux  éléments  de  l'Algèbre,  invariants  et  covariants,  s'intro- 
iisent  dans  les  questions  résolues  pour  la  première  fois  par  le 
léorème  de  Sturm.  Maison  verra  leur  rôle  commencer  seulement 
partir  du  cinquième  degré,  comme  pour  rendre  manifeste,  sous 
a  nouveau  point  de  vue,  la  profonde  diflercnce  qui  sépare  les 
juations  des  quatre  premiers  degrés,  seules  solubles  par  radicaux^ 
3  celles  des  degrés  supérieurs.  Ainsi  on  a  déjà  remarqué  que  la 
►rmule  générale  de  transformation 

,  ___  /|  z^iJT,  i)-^/gyt(.r,  i)h-... -+-/;,-!  o„-|(a:,  1) 

'a  pas  d'existence  effective  à  l'égard  des  équations  du  troisième 
t  du  quatrième  degré;  mais,  ces  cas  exceptés,  je  vais  donner  la 
éfinition  des  n  —  i  covariants  qui  servent  à  la  composer. 

Je  dis,  en  premier  lieu,  que  toute  forme  du  degré  n  admet  un 
Dvariant  quadratique  du  second  ordre  en  supposant  n  impair,  du 
•oisième  pour  /i  =  4«-h2,  et  enfin  du  cinquième  pour  n  =  /ii-h8y 
e  qui  exclut  le  cas  de  /i  =  4- 

On  a  effectivement,  pour  les  formes  du  deuxième  et  du  troisième 
egré  (a,  6,  a'){x,y)'y  {a,  b,  6',  a-)(ar,  7)»,  ces  covariants 

raa'-6»y(a,6,a')(a7,^)«, 

x(6«-a6',  bb'--aa\  b'^- a'b){x,  y)\ 

'ordre  2/4-1  et  4'^-f-  2;  on  en  conclut  par  la  loi  de  réciprocité 
existence,  pour  les  formes  de  degré  2/-}-i  et  4^-1-2,  de  cova- 
ants  quadratiques  du  deuxième  et  du  troisième  ordre.  Pour  le 
ernier  cas,  il  est  nécessaire  de  partir  des  formes  du  cinquième 
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degré,  et  je  vais  établir  qu'elles  ont  un  covariant  quadratique 
d'ordre  4*4-8.  J'opère  à  cet  effet  sur  le  covariant  cubique  et  du 
troisième  ordre,  ayant  pour  expression  canonique 

4.t(X,Y)  =  v/Â(ii,v^,v/^,tx')(X,Y)S 

avec  le  covariant  linéaire  et  du  cinquième  ordre  obtenu  para- 
graphe III,  savoir  : 

On  parvient  ainsi  au  covariant  quadratique  et  du  huitième  ordre, 
savoir (')  : 

et  il  suffit  de  le  multiplier  par  A'  pour  obtenir  Tordre  4'  -h  8,  de 
sorte  que  l'on  conclut,  par  la  loi  de  réciprocité,  comme  précédem- 
ment, l'existence  d'un  covariant  quadratique  du  cinquième  ordre 
pour  le  degré  4^-1-8. 

Ce  résultat  peut  servir  de  base  pour  généraliser  la  notion  des 
formes  canoniques  (^)  telle  qu'elle  a  été  donnée  au  début  de  ces 
recherches;  mais  actuellement  je  me  bornerai  aux  conséquences 
que  voici  : 

Désignant  par  f  (^,jk)  le  covariant  quadratique  auquel  on  vient 
de  parvenir,  j'observe  quVn  opérant  sur  la  proposée  avec  o{x,y) 
on  obtient  un  coNariant  du  degré  n  —  2  que  je  représenterai  par 
?«  (vT,  j').  Cela  post'*,  et  eu  recourant  de  nouveau  au  théorème  dont 
il  a  été  fait  usage  au  paragraphe  \  H,  le  système  des  n  —  i  cova- 
riants  du  degré  n  —  2  |)ourra  être  défini  par  les  coefficients  des 
termes  en  $  et  r,  dans  l'expression 


^')  Vn  coefluienl  numérique  — 3  serait  à  rétablir  devant  l'expression  qui  suit. 

E.  P. 

^•^  On  no  pcuirrait  plus,  en  considérant  par  exemple  le  septième  degré,  déter- 
»ninor  les  ooeflîcienls  de  la  transformée  ^  =:(X.  a,  v,  v  '%  V  '"  "^  "  I^» '^  )(^^  Y)"  en 
fonoiion  de  XX'  =  c.  u;x  -  A.  vv  :=  A  cl  /.  Il  serait  nécessaire  de  joindre  à  ces  quun- 
lilo'i.  V  V  ,  }i  —  ji  .  cl  mémo  X  X  qui  s'expriment  facilement  par  des  invariants 
^îrtuche*:  par  cela  seul  on  peut  juger  quelle  différence  sépare  le  cinquième  degré 
des  dejsiv>  supérieurs. 


ÉQUATION    DU    CINQUIÈMK    DEGRÉ.  373 

:V  la  vérité,  et  dès  le  cas  de  n=z  j,  ces  covariants  ne  sont  pas 
ceux  qui  ont  été  employés;  mais  ils  présentent  cet  avantage  d'avoir 
des  transformées  extrêmement  simples,  qu'on  peut  obtenir  expli- 
citement si  l'on  y  fait  la  substitution  propre  à  ramener  o(^,  y)  à 
la  forme  monôme  ^XXY.  Et  c'est  ainsi  qu'on  peut  démontrer 
qu'ils  sont  linéairement  indépendants;  mais  j'arrive  immédiate- 
ment, sans  m'arréter  à  ce  point,  à  mon  principal  objet,  qui  est 
d'obtenir,  au  moyen  des  invariants  de  la  forme  proposée /(ar,  y)j  le 
nombre  des  racines  réelles  et  imaginaires  de  l'équation  /(^,  i)  =  o. 


A  cet  effet  je  rappellerai  le  principe  dû  à  Jacobi,  qu'en  réduisant 
à  une  somme  de  carrés,  par  une  substitution  réelle,  la  forme  qua- 
dratique 

(  ^0  -t-  a/i  -H  a»  /,  -^ . . .  -+-  a«-«  /«_,  )« 

où  a,  6,  . . .,  A*  sont  les  racines  de  l'équation  proposée,  le  nombre 
des  carrés  affectés  de  coefficients  négatifs  est  précisément  égal  au 
nombre  des  couples  de  racines  imaginaires.  Et,  si  l'on  fait 

7:0(0:),  1^1  (:r),  ...,  Tz,t_i(x)  étant  des  fonctions  rationnelles  quel- 
conques de  Xj  le  même  fait  a  lieu  à  l'égard  de  la  forme  plus  géné- 
rale 

n«(a)-+- IP(6)-^. . .-+- n«(/:). 

Or,  en  prenant 

U(a:)^to^ 71(370 ' 

tous  les  coefficients  seront  des  invariants  de  f{x,  y),  et  par  con- 
séquent, si  on  la  réduit  à  une  somme  de  carrés,  ce  seront  bien  des 
invariants  dont  les  signes  détermineront  le  nombre  des  racines 
réelles  et  imaginaires  de  l'équation  /(x,  i)  =  o.  On  peut  encore 


\ 
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observer  qu'en  posant 

on  aura 

nî(a)-H  11»(6)H-. .  .-4- n*(A-)=  n^J -H 4»»(a)-+- *»(6)-H. . .-+- 4>«(it}, 

•de  sorte  qu'il  suffit  d'opérer  sur  la  forme  quadratique  à  /i —      1 

indéterminées 

F  =  *î(a)-H4>M*)-+-...-H**(^). 

C'est  ce  que  je  vais  faire  dans  le  cas  de  l'équation  du  cinquième  Mme 
degré,  en  supposant  comme  précédemment,  pour  obtenir  la  réduc^rc:^  c- 
tion  à  la  forme  trinôme, 

,    .  _  t^ijx,  i)-m?,(a:,  i)-t-pya(ar,  i)-t- wyUa-,  1) 
ce  qui  donnera 

-DF=[D,<»— 6BD^i^— D(D,  — ioAB)t'«| 

•4-  D[—  Ba«-+-  2D,ttiv  -f-(9BD  —  10 AD, )«'«]. 

J'observerai  d'abord  que  le  discriminant  désigné  par  D  est  le  -^^^ 
produit  des  carrés  des  différences  des  racines,  multiplié  par  le  -s^^ 
facteur  positif  5*,  et  l'on  en  conclut  aisément  que  la  seule  condition    -^ 
D<[o  est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  possède  deux    -^ 
racines  imaginaires  et  trois  réelles.  Mais  l'hypothèse  D  >►  o  con- 
vient aux  deux  autres  cas  de  cinq  racines  réelles  ou  de  quatre 
imaginaires,  qu'il  s'agit  donc  d'examiner. 

Pour  le  premier,  F  doit  se  réduire  à  une  somme  de  carrés  tous 
affectés  de  coefficients  positifs;  ainsi  il  faut  et  il  suffit  que  le* 
formes  quadratiques 

<I)  D|/2— 6BD/P  — D(D|  — ioAB)i'«, 

<  II  )  —  B  a«  -h  2  D,  aw  -+-  ( 9 BD  —  1  o AD,  )  cv« 

soient    définies   et    positives.    Faisant    donc,    comme    au    para— 

graphe  VIII, 

N  =  D]  —  10  ABD,-+-  9B«D, 

on  aura  les  criteria  suivants  : 

N<o,        D,>o,        B<o. 
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Pour  le  second,  deux  des  coefficients  des  carrés  doivent  être 
négatifs,  ce  qui  est  réalisé  de  deux  manières  différentes  :  d'abord 
par  la  condition  unique  N  >  o,  car  les  formes  (l)  et  (II)  seront 
ainsi  des  différences  de  carrés,  et  ensuite  en  les  supposant  toutes 
deux  définies,  Vune  étant  positive  et  l'autre  négative.  Cela  donne 
avec  N  <;  o  les  conditions 

Di>o,        B>o, 

ou  bien  celles-ci 

D,<o,        B<o, 

c'est-à-dire  simplement  BD|  >  o. 

On  remarquera  que  parmi  ces  criteria  ne  figure  point  la  combi- 
naison 

N<o,        D,<o,        B>o; 

et  le  motif  de  cette  exclusion  est  qu'on  supposerait  ainsi  les  formes 
(I)  et  (II)  définies  et  négatives,  c'est-à-dire  F  réductible  à  quatre 
carrés  affectés  de  coefficients  négatifs,  ce  que  l'on  reconnaît 
impossible  d'après  son  origine  même.  Le  Tableau  suivant  peut  donc 
résumer  nos  conclusions  : 

N  >  o,  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 

N  <  o,  BDi>o,  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 

N  <  o,  BD,  <  o,  cinq  racines  réelles. 

Mais  voici  un  autre  système  de  criteria  auquel  va  nous  conduire 
la  méthode  suivante  : 

Supposant  toujours  le  discriminant  positif  de  manière  à  n'avoir 
à  distinguer  que  deux  cas,  j'écris,  comme  au  paragraphe  VllI, 

-DF  =  Di(/»— Dp»-+-2Dttw  — loADw») 

-+-BD(ioAp»  — 6/p  — M»-h9Dtv»). 

Cela  posé,  soit  pour  un  instant 

<f  =  <»— Dp*-+-2DMtv  — loADw», 

d'où 

^JP -+- a>:^=  [f«— 6(ofp -+-(ioA(i)  —  D)i;«] 

—  [(ow* —  lï^uw  -h  D(ioA  —  9to)w*]. 
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On  observera  qu'on  peut  rendre  un  carré  parfait  chacune  des  deux 
formes  quadratiques  en  t  et  i%  //  et  (v,  en  posant 

910* —  loAo)  -h  D  =  o, 

de  sorte  qu'en  nommant  wetco'les  deux  racines  de  cette  équation, 
on  aura 

tf -hwl^  =(/—  3tof;«— to  (u w\  , 

et,  par  conséquent, 

-^       a>'-o,       [«-3o,0'-a>(^«-->vj   J. 

Or  voici  les  conséquences  de  cette  nouvelle  décomposition  en 
carrés  : 

Supposons  les  racines  w  imaginaires,  c'est-à-dire  25  A^ — 9D<o, 
on  pourra  évidemment  poser,  en  désignant  par  T,  U,  V,  W  de.s 
fonctions  linéaires  réelles  de  /,  «/,  i',  (v, 

»""-niî(,_3u.'..)'=(T+/^v)«, 


tO  M 


10    —  (U 

,D,to-Hr)/  D      \«      ,_.         > -„.s 

(o  ;—  (  U ,w\   =  (  L  -f-  V —  I  ^V  )  , 

to  —  w  \  ^^         / 

(0 (u (i*      =  (  L  —  v^—  I  W  )  , 

10  —  «"J      \  ^'^      / 

de  sorte  que  F  dc\icndra 

(T-^/:r7v)*-h(T-v/^^v)'-(L-  -+-v/^^W)'— (u-v/^w)\ 
ou  bien 

Nous  parvenons  ainsi  à  deux  carrés  affectés  de  coefficients  né- 
gatifs, et,  par  conséquent,  quatre  des  racines  de  Téquation  pro- 
posée sont  imaginaires. 
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Soit,  en  second  lieu,  25A^ — 9D>o;  deux  cas  seront  à  dis- 
ingucr,  suivant  que  A  sera  positif  ou  négatif. 

Dans  le  premier,  les  deux  racines  co  sont  positives,  on  est  donc 
omme  tout  à  l'heure  conduit  à  deux  carrés  dont  les  coefficients 
ont  négatifs.  Et  dans  le  second  cas  il  en  sera  de  même  encore  si 

es  quantités  — î j—,  —H sont  de  sienes  contraires.  Ur  on 

*  tu  —  (I)  (I)  — 10  ^ 

rouve 

(Di(o  — BD)(D,(o'-BD)=  -ND, 

'où  la  condition 

iN>o. 

Enfin,  en  supposant  IN  <  o,  F  se  réduira  à  une  somme  de  carrés, 
ont  les  coefficients  auront  tous  le  même  signe,  et  par  conséquent 
îront  positifs,  le  cas  ovi  ils  seraient  négatifs  devant  être  rejeté 
3mme  on  Ta  déjà  vu.  Les  conclusions  qui  précèdent  sont  ainsi 
isumées  : 

25 A*  —  9D  <  o,  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 

25A'  —  9D  >  o,  A  >  o,  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 

•.>,5A* — 9D>o,  A  <  o,  N  >  o,  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 

25  A'  —  9D  >  o,  A  <  o,  N  <  o,  cinq  racines  réelles. 

Elles  s'accordent  avec  les  résultats  auxquels  est  parvenu  M.  Syl- 
ester  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  et  j'observerai,  pour  en  faciliter 
1  comparaison,  qu'on  a,  entre  A,  B,  C  et  les  quantités  désignées 
ar  J,  K,  L,  A  dans  ce  Mémoire,  les  relations  suivantes  : 

J  =  A, 
K=  — B, 
9L  =  G-+- AB, 
A  =  A»— 2»»L. 

Mais  la  marche  que  j'ai  suivie  ne  saurait  conduire  à  ce  fait,  si 
nportant  et  si  nouveau  en  Algèbre,  des  criteria  renfermant  un 
iramètre  variable  entre  certaines  limites,  et  qui  me  paraît  une 
îs  plus  belles  découvertes  du  savant  géomètre  anglais.  C'est  dans 
le  autre  direction  que  je  vais  suivre  encore  ces  questions  inté- 
ssantes,  en  m'occupant  du  système  des  fonctions  donl  les  signes 
rvenl  à  déterminer  le  nombre  des  racines  réelles,  comprises  entre 
;s  limites  données. 
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XI. 


Après  avoir  remplacé  par  des  invariants,  dans  les  équations  de 
degré  supérieur  au  quatrième,  les  expressions  données  parie  théo- 
rème de  Sturm  pour  la  détermination  du  nombre  de  leurs  racines 
réelles  et  imaginaires,  on  est  amené  à  se  demander  s'il  n'y  a  pas,  à 
partir  du  cinquième  degré,  une  modification  correspondante  à 
découvrir  dans  le  système  des  fonctions  que  ce  théorème  célèbre 
présente  sous  une  seule  et  même  forme  analytique  pour  les  équa- 
tions de  tous  les  degrés.  On  peut  ainsi  penser  à  retrouver  leurs 
propriétés  caractéristiques  dans  certains  covariants,  afin  de  les 
employer  alors  au  même  usage:  mais  ce  sont  des  covariants 
doubles  qui  m'ont  paru  s'oilrir  au  moins  de  la  manière  la  plus 
immédiate  et  la  plus  facile,  comme  je  >ais  le  montrer. 

Mon  point  de  départ  est  dans  une  généralisation  du  système  des 
fonctions 

v,.v2^ 

*|ue  je  vais  d'abonl  indiquer. 

Kmplovanl   a\ec  M.    Svl\ ester  «  *   .   afin   dahréser.   le   svmbole 

r  <i.  /* A'    pour  dé>ii:nor  le  produit  de>  carrê>  des  diiTérences 

dos  racines  «i.  /> X,  je  poserai 


■  a 


V  .  - 


vV:!U^', 


I  J-  ;J 


V 
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4e  sorte  que  — ^  sera  l'invariant  de  la  forme  quadratique 

jb^x  —  a 

De  là  on  conclut  déjà,  d'après  le  principe  de  Jacobi  (*),  que  le 
nombre  des  variations  de  la  suite 

(I)  V,    \'>„     \^,     ...,     V>« 

est  égal  au  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  V  =  o  com- 
prises entre  x  et  x',  plus  le  nombre  des  couples  de  racines  imagi- 
naires. Cette  dernière  quantité  se  déterminant  en  faisant  a:  =  j:', 
on  voit  que  les  nouvelles  fonctions  qui  sont  à  deux  variables  rem- 
plissent le  même  objet  que  celles  de  Sturm.  J'ajoute  qu'elles  ont 
absolument  les  mêmes  propriétés  et,  bien  que  je  n'aie  pas  à  les 
employer  ultérieurement,  j'indiquerai,  à  cet  égard,  les  propositions 
suivantes. 

Soit 

les  coefficients  A/,  B/,  . . .  étant  des  polynômes  entiers  en  x'  du 
degré  i,  on  aura,  entre  trois  fonctions  consécutives  \*>/_i,  ^/,  '^/+i, 
la  relation  suivante  : 

On  voit  ainsi  qu'elles  pourront  de  proche  en  proche  s'obtenir 
toutes  en  partant  des  deux  premières,  \)q  ou  bien  V  qui  est  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  proposée,  et  V^i  dont  voici  l'expression. 
Supposant  que  V  soit  donné  par  la  fonction  homogène  f{x^y) 
pour  ^  =  I ,  on  aura 

*  ~~      dx       dy 

en  faisant  de  même^  =  i . 

C'est  donc  uniquement  dans  l'introduction  de  cette  quantité 


(*)  Ueber  einen  algebraischen  Fundamentalsatz  und  seine  Anwendungen 
(Journal  de  Crelle,  t.  53);  voyez  aussi  une  Note  de  M.  Borchardt  faisant  suite 
à  Tarticle  de  Jacobi. 
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à  la  place  de  la  dérivée  V|  =  ^^  que  consiste  la  modification  a|)- 

portée  aux  fonctions  du  théorème  de  Sturm,  et,  pour  bien  en 
montrer  Teffet,  je  vais  employer  succinctement  le  mode  de  démon- 
stration de  ce  théorème  fondé  sur  des  considérations  de  continuité, 
en  laissant  fixe  la  quantité  x^  et  faisant  croître  ^  de  ^o  à  X.  Partant 
pour  cela  de  l'équation 

je  remarque  que,  si  x^  est  en  dehors  de  ces  limites  et  supérieur  a  X 
par  exemple,  tj;,  se  comporte  exactement  comme  la  dérivée  V|. 
D'ailleurs,  quand  une  fonction  intermédiaire  quelconque  t?, 
s'annule,  ^'^/.i  et  \*>/^.i  sont  de  signes  contraires;  donc  l'excès  du 
nombre  des  variations  de  la  suile  (2)  pour  x^=^x^y  sur  le  nombre 
des  variations  pour  j:  =  X,  est  égal  au  nombre  des  racines  réelles 
de  l'équation  V  =  o,  qui  sont  comprises  entre  x^  et  X.  En  suppo- 
sant x'<CXo^  on  pourrait  encore  raisonner  de  même,  mais  en 
faisant  décroître  :r  de  X  à  Xq.  Enfin,  quand  x'  est  compris  entre 
Xo  et  X,  on  trouvera  que  l'excès  du  nombre  des  variations  pour 
X  =  Xo  sur  le  nombre  des  variations  pour  x  =  X  représente  le 
nombre  des  racines  réelles  comprises  entre  Xq  et  x\  moins  le 
nombre  des  racines  comprises  entre  x'  et  X,  et  ces  résultats 
s'accordent  évidemment  avec  l'énoncé  donné  plus  haut. 
J'indiquerai,  en  second  lieu,  la  relation 

(■2)  \^^-i  =  WA'^-U/V, 

W|  et  U|  étant  des  polynômes  rationnels  et  entiers  en  j;  et  x'. 
Le  premier  W/  est  l'invariant  de  la  forme  quadratique 

de  sorte  que  la  suite  des  polynômes  à  deux  variables 
I,    W,,    W,,     ...,    W„ 

donne  par  les  variations,  absolument  comme  la  suite  des  fonctions 
V^i,  le  nombre  des  racines  réelles  comprises  entre  x  et  x',  aug- 
menté du  nombre  des  couples  de  racines  imaginaires.  Pour  avoir 
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Pexpression  de  L/,  soit 

H-(A-— /?)(A--a:')=2(«-/')(«  — ^')» 
et  de  même 

^(p^ç)  =  ^(a—p)(a  —  g)(a  —  x'), 

et  ainsi  de  suite.  On  trouvera  ainsi 

U4=\'(a:— a)(a:  — 6)(a?  — c).(a7'— a)(a7'— 6)(a:'— c)Ç(a,6,c)0*(a,6,c), 


La  loi  de  ces  expressions  est  évidente,  et,  bien  que  dans  l'équa- 
tion (2)  l'indice  /  ne  doive  pas  surpasser  n  —  i ,  on  peut  néanmoins 
les  continuer  jusqu'au  terme  U,,  que  l'on  trouve  aisément  avoir 
pour  valeur  \'^|  'Ç,,.  On  obtiendrait  de  même  d'ailleurs 

W«=VW,        doù        \^,-Ki  =  o, 

comme  on  pouvait  effectivement  s'y  attendre.  Mais  c'est  la  rela- 
tion 

\^,=  W«_,V),-U«_,V 

qu'on  doit  surtout  remarquer;  si,  pour  abréger,  on  représente 
par  -T-'  TT'  •  *  ''^  les  valeurs  de  la  fonction  V|  pour  j;  =  a,  6, ...,  A*, 
de  sorte  que 

-1-  =(a  — 6)(a  — c)...(a  — A), 

±=(b-a)(b-c)...(b-fc), 
VU 
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on  aura  les  expressions  suivantes  : 


W. 


— ^^-2(73^ïï^ 


(x  —  a)(x' — a) 


On  voit  assez,  sans  aller  plus  loin  dans  cette  étude,  rélroite 
liaison  de  ces  nouvelles  fonctions  avec  celles  du  théorème  de  Sturm 
dont  elles  reproduisent  les  propriétés  analytiques.  Elles  servent 
ensuite  de  transition  naturelle  et  facile  pour  arriver  à  celles  dont 
je  vais  établir  l'existence  à  partir  du  cinquième  degré  et  qui  sont 
des  covariants  doubles  de  la  forme  /(x,  y)^  Téquation  proposée 
étant  /{Xj  i)=  o.  Pour  cela,  il  suffira  de  remplacer  la  forme  qua- 
dratique 

^  ^  ~"  ^  (  /q  -h  q/t  -4-  g»  f t  -4- . . .  -i-  g*  </)*, 
qui  donne  naissance  aux  fonctions  \*>,  par  celle-ci  : 

j^  X  —  a  y 
où  Ton  a,  comme  au  paragraphe  X, 

Eu  ellVt,  les  expressions  -—  rtant  des  covariants  doubles,  et 

'  X  —  ai- 

les quantités  ll(^)  des  invariants,  tous  les  coefficients  de  cette 
forme  seront  des  covarianls  doubles  en  x  et;»'  d'une  part,  x^  et  r' 
de  Taulre,  el  auxcpiels  on  pourra  donner  /*(x,;»')  pour  dénoniina- 
leur  coninuin.  Mais  je  ne  veux  pas  lu'étendre  davantage  sur  ces 
questions  i^êuérales,  qui  m'éloigneraieal  de  mon  sujet;  je  m'abstien- 
drai même  d'appliquer  ce  (|ui  préi  ède  à  l'équation  du  cinquième 
deg:ré.  pour  entrer  immédiatement  dans  l'étude  de  la  méthode  de 
résolution  par  les  fonction^  elli|>tiques  dont  M.  Kronecker  est 
l'auteur.  Les  recherches  que  je  \ais  exposer  m'offriront  d'ailleurs 
Toceasion  de  donner  un  svstème  spécial  au  cinquième  degré  de 
ces  covariants  en  x  et  r,  x'  et  y'  qui  peuvent  remplacer  les  fonc- 
tions de  Sturm. 
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XII. 


La  transformation  des  fonctions  elliptiques  conduit  à  deux  surles 
d'équations  algébriques  de  la  plus  grande  importance  pour  l'Al- 
gèbre et  la  théorie  des  nombres  ;  les  unes  sont  entre  les  modules  X 

et  /r,  les  autres  entre  le  multiplicateur  vr  et  le  module.  Ce  sont  ces 

dernières  qui  ont  été,  au  point  de  vue  de  la  résolution  de  Téquation 
du  cinquième  degré,  le  sujet  des  beaux  travaux  de  M.  Kronecker  et 
de  M.  Brioschi,  et,  comme  les  résultats  obtenus  par  ces  éminents- 
géomètres  me  serviront  de  point  de  départ,  je  vais  les  rappeler 
succinctement. 

D'après  un  théorème  de  Jacobi,  démontré  dans  le  n®  3  des  Annali 
di  Mathematica,  t.  I,  année  i858,  p.  170,  par  M.  Brioschi  ('),  on 

sait  que  les  racines  de  l'équation  du  sixième  degré  entre  Tr-,  =  ^ 

et  /r,  savoir 

/—  sin  am4t>>  sin  am8(o 

va?  =  -r- 


sin  coam4(<>  sin  coamBo) 


±.      .                 '              .  K     ^  vK-hïK'  .j     , 

to  étant  successivement  —  et z pour  v  =  o,  i,  2,  o,  4,  s  ex- 
priment de  la  manière  suivante  : 

Désignons  par  ^x^  celle  qui  correspond  à  w  = 1^ ,  ce  qut 

conduit  naturellement  à  adopter  la  notation  \/x^  pour  la  première 
qui  est  donnée  en  faisant  w  =  ~;  on  aura 

i  /ï;;=Ao/5,  i  /x;=  Ao-i-?»Ai-+-p'A,, 

(1)  «   v^x^=  Ao-h  Aj-+- Aj,  *   v^=  Ao-h  p'Ai-+-p*Aj. 

(  v/ïï^=  Ao-hpAi-+-p*A,,  (  /j:^=  Ao-f-p*Ai-+- pAj; 

p  étant  une  racine  cinquième  de  l'unité.  Ces  expressions  remar- 


(*)  Le  P.  Jouberl  avait  trouvé,  de  son  côté,  la  même  démonstration,  en  s*oc- 
cupant  de  la  formation  des  équations  entre  M  et  A'  pour  la  transformation  relative 
au  cinquième,  septième  et  onzième  ordre  {Comptes  rendus,  séance  du  12  avril 
i858). 
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quables  n'appartiennent  pas  uniquement  d'ailleurs  à  Téquation 
entre  x  qI  k  :  elles  se  retrouvent  à  l'égard  des  racines  des  équa- 
tions analogues  (')  que  donne  la  théorie  des  fonctions  elliptiques 

entre  l'inverse  du  multiplicateur  x  et  les   quantités   «^^^  J^t» 

xf  ^  -h  ^-^  )  >  •  •  ••  L'idée  hardie,  et  qui  devait  être  si  féconde, 

d'étudier  en  général  toutes  les  équations  du  sixième  degré  dont 
les  racines  s'expriment  de  cette  manière,  quels  que  soient  Aq,  A|, 
Aa,  revient  en  entier  à  M.  Kronecker.  Un  premier  résultat, 
obtenu  mais  non  publié  par  le  savant  géomètre,  a  été  donné  par 
M.  Brioschi  à  la  page  25()  des  Annali  di  Matematica^  t.  I, 
année  ]858,  et  consiste  dans  la  formation  même  de  cette  équation 
du  sixième  degré.  Si  l'on  pose 

A  =  AJ-hAjA,, 

B  =  8A5A,A,-2AîAÎA|-hA}Aî-Ao(Af-+.A}), 
C  =  32oA5AÎA|— i6oAJA?A5-f-2oA5A}AJ-+-6AfA| 

—  4Ao(3uAi  — 2oAÎA,A,-+-3AJAÎ)(Aî-hAî)-+-A{0-^A}«, 

elle  aura  cette  forme  remarquable  (-)  : 

{x  —  K)^{x  -5A)-+-ioB(ar  — A)ï~-G(3r  — A)-h  iB^— AC  =  o. 

In  second  résultat  extrêmement  important  est  dans  rabaisse- 
ment de  cette  équation  au  cinquième  degré  (^).  Les  expressions 
données  par  la  formule 

^y/S  =(x,,— .rv)(  Xv+i  — Jrv-,)(a'v-+-î—  ^v-î), 

rintlicc  V  étant  toujours  un  nombre  entier  pris  suivant  le  module  j, 
sont  en  effet  les  racines  de  l'équation  suivante,  où  5^11  représente 


(')  M.  BuioscHi,  Sul  methodo  di  Kronecker  per  la  risoluzione  délie  equa- 
zioni  di  quinto  s^rado,  Atti  dcll'  histituto  Lombardo,  l.  I,  i858,  p.  a-;.'),  j;  II, 
cl  \i^  P.  JornKHT,  Comptes  rendus,  i.  \LVII,  i858,  p.  S'^i. 

(  •  )  >[.  KuoxKCKKu,  i'eber  die  Gleichungen  fiinften  Grades  {Journal  de  Creile. 
t.  .V.J,  année  i8'>i). 

{^)  Lv  ras  particulier  de  IVquation  M  et  k  avait  été  pour  la  première  (oi< 
obtenu  par  le  P.  Joubcrl  {Comptes  rendus,  séance  du    la  avril   i858,  l.  XLVI, 
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le  discriminani.  (*)  de  la  proposée,  savoir  : 

r*-h  2oB^*-+- 10(98»— AC)^»-hiooB(9B»—AC)7* 

-h-25(9B«— AG)»7  — /n  =  o. 

Enfin  cette  réduite  peut  être  simplifiée,  et,  en  posant  y/^  =  4x, 
M.  Brioschi  parvient  ultérieurement  à  ce  beau  résultat  (-)  : 

,      5B    ,      6(9B«  — AG)  i  ,,r- 

Il  sert  en  effet  d^orlginc  à  ces  équations  remarquables  du  cinquième 
degré  dont  les  racines  s'obtiennent  sous  forme  explicite  à  l'aide 
des  transcendantes  elliptiques,  et  qui,  à  cet  égard,  oflrent  deux 
cas  principaux.  Le  premier  s'obtient  en  posant 

A  =  i,        B  =  o,        C=— 2U'«A:'«; 

alors  Téquation  du  sixième  degré  en  x  n'est  autre  que  la  relation 
entre  le  multiplicateur  et  le  module  considérée  plus  haut,  et,  comme 

on  l'a  dit,  on  a 

/-  sin  amo)  sin  am8(i> 

yx  =  -: : • 

sin  coain4(i>  sin  cuamSbi 

Quant  à  la  réduite,  elle  a  la  forme  trinôme 

075-+- 5 A:U-'«a:  —  2 A:U'«(i  —  aA-î)  =  o, 

à  laquelle  j'ai   eu   pour  but,   dans    la    première   partie    de   ces 
recherches,  de  ramener  toute  équation  du  cinquième  degré. 
Le  second  cas  s'obtient  en  posant 

il  conduit  à  la  réduite 


(')  On  trouve  aisément,  pour  A  =  o, 

n  =(C3— i2»B^)'; 
et,  pour  B  =  o, 

(')  N<*  5  des  Annali  di  Matematica,  année  i858,  t.  I,  p.  836. 
H.—  II. 
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ou  plus  simplement,  en  meltant  jp  au  lieu  de  x, 

x^—iox^-^i^x-hi- ^-jji =  o, 

et  c'est  à  cette  équation  particulière  que  la  méthode  de  M.  Kro- 
necker  permet,  comme  on  le  verra  bientôt,  de  ramener  le  cas  gé- 
néral. Quant  à  l'équation  en  x  du  sixième  degré,  ses  racines  s'ex- 
priment de  cette  manière 

—       cosamaco       cosain4(o 


^x  = 


cosam4t>>        cosani2(o 


(ù  étant  toujours  -r-  et ^ ;  nous  avons  ainsi  les  quantités  pai^ 

lesquelles  M.  Kronecker  est  parvenu  le  premier  à  représenter  cer 

taines  fonctions  cycliques  des  racines  de  l'équation  générale  di^»> 
cinquième  degré,  et  par  conséquent  les  racines  mêmes  de  cetl^^ 

équation.  Mais  je  renonce  à  dire,  en  énumérantces  divers  résultats  ^ 1 

ce  que  je  crois  plus  particulièrement  appartenir  au  géomètre  aile 

mand  et  à  M.  Brioschi,  plusieurs  choses  fondamentales  me  pa^ 

raissant  avoir  été  simultanément  découvertes  par  les  deux  auteurs 

Je  citerai  surtout  ce  qui  concerne  les  résolvantes  de  réquatioi=3 
générale  du  cinquième  degré,  dont  les  racines  ont  la  forme  donnérrr"-" 

par  les  équations  (i).  J'ai  étudié  avec  admiration  l'analyse  donner 

par  M.  Brioschi  sur  ce  point  si  important,  et  elle  me  servira  (h 
base  pour  les  considérations  que  je  vais  exposer. 


XIII. 

Désignons  par  ^v?  l'indice  étant  un  nombre  entier  pris  suivant  I<l  " 
module  5,  les  racines  de  l'équation  (a,  (3,  y,  y',  P',  a')($,  1)'=  o  - 
de  manière  à  représenter  par  ces  formules  de  M.  Betti,  savoir 

OÙ  rt,  6,  c  sont  également  des  nombres  entiers  pris  suivant  U* 
module  5,  les  120  permutations  de  ces  racines.  Elles  se  décom- 
posent   on   ces   deux   groupes    de   60    permutations   conjuguées. 
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savoir 


Ça«v-HA 

Ç(ja«v-»-ft)>-+-r 
(    ?3a'v-H6  ) 

f    Ç(a"v-f-6)»-t-c     ) 


de  sorte  que  toute  fonction  rationnelle  des  racines,  invariable  par 
les  substitutions  d'un  de  ces  groupes,  n'aura  que  deux  valeurs 
distinctes,  et  s'exprimera  rationnellement  par  les  coefficients  de  la 
proposée  et  la  racine  carrée  du  discriminant.  Considérant  désor- 
mais comme  quantité  adjointe  cette  racine  carrée,  on  pourra  se 
borner  aux  substitutions  (1),  et  les  fonctions  des  racines  dont  nous 
allons  surtout  nous  occuper,  qui  ont  seulement  six  valeurs,  seront 
caractérisées  comme  ne  changeant  pas  par  les  substitutions  Ças^*. 
Soient  donc  m  =  F(Ço)  \\i  $2>  \zt  5i)  une  telle  fonction  et  Un  ce 
qu'elle  devient  en  remplaçant  $v  par  Ç3v»+/i7  les  six  valeurs  qu'elle 
pourra  prendre  pour  les  60  permutations  (I)  seront  «/,  Mq)  W|,  Wj, 
Mj,  M4,  et  le  système  de  ces  quantités  donne  lieu  à  la  remarque  sui- 
vante. Convenant  de  représenter  la  première  par  m^,  et  les  autres 
par  //„,  l'indice  étant  pris  suivant  le  module  5,  on  vérifiera  très 
facilement  qu'aux  substitutions 


<A) 
correspondent  (  '  ) 

(B) 


iîv 


/ 


/  5v^i  s 


Un 
Un-^l 


I5v 


Mais  les  substitutions  (A)  répétées  donnent  toutes  celles  des  for- 
mules (I),  et  il  est  visible  qu'en  composant  entre  elles  les  subsli- 

'    Un 


tutions  (B),  on  trouvera  pour  résultat 


t^nn^h    r   ^'    *'   ^'    ^   ^^^^^ 


des  entiers  pris  suivant  le  module  5  et  tels  que  ad —  bc  est  résidu 
quadratique.  On  voit  donc  que  le  groupe  de  l'équation  en  u,  dans 


(*)  Par  ui  se  trouve  désigne  m„>  '*'  étant  un  entier  tel  que  nn'i^^i  (inodô). 
n 

E.  P. 
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le  sens  de  Galois,  est  le  même  que  celui  de  réquation  modulaire 
du  sixième  degré;  mais  cette  remarque,  que  j'avais  indiquée  ('), 
n'est  qu'un  premier  pas  vers  un  résultat  beaucoup  plus  important 
donné  aussi  par  M.  Brioschi. 

Supposons  qu'au  lieu  d'être  invariable  par  les  substitutions 
5a«v+ftj  la  fonction  des  racines  que  l'on  vient  de  désigner  par  u  soit 
cyclique,  et  change  de  signe  quand  on  y  remplace  iv  par  Ç4V;  on 
trouvera  qu'aux  deux  premières  substitutions  (A.)  correspondent 

celles-ci  :  ]     '*      >>  |         '^    w  et  que  le  résultat  de  la  troisième  est 

(   Un-^l   )     (   —  "*n  ) 

représenté  ainsi  : 

j   M.     Mo  Ui     M,     uz  a^  / 

j  wo     "oo    —  Mi     «1     a,    —  u^  \ 

Cela  posé,  faisons  dans  les  relations  (  1  )  du  paragraphe  précédeot 

X0/5  =  k^^  -+-  ko-^  ki-h  kf^  ki-h  k^, 

-  Al  v/5  =  A:o-4-  p*A:i-+-  p»A:,-h  p^k^-h  pk^, 

iA,/5  =  /:o-4-  pki  -f.piX:,-+-p«A:,-hp*A:v, 

p  étant  une  racine  cinquième  de  l'unité,  satisfaisant  à  la  condition 

— /3"=  p  -hp*— p»— p', 
et  elles  deviendront 

v/^«  =  X, \/5-^ko-^  kl  -H  /•,  -+-  A3  -h  k^, 
/xo  =  /-«  -r-  Ao  /5  —  X  j  -f-  A:,  -h  A-j  —  A-4, 
/ï7  =  ^.o—  Xo-+-  ki  yj'ù  —  A'i -H  A-3 -h  A:^. 
/r,  =  A-«  -f-  Ato  —  A'i  H-  A:t  /j  —  Aj  -h  A:^, 
V'^  =  A«  -H  A'o  -h  A'i  —  Aj  4-  A-3  v/5  —  A-4, 
V^  =  A^ --  Ao -H  A|  -f-  A,  —  A, -h  A-4 /5. 

Or,  en  représentant  le  système  des  quantités  x  et  A:  par  x^ 
et  A'^,  rindice   (lr\anl  recevoir  les  valeurs  oo,  o,    i,   2,  3,  4«  on 

(•)  >'«/•  /rt  théorie  des  fonctions  homo frênes  à  deux  indéterminées  {Cam- 
bridge and  Dublin  Mathcmatical  Journal,  aonéc  i854).  Hermite,  Œuvres,  1. 1, 

p.  348. 
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vérifie  immédiatement  qu'aux  substitutions  |    "      [,  | 
respondent  celles-ci  |       "      U  |  "    >,  et  enfin  que  la  suivante 

résultat 

r  V^,     V^,     — V^,     V^,     V^,     — V^  ) 

On  voit  donc  qu'en  posant  kn=Un  les  substitutions  élémentaires  (A) 
effectuées  sur  les  racines  Çv  ne  feront  que  reproduire,  sauf  Tordre 
ou  le  signe,  les  quantités  y/^î  par  conséquent  il  en  est  de  même 
de  toutes  les  substitutions  (I),  et  les  coefficients  de  l'équation  du 
sixième  degré  en  x  sont  des  fonctions  rationnelles  de  ceux  de 
l'équation  proposée  du  cinquième  degré,  et  de  la  racine  carrée  du 
discriminant. 

La  belle  découverte  de  M.  Kronecker  est  une  conséquence 
immédiate  de  ce  que  l'on  vient  d'établir.  Revenant  en  effet  aux 
expressions  désignées  dans  le  paragraphe  précédent  par  A,  B,  C, 
on  voit  qu'en  disposant  de  la  fonction  cyclique  u  et  du  module, 
de  manière  à  avoir 

'^  =  ^'        ^="KFi'        ^  =  ^— FTT-' 
les  si-K  quantités  y/x  seront  explicitement  données  par  la  ftrmule 

cosamatD       cosain4(i> 
cosain4o»       cosamaco 

A  cet  effet,  soit  pour  un  instant 

la  fonction  cyclique  choisie  par  le  savant  géomètre  est  celle-ci,  où 
figurent  deux  indéterminées  p  et  y,  savoir 

u=     (oi2)-h(i23)-+-(234)-h(34o)4-(4oi) 
-(2io)-(32i)-(432)-(o43)-(io4). 

Cela  étant,  la  condition  A  =  o  détermine  —  par  une  équation  du 
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second  degré  ;  la  relation 

C^  _____  16(1  — i6A:«A:^«)» 


dont  le  premier  membre  dépend  seulement  de  —  >  donne  Xr^Ar'*; 

ifi 
enfin  la  condition  B  =  —  Tirri  achève  de  déterminer /:>  et  q.  Voici 

maintenant  une  remarque  importante  qui  résulte  de  cette  méthode. 


XIV. 

On  a  vu  tout  à  l'heure  que  l'équation  du  sixième  degré 

(,)     (ar_A)5(ar  — 5A)-hioB(a:  — A)»— C(a7  — A)-+-5B«— AC  =  o 

était  réductible  au  cinquième,  la  transformée  obtenue  par 
M.  Brioschi  ayant  pour  racines  les  expressions 

où  l'indice  v  prend  les  valeurs  o,  i ,  2,3,4-  H  s'ensuit  qu'en  par- 
tant de  Téqualion  générale 

el  faisant  A',/  =  Un^  nous  allons  pouvoir  revenir  au  cinquième  degré 
en  obtenant  comme  conséquence  du  passage  par  l'équation  (i)  ces 
résultats  bien  remarquables.  En  premier  lieu  la  transformée  en  5, 
savoir 

ne  contient  |3as,  comme  on  le  voit,  de  puissances  paires  de  Tin- 
connue.  En  second  lieu,  comme  on  l'a  dit  plus  haut,  dans  le  cas 
de  A  =  I ,     B  =  o,    C  =  —  'A^A'-  A'-,    et    dans    celui-ci    :    A  =  o, 

13  =  —       .,  ,  (^i=i'>,'* -j—r-^, y  c  est-a-dire,  au  tond,  en  suppo- 

sant  B  =  o  ou  A  n^  o,  celle  transformée  peut  être  résolue  par  le^ 
fondions  ellipliques.  On  \oit  donc  combien  il  importe  de  recon- 
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fcmt-re  de  quelle  manière  dépendent  les  inconnues  3  et  $;  voici 
^rini:Eie  on  y  parvient. 
Soit  pour  un  instant 

2 
S  =  A:i  +  ^4-4-  ^^^f-^ (^-0-  ^0), 


'^«^    trouvera  immédiatement 

y/ï^  —  /j?4=2T,  v^-^-V^=(v^5-+-i)S, 

^l  Ton  en  conclura  5^  =  eRST,  e  désignant  un  facteur  numérique. 
De  cette  expression  rationnelle  par  rapport  aux  diverses  quan- 
tités A",,,  on  déduira  ensuite  une  autre  racine  quelconque  Zv?  en 

iîlTectuant  la  substitution  J  /*      [-Ce  résultat  montre  qu'en  faisant 

/„=  ;/„,  le  produit  RST,  qui  devient  alors  une  fonction  rationnelle 
des  racines  ç©»  $«?  S27  is?  ^4?  est  symétrique  par  rapport  à  quatre 
d'entre  elles,  et  peut  s'exprimer  rationnellement  en  Ç©?  au  moyen 
des  coefficients  de  l'équation  et  de  la  racine  carrée  du  discriminant. 

Effectivement,  la  substitution  j     '*      (j  par  laquelle  -Sv  se  déduit 

de  ^Oî  s'obtient  comme  on  Ta  vu  dans  le  paragraphe  précédent,  en 
faisant  sur  les  racines  \  la  permutation  circulaire  qui  consiste  à 
ajouter  le  nombre  v  aux  indices.  Cette  propriété  singulière  et  si 
remarquable  du  système  des  valeurs  de  la  fonction  cyclique  désignée 
par  w,  se  retrouverait  encore  dans  le  produit  de  ces  trois  facteurs 
où  0)  est  arbitraire,  savoir 

R  =  M«-T-  Mo-T-  ^(«2  -4-  ^^3), 
S  =  ^^l  -h  U'^-\-  {i}{u^—  Mo), 
T  =  Ui  —  Ui-{-oi(ui  — II,,), 


> 
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Ainsi  on  reconnaît  que  les  substitutions 


donnent  pour  résultats 

R,         S,    T  )       (  R,         S,         T  I      I       R,    S,         T 
-R,    -S,    Tj'     1  R,    -S,    -TÎ'     (-T,     R,    -S 

Mais,  nous  proposant  d'approfondir  cette  nouvelle  formule  de 
transformation  qui  ramène  à  l'équation  (2)  l'équation  générale  du 
cinquième  degré,  nous  supposerons  toujours  dans  ce  qui  va  suivre 

..         v/5~i 


XV. 

Les  recherches  qui  me  restent  à  exposer  dépendent  principale- 
ment du  choix  de  la  fonction  cyclique  des  racines  Ço»  Su  is?  Sa»  i*? 
de  l'équation  générale 

(ac,p,YaSPS«')(^,  i)»=o, 

que  l'on  a  précédemment  désignée  par  u.  C'est  de  là  en  effet  que  se 
déduira  la  formule  de  transformation  z  =  RST,  011  la  nouvelle 
inconnue  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  la  racine  Ç©?  ^^ 
en  prenant  pour  u  un  invariant  par  rapport  aux  racines,  celte 
formule,  comme  celle  dont  j'ai  d'abord  fait  usage,  savoir 

tOi(x,  i)-+-  M  çj(ir,  i)-f-  p  cpj(a-,  i)-+-  tvç4(:c,  i) 

conduira  à  une  transformée  dont  les  coefficients  seront  des  inva- 
riants de  la  forme /=  (a,  j3,  y,  y',  p',  0L')(x^yy,  Les  deux  substitu- 
tions se  ramènent  en  effet  au  même  type,  et  chaque  expression  u 
donne  naissance  à  des  covariants  cubiques  tels  que  0|  (x,  y), 
?2(^?  y)j  •  •'  mais  dont  l'ordre  est  toujours  un  multiple  de  4  aug- 
menté de  3.  J'ajouterai  encore  à  ce  rapprochement  entre  les  deux 
méthodes  de  résolution  de  l'équallon  du  cinquième  degré,  en  dé- 
duisant de  la  seconde  les  conditions  de  réalité  des  racines.  Sous  ce 
nouveau  point  de  vue,  on  verra  qu'il  ne  sera  plus  nécessaire  de 
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recourir  au  principe  de  Jacobi,  le  caractère  propre  de  la  seconde 
méthode  consistant  en  ce  que  Ton  opère  toujours  directement  sur 
les  racines.  C'est  pourquoi  nous  aurons  lieu  d'employer,  dans  tout 
ce  qui  va  suivre,  une  transformée  canonique  de  la  forme  proposée, 
différente  de  celle  qui  a  été  considérée  au  début  de  ces  recherches. 
Nous  la  définirons  par  une  substitution  linéaire  qui  donne  pour 

résultat 

f  =  (o,û,b,b',û',o)(r,p)S 

et  de  manière  qu'aux  racines  Ço?  ii?  $2?  $3»  $4  correspondent  respec- 
tivement les  quantités  i,  e,  o,  00,  r,,  en  posant 

Soit  donc  I  =  a'»6(Çoï  $m  $27  ^3?  5*)  l'expression  en  Ç©)  5i?  ••• 
d'un  invariant  dont  l'ordre  soit  un  nombre  pair  quelconque  n;  en 
désignant  le  coefficient  de  Çj  dans  B  par  8(Ço7  iii  $2»  ^3?  $4)1  on 
aura  pour  forme  canonique 

I=(5û)«e(l,6,0,Tl). 

Je  vais  appliquer  ce  résultat  à  l'invariant  du  dix-huitième 
ordre  K,  dont  je  rappellerai  d'abord  l'expression  en  fonction  des 
racines. 

Soient  à  cet  effet 

F=(5o-5i)(Ço-Î4)(î,-5«)-t-(5o-Çî)(5o-Ç.)(5i-Ç4), 
o=(Ço-5i)(5o-Çî)(Î4-5a)-t-(?o-Ç3)($o-54)(5i-Çî), 
H=(Ço-îi)(5o-Ç.)(54-Ç«)H-(5o-«î)(Ço-5v)(Î3-5i), 

et  convenons  de  représenter  par  Fy,  Gy,  Hy  ce  que  deviennent 
respectivement  ces  quantités,  en  ajoutant  aux  indices  des  racines, 
toujours  pris  suivant  le  module  5,  le  nombre  v;  on  sait  qu'en 
faisant 

Xy  =   Fy  Gy  Hy 

on  aura,  abstraction  faite  d'un  facteur  numérique, 
K  =  a«»XX,X,X5X4. 

Cela  étant,  désignons  par  ^y,  (Jy,  3Cy  les  formes  canoniques  des 
quinze  facteurs  Fy,  Gy,  Hy;  elles  s'exprimeront  en  s  et  7|  comme 
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il  suit  : 

rf  =  I  — 2e-i-Erj, 

Ç  =  e^i  —  1 , 

Oe  =  I  —  2r,  H 

,fi=2e  — e«— r,, 

^1  =  267)— eî— 71, 

:je,  =  — e«H-7 

^ï=E-+-TQ  — eTi, 

g,  =  £  _- TT)  -4- Er„ 

X,=  Ê-T,- 

.fj=e-f-r)— I, 

^3  =  — I  — S-+-7i, 

3C,=  Ê  — 7)- 

i?\  =  —  £  -4-  2  67)  — 

^Q^ 

g4  =  E  — ^.ÊTjH-r,», 

:jek  =  —  e  -h  71 

et,  si  Ton  pose 

la  transformée  canonique  de  l'Invariant  du  dix-huitième  on 
K  =(5û)»»a;-\m.\:jA:3A:.4. 

Ces  quantités  F,  G,  H  ont  pour  notre  objet  une  grande 
tance,  et  tout  à  l'heure  il  sera  nécessaire  de  connaître  ce 
elle  se  permutent  les  unes  dans  les  autres,  lorsqu'on  effc 

substitution  :  /     >•  Or  on  trouve  aisément  ces  résultats,  sa 
(  ;3v>  ) 

(        F  F,  F,  F3  F,  ) 

(        F  G3     -H,     -H,     -G,  )' 

j       G  Gi  G,         G3  G;  I 

(  -G     -H3     -F,  F,         H,  )' 

\        H  Hi  H,  H3  H, 

j-H     -F3  G,     -G,     -F, 

Ktîlalivemenl  à  la  substitution  •     '    ;?  on  obliendrail 

(  ;2v  ) 

»        F  F,  F,  F3  F,  I 

(  _H     —  Hj     -H,     -H,     -H3  r 

(        G  G,  G,  G3  G;  I 

(__G     -G,     —G;     —G,     —  Gaf 

i        II  Hi  H2  II3  H.  I 

(        F  F,  F,  Fi  F3   r 

ri  par  consécjucnt  les  expressions  suivaiiles, 

«GFFiF^FaF,.  a^  H  H,  HoII,  H;. 
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que  Ton  reconnaît  immédiatement  être  des  invariants,  et  qui  sont 
aussi  des  fonctions  cycliques  des  racines,  se  reproduiront  Tune  et 

l'autre,  changées  de  signe,  lorsque  Ton  fera  la  substitution  j  ^    >• 

Elles  réunissent  donc  les  conditions  qui  permettent  de  les  em- 
ployer à  composer  une  fonction  u  contenant  deux  indéterminées; 
mais  leur  élude  exige  que  l'on  considère  en  même  temps  que  F, 
G,  H  les  quantités 

/=(5»-îi)(Ç2-54),      ^=($i-ÎO($«-$3),      A=(Çi-b)(Î5-50. 

En  désignant  par  /vj  ^v»  fh  ce  qu'elles  deviennent  lorsque  Ton 
ajoute  V  aux  indices  des  racines,  on  trouve  que  la  substitution 

(  opère  les  changemenls  que  voici  : 


«v 


j  /  A  A  A  A 

\  S  gz  K  hx  gi 

\^g  g\  gt  gi  gi. 

\  g  ^i  Ak  /i  hi 

i^  h  hi  hi  hz  h^ 

\  h.  /a  gK  gx  /j 


La  substitution  ]  \     [  donne  pour  résultat 


j      /      /i       At       A       A 

{  —  h     —  /i,     —  /14     —  /«i     —  hi 


g  g\  gt  gz  g\ 

—  g     —  gt     —g^     —g\     —gz 

\        h  hi  ht  hz  hk 

\  -A   -A    -A    -A    -A 

d'où  l'on  voit  que,  sauf  certains  changements  de  signe,  les  deux 
groupes  de  quinze  quantités  se  permutent  de  la  même  manière, 
quand  on  efi'ectuc  les  mêmes  permutations  sur  les  racines  de  la 
proposée.  Me  bornant  à  remarquer  en  ce  moment  qu'en  posant, 
pour  abréger. 


\ 
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on  a  les  relations  suivantes  : 

G«-H«=4//, 

j'arrive  immédiatement  à  l'étude  de  nos  fonctions  cycliques. 


XVI. 

Soient  à  cet  effet 

U=a«FF,F,F5F^, 
V  =  a«HH,H,H3H4, 

de  sorte  que  l'on  ait  pour  l'expression  de  u  avec  deux  indéterminées      ^  ^^ 

le  système  des  six  valeurs  :  w«,  £/©,  w^  W2,  Ws,  u^  s'obtiendra,  d'après        -^^ 
ce  qui  a  été  dit  au  paragraphe  XIV,  en  effectuant  sur  la  première,         -^  ) 

qui  représente  w«,  la  substitution  ]  J        U  ce  qui  donnera  ui  en         -* 

prenant  i=  o,  1,2,  3,  4«  On  aura,  d'après  cela, 

U«=      a6FF,F,F,F4,  V«=  ««HHiHjHaH^, 

Uo  =  — a«FH,GjG,H4,  Vo  =  a^HGiFjFjGk, 

Ui=-a«HF,H,G5G4,  V,  =  a«GHiG,F,F4, 

U,  =  -a*GH,F,H5G,,  V,  =  a«FG,H,G,F„ 

U,  =  —  a«  GG,  H,  F3  H; ,  V3  =  «8  FF,  G,  H,  G„ 

U4  =  — ««HGiGjHjF*.  \i  =  «fiGFiFjGjH^; 

or  ces  expressions  donnent  lieu  aux  transformations  remarquables 
que  voici  : 

U,  =  4-a6F[A3Hî-4-(/i3  4-/^A)FH-+-(Aî-+-/^)W], 
Uo=  +  flc«F[/i»H«-(A»H-/^yi)FH-f-(A«-f-/^)«/], 

U,  =-a6H[^3G«  +  (^8^/^A)GH-4-(^«-+-//i)»/], 

Uj  =-+- a6 G[/3 F«-(/» 4- /^/i)FG -(/«-+- ^/0«/], 
U3=-a6G[/3F»-4-(/3-+-/r/i)FG-+-(/«-f-^A)«/], 


i 
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el 

(  Vo=-+-a«H[/3F«H-(/»-4-/^/i)FH-(/«-t-^A)«/], 

j  V,  =--a«G[/i»H«  +  (A»-i-/§'yi)GH-(yiî-f-/r)«/], 
(  V4=H-a6G[A3H«— (/l'H-Zç'AjGH— (/t«-h/^)«/], 

V,  =  +  a*F[^»G5-4-(^5-4-/§'/l)FG-(^«-+-//t)«/], 
V3=H-a«F[^»G«-(^'3+/^/,)FG-(^«-+-//0«/]. 

La  démonstration  est  facile,  comme  on  va  voir;  il  suffit,  en  effet, 
<i'élablir  la  seule  relation 

U«=  a«F[/i»H»H-(A»-H/^A)FH  H-(/i«-H/^)»/], 

pour  en  déduire  toutes  les  autres.  Or  elle  revient  à  cette  égalité 

FiF,F3F^=A»H«^(/i3-t-/rA)FH-+-(/i»-t-/r)*/, 

que  Ton  vérifie  immédiatement  en  employant  les  expressions  sui- 
vantes : 

F,F,  =  (?,-ÇOMI+(Ço-«i)(«o-«2)(A«+/^), 
F3F,  =  (Ç3-«OAH-i-(Ço-?3)(«o-Ç4)(A*-t-/r), 

et  observant  que  Ton  a  identiquement 

(Ço-«i)(?o-«0(Ç3-?0+(Ço-Çj)Uo-ÎO(«i-«î) 
=  (Ço-Çi)(«o-?0(Ç»-Sî)H-(Ço-$î)(Ço-Î3)(îi-Ç4)=F. 

Quant  aux  produits  F|F2,  FsF4,  je  remarque  qu'en  multipliant 
le  premier,  par  exemple,  par  ^^fif^i  on  obtient  un  invariant  par 
rapport  aux  racines  dont  la  forme  canonique  est 

(5a)^  7l(Ê  —  Tl)(2t  —  i*  —  Ti)(e-^-Ti  —  eTi). 
Voici  d'ailleurs  la  forme  canonique  de  la  quantité 

aVi/î[(?i-«î)^*H^(5o~Çi)(?o-î«)(^'-H/r)], 
savoir 

de  sorte  qu'ayant 

(ae  —  e»— Yi)(e -+- Ti  —  eTj  =  (e  —  i)if)î-T-(e3— 3e»-H  e)Ti  —  e«(e  —  2), 
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on  établit  par  Tégalité  des  formes  canoniques  celle  des  expressions 
proposées  elles-mêmes.  Après  avoir  démontré  la  relation 

nous  en  déduirons  comme  il  suit  toutes  les  autres. 
Soit  pour  un  instant 

nous  obtiendrons  d'abord  U©,  en  efTec tuant  sur  les  racines  la  sub- 
stitution I  .^     }  qui  laisse  /  invariable  et  donnera 
(  Çsv»  ) 

Uo=*(F, -H,A,/i«+/^, /). 

Maintenant,  ajoutons  aux  indices  les  nombres  i,  2,  3,  4}  il 
viendra,  en  désignant  par  /,,  I2J  /s,  l^  les  valeurs  correspondantes 
de/, 

Ut  =  *(  F„  -  H„  A„  Aï -+-/,  ^„ /i  ), 
U,=  4>(F„  -  H„  A„ /i|-+-/,^„ /,), 

Effectuons  ensuite  dans  chacune  de  ces  égalités  la  substitution 

>>  on  tirera  les  suivantes  : 
w  ) 

-U,  =  *(        G3,         F3,  /a,  /3^-+-^3A3,  /3), 

U3  =  4>(-H„  -G„  ^,,  ^l-f- A4/;,  hh 

~  U4=  *(-  G,,       F,,  /s,  fi^gtht,  /,). 

Enfin,  dans  chacune  d'elles  ajoutons  aux  indices  des  racines  le 
nombre  nécessaire  pour  ramener  dans  la  fonction  4>  les  quantités 
F,  G,  H,  et  Ton  obtiendra  de  cette  manière 

-U3  =  *(      G,       F,/, /i  +  ^/,, /), 
U,=  *(-II, -G,  ^,  ^î+V, /), 

d'où  Ton  conclut,  comme  Ton  voit,  les  résultats  qui  concernent  les 
quantités  U.  A  l'égard  des  quantités  V,  il  suffira  d'effectuer  dans 
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les  égaillés  qui  précèdent  la  substitution   :  ]     U  car  IJ,,  U,,,  U,, 

(    «v    ) 

^27  t>3î  1 4  deviennent  par  là  —  V^,  Vq,  V2,  V4,  V^,  V3,  de  sorte 
que  Ton  aura 

-V«  =  *(-H,  F,  -/,  /«-i-^A,  /), 
Vo  =  4>(-H,-F,  -f^p^gh,l\ 

-V,  =c|>(_G,  -H,  _/,, /i«-h/r, /), 
V,  =  *(-F,  G,  -g.gt^hf,  /), 
V,  =  *(-F,  -G,  ^g^g^^hf,l\ 

-V4  =  4.(      G, -H,  -h,h^-^fg,l), 

et  toutes  les  relations  données  plus  haut  se  trouvent  ainsi  démon- 
trées. 


XVII. 

La  considération  des  quantités  U  et  V  ne  suffit  pas  seule  à  Tobjet 
que  nous  avons  en  vue,  et  aux  résultats  précédents  il  est  nécessaire 
de  joindre  ceux  que  nous  allons  tirer  des  fonctions  cycliques  du 
second  ordre  envisagées  par  M.  Brioschi  dans  le  beau  et  important 
travail  déjà  cité  :  Sul  metodo  di  Kronecker  per  la  risoluzione 
délie  equazioni  di  quinto  grado.  Voici  d'abord  les  valeurs  de  ces 
fonctions,  ainsi  que  leurs  formes  canoniques  en  e  et  7^  : 

u.=  aM$o-?r)^;i-Ç5)(?«-?0(?3-;0(?4— $o)=-i3û«e(i-e)(i-Ti;, 
Uo=a«(Ço-Ça)($3— î*)^5v— îi)($i  — b)($i-?o)  =  -->.5û2£(7i  -£), 
Ui  =  a'(5i-5v)($4-5o)($o-$i)($i— ?3)($s-?i)  =  '25aMe— rj(i-r,), 
u,  =  a*(Ç,-$o)($o-$i)(;i-b)(;3-$0(Ç4-çi)  =  2'5a«r,(i-6), 
U3  =  a«(5,-Î,)(5,  — $,)($,— ?0(;v-?o)(îo—Çj)  =  '25û«er,(  Y)- I), 
U4=a»(54-?i)(b-53)($3-$o)(îo-$i)(îi-?0  =  --i-3û«Ti(e-7i)(£-i); 

I  îï.=  a*(5o-Çi)(;î-ÇO($.-?i)($i-$3)(?3-îo)=25o«r.(r,-£), 
li»o=a«($o-ÇO($.-$î)(;î-?.)(?3-?i)(;i~$o)  =  25a«r,(i-£)(i-T)), 
)l»,=a«(?i-$o)($o~$3)($3-Î4)(54-?î)(?t-?i)=-^5o«eTi(e-i), 
jp,  =  aî(Ç,-$0^^- $.)($.- ?o)(ço- $3)^3- Çi)  =  '25o«e(e-7))(7i-i), 

U,  =  aV54-$3)(;3~îi)($i-et)(Î2-îoK?o-$v)=25o«e(i-7)). 
Cela  posé,  et  au  moyen  des  formes  canoniques,  on  vérifiera  immé- 
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diatement  les   relations   suivantes,   dont  on  verra   bientôt    l'im- 
portance, savoir  : 

j   2U,=  -f-a»A(H-4- F),        a»«=:H-a«/(H  — F), 
l  2Uo  =  — aU(H—  F),  .       2i>o  =  — aV(H-HF), 


(0 


1  2U,=-haV(0  — H),         a»i  =  H-a«A(GH-  H), 
\  2Ui  =  — aV(GH-H),         2»4  =  — a«A(G  — H), 

f  au,  =  — a«/(F— G),         20,  =  — a«^(F  H- G}, 
!  2U5  =  — aVCF -^G),         2tï,  =  -aV(F  — G). 

J'en  déduirai  d'abord  l'expression  des  invariants  du  quatrième,  du 
huitième  et  du  douzième  ordre,  de  la  forme  du  cinquième  degré, 
en  fonction  de  F,  G,  H  et/,  g^  h.  On  trouve  aisément,  en  effet, 

ui-+-  uj  H-  uf  -t-  uj  -^-  «î  H-  uj  =  —  25(25  A  -+-  3  v/5D), 
»iH- oj -^- «? -H  »ÎH- »î-h  pj  =— 25(25  A  —  3  v/3D), 

et,  par  conséquent, 

a*[A«(F«-hHM-t-^«(H«-hG«)H-/«(G«-hF«)]  =  — 5o(25A-+-3/5D), 
a*[/s(F«-^  H*  )-+.  A»(H«H-  G«)-*-  ^«(G«H-  F*)]  =—  5o(25  A  —  S/SD), 

d'où 

a*[/*(2F'-r-Gî-HM-r-^«(2G*H-HS-KF»)-t-/l«^2H«-r-F*— G»)]  =  — 25ooA, 

Considérions  ensuite  la  somme  des  produits  trois  à  trois,  que  l'on 
poul  écrire  de  celle  manière  : 

-r- «f  B*  ^«2— «î -h  «î  —  «î  ) 

Klle  e>l  la  mémo  pour  les  deux  groupes  de  quantités  n  el  0,  et  a 

iH>ur  valeur  4.  ^*t  —D,  —  AD).  CVsl  donc  un  des  invariants  du 

dourième  oi\tiv  qui  sVvanvmissent  comme  D,*  lorsque  la  forme 
pn>pvosèe  aJmol  Jeux  couples  de  racines  doubles;  je  Fintroduirai 
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en  le  désignant  par  (D,  de  sorte  que  l'on  aura 

-L(jE)  =  l/i^îAï(G«-+-H»)(H«H-F«)(F«-t-G») 

-+-  ^/*(F*  —  H*)*  [^*{F*  -^  G»)-+-  /i«(G»H-  H»)] 
-h^^HG»— F«)«[/!«(G«-+-H»)H-/«(H«-+-F»)] 
-f- ^ /i^ H«  —  G»)«  [/«(H«H- F«)-f- ^»(F« -4- G«)]. 

Mais  ces  divers*îs  expressions  ne  sont  pas  sous  leur  forme  définitive  ; 
obsédant  en  elïet  que  F,  G,  H  n'y  entrent  que  par  leurs  carrés,  on 
pourra,  au  moyen  des  relations 

G»-H>=4//, 
H«-F«  =  4/^, 
F»-  G^=ilh, 

auxquelles  je  joindrai 

les  faire  uniquement  dépendre  des  quatre  quantités  F^,  g,  h  et  /. 
On  trouvera  ainsi 


=  fghl^^{g^h)ghl, 


et  la  valeur  de  cO  montre  bien  effectivement  qu'il  s'évanouit  pour 
i=o  et  g  =  Oj  c'est-à-dire  lorsque  doux  couples  de  racines 
deviennent  égales  entre  elles. 

Les  équations  (i)  peuvent  aussi  servir  à  démontrer  immédiate- 
H.  —  IL  26 
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ment  ces  identités  remarquables  données  par  M.  Brioschi,  savoir: 

uo  -+-  Ui  -t-  «î  -4-  «3  -+-  U4  =  u«-t-  2I>«, 
M«— «i -+- «f -^  «j  —  «4  =  «0 -*- 200, 

««— Uo— Ut-4-Us-HU4=  Ui-H  2O1, 
««4-  Uo —  Ui  — -  Uj  -h  U4  =  Ui -h  20,, 

«••4-  «0-t-  «1  —  u,—  «4  x=  «jH-  atïs, 

U, —  «o-+-«i-H  U,--U3=  «4 -+-204. 

Mais  nous  les  employons  principalement  à  Tétude  des  nouvelles 
fonctions  cycliques  du  sixième  ordre  formées  en  élevant  u  et  p  au 
cube,  et  que  nous  allons  joindre  à  U  et  V. 


XVIII. 

Je  montrerai  en  premier  lieu  que  ces  deux  groupes  de  quantités 
U  et  B»,  de  natures  si  différentes  au  premier  abord,  peuvent  être 
compris  dans  la  même  forme  algébrique.  Pour  cela,  je  remplace 
les  carrés  F=*  et  H^,  dans  Féquation 

8iiî=  3t«A»(F'-+-  3F«H  -H  3FH*-+-  H»), 

par  H^ —  4  (^  c'^  F^  -+-  4  '^^  après  avoir  divisé  par  4^  il  viendra  ainsi  : 

2ui=a«(A»F»-f-A»H»-^3^A»/F  — 3^A»/H). 
J'opère  de  même  dans  la  relation 

U.=  at«[A'FHî-t-(A'-H/^A)FîH-^(A»-t-/§')*/F], 

ce  qui  donne 

l.=  ï*[A»F»-hiA»-/A— /i»AH» 

-+-^/*-t-2,/^A— /îA«— 6/A»— 3A*i/F  — 4«/'A  — 2/*A«  — A^)/H]. 

On  \oil  donc  que  les  deux  fonctions  cycliques  du  sixième  ordre 
soûl  comprises  dan^  celle  forme 

çv/»A^F*  — i^/.AtH»--=,,/,Ai/F~4rn/.A)/H, 

5  cl  i  cUnl  deux  polynômes  homogènes  du  troisième  degré,  0| 
cl  ^1  du  quAlrième^  et  il  y  aurait  lieu  sans  doute  d*en  faire  Tétude 
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en  recherchani  Texpressiou  la  plus  générale  de  ces  polynômes  qui 
permette  d'obtenir  ainsi  des  fonctions  cycliques.  Mais,  pour  ne  pas 
trop  m'étendre,  je  me  borne  aux  quantités  U  et  «»,  et,  observant 
(|ue  l'expression 

où  fghl  est  proportionnel  à  la  racine  carrée  du  déterminant,  est 
aussi  du  sixième  ordre,  j'envisagerai  seulement  lea  expressions  de 
cette  forme 

mU  -f-  /i«'-4-/^A/(fjLu  -H  vu), 

où  m,  /i,  [JL,  V  sont  des  constantes.  Cela  étant,  je  me  suis  arrêté  à  la 
combinaison  suivante  : 

U  — 2UÎ— /§'/</(6m-4i>)=  t), 

d'où  l'on  tire 

j  t).=  an-+-/^^H»-f-(/i-2/)^»A/H-t-/WF], 

En  opérant  ensuite  dans  t)  la  substitution  ]  ^  (,  j'en  déduis  ce 
second  système,  savoir  : 

(  '<).=  a«[-/^/iF«-4-(/-2yi)^«//F-AWH], 

\\=an-^A^H»— (A  — 2^)/«A/H-+.^WG], 

%p,=  a6[_/^/,G»-t-(^-  2/)A«^/G  -4-/WF], 
•v?3=a«[-+-/ç'AG3-(^-'A/)A«^/G-h/WF]. 

Maintenant  je  prendrai  pour  la  fonction  ii  celte  expression  où 
figurent  quatre  constantes  qui  tout  a  l'heure  se  réduiront  à  deux 
seulement,  savoir  : 


4o4  OEUVRES    DE    CHARLES    HERMITB. 

C'est  dans  cette  détermination  que  se  trouve  le  point  le  plus 
difficile  et  le  plus  important  de  mon  travail,  et  elle  ne  pourra  être 
justifiée  que  par  les  résultats  qui  en  sont  les  conséquences,  et  que 
je  vais  exposer. 


XIX. 


Je  reviens  maintenant,  pour  en  effectuer  la  détermination,  aux 
quantités  précédemment  désignées  par  R,  S,  T,  et  qui  figurent 
dans  la  formule  de  transformation  propre  a  la  méthode  de  M.  Kro- 
necker,  savoir  ; 

R  =  u^-\-  Mo  -^  lo  (  wj  -+-  "3  ), 

T  =  ui —  Ui-h  (i)(ui —  ti^). 

On  se  rappelle  qu'on  a  posé  o)  =  — ;  faisant  d'après  cela,  pour 

abréger, 

f  =  —  i  .jt/*  F  î  —  (/ «  -4-  a  ^/i  n  ^  —  A  )  /  -^  /s/»  / , 

on  IrouNora  immédialiMnenl 

'  i:\  —  v^s  —  w»  v\  —  i\  =  —  (.) i5 cbG, 

I  V  .  -»-  V  0  ~  ^v'^'s  —  V  j    =  —      a-î/t  F, 

f  V  i— V\  — w^V  ,— \  ;    _  —      x^AbH, 

V, —  V't  —  tu   V.  —  \\     =    -      x^i'gG. 


O' 


Soil  on  >ov\Mul  liou 
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et  l'on  aura  de  même 

/  a/ç'A/ [««-+- Uo-+-u)(u, -4- Ua )]  =  -+-     a«/t'F, 

l  '2/^A/[ui-+-«4-+-w(u«— «o)]  =  —    a«A|ï'Il, 

1  2/^A/[U3— Ui-+-U)(Ui— «4)]  =  —     «Vlï'G, 
(2) 

I2/^^^["«-+-  ^0  -4-  u)(i>t  -+-  «s)]  =  -+-  u)a«/r F, 
ifghl\ Os  —  tïf  -4-  (li ( Oi  — 1>4 )]  =  —  u)a« ^0' G. 

Or  il  résulte  des  équations  (i)  que  p  et/?'  n'entreront  dans  R,  S,  T 
que  par  la  combinaison  tùp  +/>',  et  des  relations  (2)  que  q  et  q' 
se  réuniront  dans  l'expression  analogue  çr-f-coy';  posant,  en  con- 
séquence, 

w/?-4-/>'=p,  ^-+-wy'=n, 

on  trouvera  simplement 

R  =  a6/F(pf-4-nr), 

—  S  =  a«AH(p|>-4-q|>')- 

La  formule  de  transformation  z  =  RST  peut  donc  être  présentée 
comme  le  produit  de  ces  deux  facteurs,  qui,  l'un  et  l'autre,  sont 
des  invariants,  savoir 

oL^/ghFGU         et         a««(pf-4-  ^ï')(pB  4-  w')(p!l  4-  qVh 

Le  premier,  qu'on  peut  écrire  ainsi 

^.  ..FGH       ^,  ^—aîFGH 
«•/^A^—p-  =  SV^D ^ — y 

met  immédiatement  en  évidence  une  fonction  rationnelle  de  la 
racine  Ço  ;  mais  il  reste  encore  à  donner  explicitement  au  second 
cette  même  forme,  et  c'est  ce  que  je  vais  faire,  après  avoir  ajouté 

cette  remarque,  facile  à  vérifier,   que   la   substitution  J    ^    i  n'a 

d'autre  effet  que  d'y  changer  le  signe  du  radical  \/5. 


XX. 

Comme  élément  essentiel  de  l'importante  transformation  qu'il 
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s'agit  d'opérer,  j'introduirai  l'expression  suivante  : 

X  =  «*(/-^)(^-A)(A-/)/. 

C'est  un  invariant,  comme  on  le  voit  de  suite,  et  de  plus  une  fonction 
rationnelle  de  la  racine  Ç©?  car  le  facteur  a'(/ — g){g  —  h){h — /) 
représente  l'invariant  cubique  de  la  forme  du  quatrième  degré 
obtenu  en  divisant  la  proposée  par  Ç  —  Ç©-  Désignant  donc  par  Ao? 
A|,  A21  ^3j  ^vt  les  cinq  déterminations  qui  correspondent  ainsi  aux 
racines  ^o?  ^19  ^39  ^39  \s^  on  aura  ces  relations  remarquables, 
savoir  : 

Xo-X,=-+.2a^(îo-5i)H,G3H,, 

Xo-X,  =  -2aHÇo-?î)G,F3F,, 
Xo-X,  =  -2a^(îo-Çï)F,F,G,, 
Xo-Xv  =  -f.2«Kîo-5v;H,G,H,; 

X,-X3=-2aK5i--$j)FG,F4,         X,-X,  =  -îiaV($,-$OFF,G„ 
X,-X,  =  -2aHÇi-$v)GF,F„  X,-X,  =  -+- 2aV(5,- 53)GH,H„ 

X3-X,  =  4-2aHb-îv)HG,H„         X,- X,  =  -+.  2ci^(Si- Ç,)HH,G,. 

Pour  les  établir  il  suffit,  par  exemple,  de  démontrer  celles-ci  : 

Xo-Xi  =  -f.2aV(Ço-$i)H,G,H4, 
Xo-X,  =  -2a^(?o-Çî)GiF3F„ 

les  autres  s'en  déduisant  par  une  simple  permutation  cyclique  des 
rarincs:  or  ellos  se  vérifient  au  moyen  des  formes  canoniques  en  i 
el  r,  des  faeleurs  de  Tinvarianl  du  dix-huitième  ordre  et  des  quan- 
lilés  A  elles-mêmes,  lionl  vt>iei  le  Tableau  complet  : 

Xo  —  (  5  a  )^  (^  I  —  £  ^  (  I  —  T,  )  (  î  -r-  T,  >  (  E  —  -2  T<  )  (^  '2  £  —  T,  ), 

Al  =  V  *>  tt)^  £  n  —  £  M  £  -     T,  )  M  -h  T,  )  (  I  —  •2r,  )  (r^  —  2  ), 
Àj  =  (^  )a)^eTj(£  -i-  T,  —  -2^1  £  —  ir^  -r-\){r^  —  '^.e  -+-  i), 
À.,  =  l  Jû^^(£  -T-T^  — •2£r,),^£  —  >.r,  -^tr,)yr,  —  •2e-r-£rJ, 
Xv  =  i^5û)^r,i^l  --  rJi^T,  —  £Ui-+-  £)(  I  —  2e) (£  —  2). 

Cela  posé,  el  en  se  rap|)eianl  que  l'on  a  désigné  par  K  l'invarianl 

du  ili\-luiiliriue  ordre,  on  lire  ties  premières  multipliées  membre 

à  membre 

.    ,   .        .       «        .  it>/K 

OU  birn 
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en  faisant,  pour  abréger, 

n(X)=(X-Xo)(X-.x,)(X-x,)(X-x,)(x-xo, 

et,  par  suite, 

pour  les  diverses  valeurs  de  l'indice.   C'est  ce  qui  va  permettre 
d'établir  la  proposition  suivante  : 

Tout  invariant  donné  sous  forme  de  fonction  entière  des 
racines,  symétrique  par  rapport  à  Ç|,  ^2?  ^s?  ^4  ^^  dont  le  degré 
en  Ço  est  multiple  de  4,  s^ exprime  par 

Lo-+- XoL, -h  XJ  L,-4- X J  L3-4- X J  L4, 

les  coefficients  L|,  L2,  ...  étant  des  fonctions  entières  des  inva- 
riants fondamentaux  A,  B,  C. 

Soient  en  effet,  pour  un  instant,  8oj  ^i?  •  •  •  les  cinq  valeurs  de 
cette  fonction;  j'observe  que  le  polynôme  du  quatrième  degré  en  X 


4 

(X7)>r=^' 


0 


qui  se  réduit  à  80?  ^m  ••  m  pour  X  =  Xo,  X=X|,  ...,  peut,  d'après 
la  valeur  de  n'(Xv),  s'écrire  ainsi  : 


'""  i6KjL. 


«îFvGvHvev    D(X) 


flt  /v  X  —  Au 


Or  a/v  étant  la  dérivée  du  premier  membre  de  l'équation  pro- 
posée pour  Ç  =  $V7  on  sait  par  un  théorème  élémentaire  que  16 K6 
s'exprimera  en  fonction  entière  des  coefficients  de  cette  équation. 

D'ailleurs  les  quantités  By  et ^  /    ^  sont  des  invariants,  donc  il 

en  est  de  même  des  coefficients  des  puissances  de  X.  Or,  d'après 
la  supposition  faite  sur  le  degré  de  By,  leur  ordre  sera  ^o,  mod4  ; 
ainsi  ils  seront  tous  le  produit  de  K  par  une  fonction  entière  de  A, 
B,  C,  rinvariant  du  dix-huitième  ordre  disparaissant  ainsi  comme 
facteur  commun,  et  l'on  en  conclut  relativement  à  6  la  proposition 
annoncée. 
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Je  vais  l'appliquer  à  l'expression 

«"(pt-t-nr)(pn-w')(P^-i-q^'). 

préalablement  mise  sous  la  forme 

où  0  et  %'  restent  invariables  quand  on  fait  la  substitution  |  ^  |; 

mais,  avant  de  commencer  le  calcul,  j'ajouterai  quelques  remarques 
sur  le  système  des  quantités  \. 

XXI. 

Je  considère  à  cet  effet  la  combinaison  suivante  : 

(lï«Do-+-Dilïv--t>tlï,)— (U«ll0-+-«l«4— «î«s); 

en  employant  les  relations  (i)  du  paragraphe  XVII,  on  trouvera 
qu'elle  devient 

ou  encore 

et,  par  suite,  que  sa  valeur  est  Xq.  En  partant  de  là  et  effectuant 
sur  les  racines  $(,,  Ç,,  ...  une  permutation  cyclique,  on  en  conclut 
cet  ensemble  de  relations,  savoir  : 

>'0  =  (OaoUo-l-»lOv— »ï»j)  — (U„Uo-+-UiU;— UjUa), 
Xi=(0«oOiH-Oîtio— OaOv)— (U«Ui-+-«,Uo— U3UO, 

^J  =  (U«t)2-+-  Oj»!  —  »;»o)  — (U.Uî-+-  U3«l—  U;Uo), 
>^3  =  (U«»3-^»V»2— »0»l)  — (WaoWj-+-«4«î—  WoUi), 
^  V  =  (»»f  V -+-  J^O  f  3  —  ïïl  Jïî  )  —  (W«  WV -+- «0U3  —  «l  «2  )• 

Or,  en  faisant  usage  de  nouveau  des  relations  (i),  on  voit  que 
Ton  pourra  exprimer  les  seconds  membres  au  moyen  de  F,  G,  H 
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et  y,  g^  A.  Ainsi,  nous  avons  déjà 

4X0=  a*[/«(2F*—  G«—  H»)-h  ^«(2G«—  F«—  H»)-h  A»(2H»  — F«— G«)], 

et,  en  faisant,  pour  abréger, 

*(^i^ï  5)  =  — /*a?*  — ^*^*—  h^z'^-\'if  yz-^-^^ zx-^7.h'opy^ 

on  parviendra  à  ces  expressions  fort  simples  : 

4X,-=a^<i»(F,  G,  -H), 
4X,=  a**(F,  G,  H), 
4X,  =  a*<i»(F, -G,  H), 
4X4=a^*(-F,  G,  H). 

On  en  tire  ensuite  les  relations  suivantes 

X,  — X4=  a*  F(^'H  -+-  A'G),         X,--Xt  =  a*  F(^'H  -  A'G), 
X,— X3=a*G(A'F-+./'H),         X,  — Xv=  aVG(A' F -/H), 

X,-X,=  a^H(/G-+-^'F),         X,-X3  =  a*H(/G-^'F), 

et  par  conséquent,  en  employant  les  expressions  précédemment 
obtenues  pour  les  différences  des  quantités  X, 

îi(Ç4-S«)F,G,  =  ^'H4./i'G,         îà(Ç,-$,)G,F,=  ^'H-A'G, 
a(5,-b)H,H4=A'F-4-/'H,         2($,- 5,)F,F,  =  AT -/'H, 

îï(5.-5i)H,Gv  =  /'Gh-^'F,  2(Î4-Ç,)GiH,  =  /'G-^F. 

Ces  dernières  équations  multipliées  entre  elles  conduisent  à  cette 
valeur  de  l'invariant  du  dix-huitième  ordre,  savoir  : 

—  64/rAK  =  a»8FGH(^»H«-A'«G«)(A'*F«~/'*H*)(/'»G«— ^'«F»). 

Nous  parviendrons  à  l'égard  de  la  même  quantité  à  un  autre 
résultat  en  considérant  les  différences  X©  —  Â| ,  X©  —  Xa,  . . .,  et  em- 
ployant l'équation 

16/K 


(Xo-X,)(Xo-X,)(Xo-X,)(Xo-XO  = 


a»FGH' 


on  trouve,  en  effet,  après  quelques  réductions  faciles,  qu'en  faisant 
pour  un  instant 

*i(ar,  y,z)^f(x'^  —  yz)-^  g\y\^zx)^  h\z^'-xy)y 
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on  a 

7(À*  — X,)=«**,fF,  G,  Hi, 
7r  Àt—  Xj)  =  a*  ♦, «  F,  —  G,  H  », 
2rA.— X^)  =  ii*,f— F.  G,  H^ 

On  en  conclut  par  conséquent,  en  multipliant  membre  à  membre, 

/K  =  a«»FGH[/'<  F«—  GH>h-  ^(G«—  HF>-r-  A'<  H«—  FG)] 
X  [fi  F«-  GH  )-»-  ^'«  G«—  HF)^  A'f  H«—  FG)] 
x[/7F«-vGH;-+-^'(G*— HF»-^A'(H«-uFG)] 
x[/'(F«-GH)^>^^G«-+-HF>-i-A'(H«-»-FG)]. 

Enfin,  nous  joindrons  à  ces  expressions  celle  du  carré  de  Tinvariant 
du  dix-huitième  ordre,  sous  celte  forme,  savoir 

K»=»:aï»F«G«H«[/^r/— ^)Fs  — /'«/][/A(/— A)F«-<-/'«/] 
x(^A(^-A)G«-^«/]rA(^-/)G«-+.^'«/] 
x[A/rA— /)H«— A'«/J[^A(A-^)H«-+- A'«/]. 

Elle  se  tire  de  la  relation  K*=  U.Lo,  L  i  U4,  UjUj,  en  employant 
les  égalités 

U.U«=  a'»  Fî[  A/rA -/)H«— A'«/][^A(  A  — ^)H«-h  A'»/], 

U,U,=  a"GM/?r(/-^)F*-/«/][/A(/-A)F«^/'«/], 
U,L\=aitHî[/rAr^-A)G«-/r'»/l[/4r(^-/)G»-h^'«/], 

qu'il  est  aisé  de  vérifier.  J'indique  ces  résultats,  bien  que  je  n'aie 
pas  à  en  faire  usage  plus  lard,  pour  montrer  dans  la  théorie  algé- 
brique des  formes  du  cinquième  degré  le  rôle  des  deux  groupes  de 
quantités  F,  G,  H  et/,  g,  A,  qui  servent  de  base  au  calcul  suivant. 


XXII. 

Un  premier  point  à  établir  avant  de  mettre  sous    forme  d'un 
polynôme  entier  en  Ao  l'expression 

(pf-hqf')(p0-4-q0')(pt-r-qlï') 

est  de  montrer  que  la  partie  multipliée  par  le  radical  y/5,  et  qui 
seule,  comme  on  l'a  remarqué  plus  haut,  change  de  signe  par  la 
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substitution  |  ^    U  contient  dans  tous  ses  termes  le  {RCteur/ghl, 

Or  en  faisant,  par  exemple,  /=o,  et  par  suite  g  =  — //,  on 
trouvera 

PB -i- qu  '  =  —  P  A  »  /  (  i -+- V^  ) , 

d'où 

(Pf-+-  qn(P0  -\-  qu'XPiï  -^  q!ï')  =  -  8p« A8/»[p(F«—  uA/)-  qA/], 

et  l'on  verrait  que  le  radical  y/5  disparaît  pareillement  lorsque  Ton 
suppose  «^  =  o,  A  =  o  et  /  =  o.  On  peut  donc  écrire 

a"(pf -+-  qf'Xpiï  -f-  q0')(plï  -h  qU')  =  0  -i-  a^fghl%\ 

où  B  et  6'  seront  invariables  par  la  substitution  ]  ^     : ,  qui  change 

de  signe  le  produit  fghl^  et  par  suite  symétriques  par  rapport 
aux  quatre  racines  Ç|,  Ça?  vij  $4-  Ces  quantités,  qui  sont  des  inva- 
riants, réunissent  donc  les  conditions  du  théorème  donné  au  para- 
graphe XX,  et,  comme  elles  sont  du  douzième  et  du  huitième 
ordre,  on  est  assuré  de  pouvoir  les  mettre  sous  la  forme  de  poly- 
nômes en  Xo  du  troisième  et  du  second  degré.  Faisant  ainsi 

(0  eH-a*/^A/e'=LoH-XoLiH-XjLî-f-XJL,, 

les  coefficients  Lq,  L|,  Lj,  L3  seront  respectivement  d'ordre  12,  8, 
4  et  o,  el  s'exprimeront  au  moyen  des  invariants  fondamentaux 
et  de  la  racine  carrée  du  discriminant  par  ces  formules,  où  je  pose 

afin  de  simplifier  quelques  expressions,  savoir  : 

L,=  a, 

Lj  =  Go-i»  -h  tu  v^ A, 

Li  =  cX*-i-  c'a  -f-  uJUv^A, 

a.  G,  ...  étant  des  constantes  numériques  qu'il  s'agit  maintenant 
de  déterminer. 

A  cet  effet,  j'observe  que  le  premier  membre  de  l'équation  (i) 
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peut  être  mis  sous  la  forme  d'une  fonction  homogène  de  F-  et  /, 
dont  les  coefficients  contiendront  seulement  g  et  A,  car  il  suffira 
d'y  remplacer  G^  et  H^  par  F^ —  4 'A,  F* -H  4'^»  puîs  d'éliminer/ 
au  moyen  de  la  relation  y-1-^4- A  =  o.  D'ailleurs  le  second 
membre  est  immédiatement  de  cette  même  forme,  en  vertu  des  ex- 
pressions des  invariants  fondamentaux  obtenus  au  paragraphe  XVII, 
et  de  la  valeur 

Cela  étant,  je  dis  que  dans  les  deux  membres  les  coefficients  des 
diverses  puissances  de  F*  sont  Identiquement  les  mêmes  ;  car 
autrement  on  aurait  entre  F^  et  /  une  équation  homogène  qui 

F* 
pourrait  donner  -y-  exprimé  en  g  et  A,  c'est-à-dire  une  fonction 

de  la  racine  $0)  et  par  conséquent  cette  racine  elle-même  exprimée 
au  moyen  des  quatre  autres,  puisque  ^  et  A  ne  contiennent  pas  Ço« 
On  voit  donc  qu'il  suffira  de  calculer  ces  coefficients  des  diverses 
puissances  de  F  pour  arriver  par  l'identification  aux  valeurs  des 
constantes  a,  6,  ....  En  supposant  A  =  i ,  et  n'ayant  pas  égard  aux 
puissances  de  g  supérieures  à  la  seconde,  ce  qui  rend  les  opérations 
faciles,  on  pourra  ainsi  les  obtenir  toutes,  à  l'exception  de  p', 
facteur  d'un  polynôme  en  g  commençant  par  le  terme  g^.  Mais, 
afin  de  simplifier  encore,  je  vais,  en  considérant  le  cas  particulier 
de/=  o,  établir  a  priori  que  l'on  a  c  =  o,  ^  =  o.  Cette  supposi- 
tion donne,  en  efiet, 

A  =  o, 

(D  =  ai«/i8/«(F«— 4/1/), 
Xo  =  — 2a*/i»/, 

et  tout  à  riieure  on  a  obtenu 

(pf-f-qr)(p0-+-q0')(pl,-hql|')  =  — 8pî/|8/t[p(F«— 2A/)— qA/  . 
L'identité  qui  en  résulte,  savoir  : 
—  Sa/iî'/^^  86/i8/«(F2—  3/1/) 

—  8c/i"/(F«— 3A/)2— 8D/i«(F«— 3/iO'H-^'/t*^'(F*— 4^*0 

conduit  immédiateiTient  aux  résultats  annoncés. 
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Sans  entrer  maintenant  dans  tous  les  détails  du  calcul,  j*en 
rapporterai  les  éléments  principaux,  qui  seront  d'abord  les 
expressions  suivantes,  où  l'on  n'a  gardé  que  la  première  puissance 
et  le  carré  de  g^  en  supposant,  pour  simplifier,  a  =  i,A  =  i,/^=i, 
savoir  : 

XJ  =  8-h36^-+-i8^«, 

t£)  =  ^»F«— 4^»F*-4-(  I -h  4/r -+- '•^/Ç'*)  F*-+- 2^ -h  4^«, 
.l,îv/Â=  — (4/r-t-i2^*)F*-+.(8^-+.i2^«)Fî-4/r, 

En  second  lieu,  si  l'on  fait 

(pf -h  (\i'){n  -H  ^%')(V^  -+-  <l!l')=  LF^-»-  MF* -h  NF«-h  P, 
on  aura 

M=-8p>[-f.v^5^-(4-3/5)^«], 

N  =—  8p»-  i6p'(2  —/S)g  -  8[(i  I  -  3  v/5)p' -t-  8pîq  —  2  pq«]^«, 

P  =i6p»— 8p»q-t-4[i4p'  — (9-+-5/5)p*q-i-2/5pq«]^ 

-h8[(ih-4\/5)p»4-(2  — iov/5)p«(|— (5— 4/5)pq«-i-q»]^*. 

Cela  posé,  on  obtient  sans  peine  : 

a  ^-jtif^—  ptq,  lit  =  /5(—  2p»-+-  5p*(|  —  2PH*), 

6  =  o,  li  =  o, 

c' =  46p'— i5p*q  —  I2pq*-+- 4<l',  p  =  i/5p'. 

;)'  =  — 4p3^32p»n  — 8pq«, 
;)'  =  -8p», 

La  constante  p'  reste  donc  seule  à  déterminer;  je  considérerai 
pour  l'obtenir  le  cas  particulier  de  ^  =  i ,  A  =  i ,  ce  qui  donnera^ 
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en  supposant  toujours  a  =  i ,  /  =  i , 

A   =4, 

(ô  =4F«H-4iF», 

Ao  =  o; 

on  aura  d^aiJIeurs 

x[p(4Fî-t-7-+-V^)~2i|(3-^5)] 

et  le  terme  indépendant  de  F^  suffit  pour  donner  immédiatemcol 

p'  =  /5(—  44P'-H  I  i5p«q  —  42pq>-t-  4q*)- 

Les  éléments  de  la  nouvelle  formule  de  transformation  de  l'équa- 
tion du  cinquième  deçré,  à  laquelle  conduit  la  méthode  de  r^o- 
lution  de  M.  Kronecker,  sont  donc  maintenant  complètement 
obtenus,  et  Ton  a  mis  en  évidence  le  mode  d'expression  de  celle 
formule  comme  fonction  rationnelle  et  entière  de  la  racine  iof^^ 
qui  est  un  des  résultats  auxquels  je  désirais  surtout  parvenir.  On 
observera  que  les  valeurs  de  a,  G,  ...  prennent  une  forme  un  peu 
plus  simple  par  le  changement  de  q  en  q  -h  ap;  on  trouve  alors  en 
effet  : 

a  =— pîq.  m  =— /5(3p»q-T-2pq«), 

*:'=  — i5p2q-hi-2pq*-T-4q',        P  =2/5p», 

^'=--28p'-8pq«,  />'=v/5(5op»~5p»q~i8pq«-i-4i|';, 

<\oii  Ton  conclut 

=  p»(— 8  i>  — •iStl.A^j^.-l.îvTÂ—  îovTÂ»)— p*q(Xo-r-/3Â)' 
—  apq^i  XJ  V  TA  —  6X,,  A  —  i  A  A  -+-  9v'TÂ^W  U^{K^  H-  /ÏÂ^!'. 

<'l  c'est  en  multipliant  ce  résultat  par  :L*/ghFGïl  que  s'obtient  en 
rrsumé  la  valeur  de  w.  Or  on  va  voir  qu'on  est  ainsi  ramené  au  type 
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de  substitution  donné  par  la  formule 

_  to'iix,  i)-h  uot(x,  i)-+- 1'  9,(rr,  0-4-  w  o^(x,  i) 

que  j'ai  employée  au  commencement  de  mon  travail. 
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Après  avoir  été  précédemment  conduit  à  exprimer  en  fonction 
des  racines  les  invariants  des  formes  du  cinquième  degré,  nous 
allons  d'une  manière  analogue  définir  quatre  covariants  cubiques 
d'ordre  3,  7,  11,  i5  qui  s'offrent  d'eux-mêmes  dans  la  nouvelle 
formule  de  transformation  à  laquelle  nous  venons  de  parvenir. 
N'ayant  d'autre  but  en  ce  moment  que  de  rattacher  à  un  point  de 
vue  commun  les  deux  méthodes  de  résolution  que  j'ai  étudiées,  je 
ne  chercherai  pas  à  étendre  au  delà  de  mon  objet  des  considérations 
qu'il  serait  peut-être  intéressant  de  généraliser,  et  je  me  bornerai 
aux  résultats  suivants. 

J'observe  que,  l'expression  a'FGHX'J  étant  symétrique  par  rap- 
port à  Çj,  $2)  $37  $i>  on  pourra  écrire 

les  coefficients  N,  A,  . . .  étant  des  fonctions  entières  de  ceux  de  la 
forme  proposée /(a:,  j)  =  ( a,  p,  y,  y',  ?S  ^')(^>  J^)'*  C'est  ce  que 
l'on  reconnaît  par  l'égalité 

qui  a  lieu  quel  que  soit  Ç,  et  d'où  l'on  tire  pour  le  coefficient  de  Ç* 
cette  valeur 

ou,  plus  simplement. 
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_  j  p  r«  n 

Or  on  a  déjà  remarqué,  paragraphe  XX,  que  la  quantité  — -. — - 

est,  par  rapport  aux  racines,  un  invariant  comme  Xv  Ce  coeffi- 
cient N  se  distingue  donc  de  tous  les  autres  en  ce  qu'il  est  un  im-a- 
riant  dont  Tordre  est  4^-1-2,  de  sorte  qu'il  s'évanouit  en  suppo- 
sant n  inférieur  à  4- 
Cela  étant,  je  dis  que 

est  un  co variant  de  la  forme  du  cinquième  degré,  et  je  l'établirai  en 
cherchant  ce  que  devient  l'égalité 

a»FGHXS=A$î-4-3B{î-h3B'$o-HA' 

appliquée  à  la  transformée  F(X,  Y)=:/(/nX  +  m' Y,  /iX  -h  /l'Y). 
Faisant  à  cet  eflet  o  =  m/i' —  m'/i,  et  remarquant  que  les  racines 

de  l'équation  F(X,  i)=o  sont  les  quantités  — ^ — r-,  on  trouve 
que  le  premier  membre  devient 

»'FGHX;    ^.._, 

Si  Ton  désigne  par  51,  B, . . ,  les  valeurs  de  A,  B,  . . .,  lorsque  l'on 
y  remplace  x,  3,  ...  parles  coeilicients  de  la  transformée  F(X,Y), 
on  aura 

V  m  —  /i 5o  '*  \  ''«  —  '^ ;u  /  \  'w  —  /j  ;o  /  m  —  /!$« 

et,  par  conséquent, 

A;?-^B;i-3B;,-A. 

C-ette  ôiialilô,  ayant  lieu  en  substituant  à  i^  Tune  quelconque  des 
racines,  est  identique  }Kir  rap|x»rt  à  cette  quantité,  et  Ton  voit 
facilement  qu'on  faisant 

j"  =  »i  X  —  m  Y.  V  =  n  X  —  n' Y, 

ou  on  conclut 

.  Vr-  -^-UVrV   -  .Brvî-^A  H  t'''*«=  3Xî  — 3BXîY^3B'XY»-ha'Y', 
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de  sorte  qu'aux  valeurs  n  =  o,  i,  2,  3  correspondent  bien,  comme 
on  l'a  annoncé,  quatre  covariants  cubiques  d'ordre  3,  7,  11,  i5. 
Cela   posé,  et  en   les  désignant  pour  un   instant  par  Ço(^j  J^)« 
?i{^^y)j  ?2{^^y)y  ?3(^,r)>  j«  reviens  à  la  formule 
(I)  3  =  a6/^AFGH(Lo-+-XoL,-hXJL,-+.X5L5), 

où  l'on  a,  d'après  les  valeurs  de  a,  P,  . . ., 

L,  =  —  /5Â(  3  p*  q  -h  -2 pn*  », 

L,  =  — A(i5p*q  —  iapq*— 4<l'), 

Lo=  *.l>A(9.8p'— Spq*)— 8(0pî 

-+-/5Â[2(vl.«p3H- A(5op3— 5p*q  — i8pq*-4-4q»)]. 

Or,  en  multipliant  et  divisant  par  a/=/ç($o,  i),  elle  prend  cette 
forme 

-5  —  V^A  -7— > 

et  c'est  le  type  de  substitution  que  je  voulais  mettre  en  évidence, 
les  indéterminées  ^,  m,  ç,  w  étant  remplacées  par  Lo,  L|,  L2,  Lj. 
De  plus,  on  reconnaît  que  les  covariants  yo(^)  x)>  ?i(^jJK)  sont 
précisément  ceux  du  troisième  et  du  septième  ordre  dont  j'ai  fait 
usage,  et  la  relation 

?i(5o,  i)=a»FGHXo 

donne  même  une  démonstration  nouvelle  de  ce  fait,  établi  au  para- 
graphe VII,  qu'on  a  ^^(lo,  i)=o  lorsque  Ço  est  une  racine 
double  (*).  Mais  je  remarque  surtout  cette  conséquence  que 
l'équation  transformée  en  z  étant  (§  XII) 

,       5B    ,       5(qBî— AG)  1   5/ir 

les  valeurs  en  p  et  q  de  /,  m,  ^,  w,  savoir  :   /  =  Lo,  a=  L , 


(*)  A  l'égard  des  formes  du  troisième  et  du  quatrième  degré /(a:, ^),  le  cova- 
riant  quadratique  ou  Hessien,  quand  on  y  fait  x  =  Ç^,  ^  =  i,  a  pour  valeur  le  carré 
/b(^o»  ')  ^^  ^^  covarianl  du  troisième  ordre  le  cube  de  la  même  quantité. 

H.  —  II.  37 
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font  disparaître  le  coefficient  de  z^,  propriété  bien  remarquable  de 
la  forme  cubique  en  t,  w,  v,  w  qui  représente  ce  coefficient. 

Un  autre  point  de  vue  sous  lequel  on  peut  encore  envisager  la 
formule  (i)  résulte  de  Téquation 

,  .  16/K 

établie  au  paragraphe  XIX,  car  elle  conduit  à  cette  expression  où 
n'enlre  plus  que  la  quantité  Xo,  savoir 

n'(Xo) 

L'équation  proposée /(x,  i)=o  disparaît  donc  pour  faire  place  à 
celle-ci  :  n(X)=o,  qui  est  directement  ramenée  à  l'équation  (2). 
Ce  résultat  obtenu,  il  ne  reste  plus,  pour  arriver  à  la  résolution 
par  les  fonctions  elliptiques,  qu'à  calculer  l'expression  de  la  quan- 
tité A,  afin  de  déterminer  par  l'équation  A  =  o  le  rapport  -• 
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J'ai  indiqué  au  paragraphe  XII  par  quelle  voie  M.  Brioschi  avait 
été  conduit  à  l'équation  en  z.  et  je  rappelle  succinctement  qu'en 
désignant  par  m.  une  fonction  cyclique  des  i-acines  de  l'équation 
générale  du  cinquième  degré /(;,  1^=0,  qui  change  de  signe  par 

la  substitution     l^    -,  et  nommant  m/  ce  que  devient  w.  par  la  sub- 

stitution      l         [,   l'expression    suivante,    où    e    est    numérique, 
savoir 

5  =  £  [W.—  I/o— CO^M,-^  Ui)] 
X  [  M|  —  ti'^  -H  Cu<  M. —  U^  1] 
X  [Mj—  Mj-H  W(  //i  —  l/i  »], 


satisfait  à  l'équation 


B    ,       i,i)B2—  VC.  I   i- 


los  quantités  A,    B,  C  et  II   s'exprimant  rationnellement  par  les 
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coefficients  et  la  racine  carrée  du  déterminant  de  la  proposée.  C'est 
dans  le  cas  particulier  de  A  :=  o  que  cette  équation  est  immédiate- 
ment résolue  par  les  fonctions  elliptiques,  et  l'on  a  trouvé  qu'en 
faisant 

Ao  v/5  =  tt^  v^5  -+-  1*0  -h  Ml  -I-  Mj  -H  tta  -h  Wvî 

-  A1/5  =  lio-h  p*tti-+-p'ai4-  p*tt3-i-  pu^, 
-Aiv^  =  iio-H  P"i  -h  p*Mj-4-p'ii8-4- p^Mv, 

où  p  est  une  racine  cinquième  de  l'unité,  donnant 

/5  =  p«-+-p»— p  -  pv, 

on  avait 

A  =  AJ-4- A,  Aj. 

Cela  posé,  voici  comment  s'obtient  cette  quantité  si  importante 
lorsque  l'on  prend  pour  u  l'expression  dont  j'ai  fait  usage 

On  a  vu  que  les  quatre  indéterminées />,/>',  qr,  q'  se  réduisaient, 
dans  la  valeur  de  z,  aux  deux  suivantes 

de  sorte  que  l'on  peut  supposer  /?  =  o,  q'  =0^  ce  qui  donne  plus 
simplement 

ou  encore,  en  changeant  q  en  q  4-  2p,  comme  au  paragraphe  XXI, 
M  =  p%?  -h  2a*/^/i/(q  -4-  2p)u. 

Or,  on  a  pour  les  six  valeurs  de  ^  et  U  ces  expressions 
•<?^=OL^[-fghF^-\-{f—ih)g^fl¥  — AWH],       2U.=-f.a»A(F  -h  H  ), 

x?,  =  a6[-+-/^/iH3-(A--2^)/«A/H-^WGJ,  2U,  =- a«^(H -G), 

t?,=  a«[H-/^AH3-(/i-.2^)/«A/H-h^^/G],  2U,=- a«^(H -+- G), 

•^^^^0L^[--fghG^-^{g—'xf)h^glG-^fH¥],  2«,=-at/(F-G), 

%?,=  a«[-+-/^/iG3-(^-2/)Aï^/G-h/WF],  2U,=— a»/(F-hG). 
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Elles  montrent  qu'en  supposant  G  ^  o  on  a 

et,  par  conséquent,  i/,  ==  «4,  1/2=1/3,  de  sorte  que  Téquation 
A  =  o  devient  alors  une  somme  de  deux  carrés,  savoir 

y         ^^"^^  -+-Ui-i-W,j    -i-[ll«H-(p-l-p*)«*l-«-(P*-«-p')"î]'  =  Oi 

ou  encore,  en  faisant  toujours  co  = 9 

(-=-^ --hisiUtj    -!-(MiH CDJ    =0. 

Mais  rhjpothèse  G  =  o  re>'ient  à  supposer  nul  l'invariant  du  dii- 
huitième  ordre,  ou  bien  à  établir  entre  les  invariants  fondamenlaui 
de  la  forme  du  cinquième  degré  une  relation  du  trente-sixième 
ordre,  et,  comme  la  quantité  qu'il  s'agit  d'obtenir  est  seulementdu 
douzième,  celle  relation  ne  pourra  la  modifier  en  rien,  et  c'est  en 
me  plaçant  dans  ce  cas  particulier  que  je  vais  en  faire  le  calcul. 
J'observe  d'abord  que  les  égalités 

G«— H«=4//,        H«— F«=4/^.        F«— G«=4/A 

donnant  pour  G  :=  o  :  H-  =  —  4  if,  F-=4/^«  il  suffit,  pour  ob- 
tenir les  invariants,  d'employer  celle  valeur  de  F-  dans  les  ex- 
pressions du  para«;raphe  X\  II.  Mais  on  peut  éviter  ce  calcul,  car 
les  invariants,  fonctions  symélriques  des  racines,  ne  changent  pas 

de  valeur  en  etlectuant  la  substitution  suivante  :   .  ]^  '  qui 

change  F,  G,  H,/,  g.  h  en  G,  — H,  — F,  g^  A,  /;  ainsi  Ton  a, 
par  exemple. 

Or  celte  dernière  expression  donne  immédiatement 
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et  Ton  aurait  de  même 

i^=— 2V(^-/)(^'-«-3A»/-+-8A*/*-+-ïi^V-«-8^V*-^3A/»-h/«)/». 

Cela  posé,  en  faisant  (o'= — -y  on  trouve  pour  G  =  o, 

après  quelques  réductions  faciles, 


2 


.a)u,=  a«[w/«(/— ^w)*p-+-/r^(A— /w)n]/F, 


et  il  vient,  pour  la  somme  des  carrés,  après  avoir  remplacé  F^  et  H* 
par  ^Ih  et  —  4'^» 

Soit  donc,  en  me  bornant  au  coefficient  de  p*, 
4aiî(/— ^a))*(/8a)«-.A»t.>'«)//i/» 

On  trouvera  d'abord  a  =  o,  en  supposant  /=  o,  et,  après  avoir 
supprimé  le  facteur /A,  il  suffira  de  faire/=  A,  /= —  A,  /^  o, 
et  enfin  de  comparer  dans  les  deux  membres  les  termes  en /'•A, 
pour  obtenir  bien  facilement 


a  =  2, 


a''=3,  6=_i/5,  8'=i/5». 


Le  calcul  des  deux  autres  coefficients  est  plus  facile  encore,  et 
l'on  obtient  en  définitive  l'équation 

l3(ô-h2^liA — ' lp« 

—  4(*^-«-v/53^)AW--a(X  — 3/5Â)Ah«=o. 

Ce  résultat  complète  l'étude  que  je  me  suis  proposé  de  faire  de 
la  méthode  de  M.  Kronecker,  en  prenant  pour  point  de  départ  les 
quantités  u,  o,  XD,  %>  et  je  serais  au  terme  de  mes  recherches  si  la 
marche  que  j'ai  suivie  ne  conduisait  encore  à  une  autre  fonc- 
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lion  cyclique  dont  je  vais  dire  quelques  mots.  Aux  expressions 

U«=a«FF|F2F3F4  et  V«  =  a«HH|HaHsH4,  composées  avec  les 

facteurs  F  et  H  de  l'invariant  du   dix-huitième  ordre,  on  peut 

.       .        (  îv 
joindre  celle-ci  :  W.=  a®GGiG2GsG4,  que  la  substitution  ] 

(    S4V 

laisse  invariable,  de  sorte  qu'on  en  déduit,  en  la  multipliant  par  n. 
ou  par  u^,  une  fonction  du  huitième  ordre,  changeant  de  signe  par 
cette  même  substitution,  et  que  Ton  peut  par  conséquent  prendre 
pour  u.  Soit  donc  ainsi  M=^uW  +  5rtt,  on  aura,  à  l'égard  de 
l'équation  A  =  o,  cette  conséquence  remarquable  que  les  coeffi- 
cients dep'^^pçj  q^  étant  du  seizième,  du  dixième  et  du  quatrième 
ordre,  cette  équation  ne  contient  pas  le  terme  en  pq.  Mais  j'ajourne 
l'étude  de  cette  nouvelle  espèce  de  fonctions,  et  je  vais  terminer  en 
reprenant  sous  un  autre  point  de  vue  la  question  déjà  traitée  des 
conditions  de  réalité  des  racines  de  l'équation  du  cinquième  degré. 


XXV. 

En  désignant  par  A,  B,  C  les  invariants  fondamentaux  et  posant 

D  =A»-+-i28B, 

D,  =  25AB-M6C, 

N  =DÎ— ioABD,-+-9B«D, 

j'ai  donné  au  paragraphe  X,  pour  les  conditions  de  réalité  des 
cinq  racines,  ces  trois  criteria  : 

D  >  o,        BDi  <  o,        N  <  o, 

qui  sont  du  huitième,  du  vingtième  et  du  vingt-quatrième  ordre, 
et  l'on  a  vu  que,  les  conditions  B  >•  o,  D|  <!  o  ne  pouvant  jamais 
avoir  lieu  simultanément,  le  second  critérium  donne  à  la  fois  B<;o, 
D|>-o.  Or  il  est  bien  remarquable  que  le  théorème  de  Sturm, 
appliqué  à  l'équation  en  X,  reproduise  exactement  les  mêmes  résul- 
tats, et  c'est  ce  que  je  vais  établir  avant  de  donner  le  procédé  qui 
conduira  à  des  criteria  d'un  ordre  moins  élevé.  Voici  d'abord,  en 
posant  avec  M.  Sylvester 

9A=9A»— 2"(AB-^G), 
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cette  équation  en  A,  qui  a  été  calculée  par  le  P.  Joubert, 
(i)--3A(i)V,oD(2i)'-,.„AD_.A,(V,' 

4-5D(5D  — 4A»)(  — ^—  D(io8A  — oAD  — iooA')  =  o. 

Cela  posé,  on  trouve,  par  le  calcul  direct  du  premier  terme  des 
fonctions  intermédiaires  et  en  supprimant  un  facteur  numérique, 

V,=  BX»-h...,         V5  =  -NX«-f-.... 

Mais,  pour  la  quatrième  fonction,  les  expressions  des  différences 
des  quantités  X,  données  au  paragraphe  XX,  montrent  qu'elle  con- 
tient en  facteur  le  carré  de  l'invariant  du  dix-huitième  ordre,  et  l'on 
trouve  ainsi,  pour  le  coefficient  de  son  premier  terme,  l'expression 

4 

K'2  (/v/rvAvFvGvHv)«=25K«D,. 

0 

Quant  à  V5,  on  obtient  K*D,  d'où  il  résulte  qu'en  supprimant  les 
facteurs  K^  et  K^  on  retombe  bien  sur  les  criteria  déduits  de  la 
forme  quadratique 

Di^*— 6BDfp  -  D(D,  — ioAB)p« 

-h  D[— Bw«-f- 2D,  wiv  H-(9BD  —  ioADi)w»]. 

Je  remarque  [encore  que  l'équation  en  X  donne  un  système 
simple  des  covariants  doubles  en  x  et  x^  définis  au  paragraphe  XI, 
et  servant  à  déterminer  par  leurs  signes  le  nombre  des  racines 
réelles  de  l'équation  proposée /(j7,  i)=o  qui  sont  comprises  entre 
les  limites  données.  En  effet,  on  peut  prendre,  en  désignant  tou- 
jours ces  racines  par  Xo,  X\^  . . .,  et  posant  V  =y(x,  i), 


—  j 


<..,vy'£ii^2<£Jz£Ui£=^)t,i.,k„x.). 

^d   (X  —  Xo){X  —  Xi){X  —  Xf) 

Quant  à  'C>4,  on  supprimera  le  facteur  K^,  amené  par  les  sym- 
boles ^  qui  contiennent  quatre  des  racines  X,  et  enfin  on  prendra 
tî>,  =  y(a:',  i)D.  On  voit  qu'ainsi  'Ç^  sera  du  premier  ordre,  'Ç^  du 
neuvième,  X>%  du  vingt-cinquième,  x?^  du  treizième,  et  \?5  du  neu- 
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vième.  Mais  j'arrive,  sans  m 'arrêter  plus  lon^emps  sur  ce  sujet,  a 
la  méthode  élémentaire,  et  qui  donne  pour  les  conditions  de  réalité 
les  criteria  du  quatrième,  du  huitième  et  du  douzième  ordre,  et  au 
nombre  de  trois  seulement.  Elle  se  fonde  sur  ce  que  les  quantités 
u.,  Uq,  ...  satisfont  à  Téquation  suivante 

u»«  -4-(X  -+-  3/Â)u»o-h  ri(X  — /ï)'-f-  a1  u»h-  (Dtt« 

que  Ton  forme  très  facilement,  et  dont  les  coefficients  seront  tous 
réels  si  nous  supposons  le  discriminant  A  positif,  ce  qui  est,  dans 
la  question  présente,  le  seul  cas  à  examiner.  Or,  en  revenant  à 
l'expression  d'une  des  racines,  par  exemple 

on  reconnaît  immédiatement  que,  Xq  étant  réel,  X2  et  Xj  imagi- 
naires conjugués,  ainsi  que  Xi  et  x^,  on  obtient  pour  m.  une 
quantité  de  la  forme  m\/ —  i,  dont  le  carré  est  essentiellement  né- 
gatif. En  établissant  donc  que  l'équation  en  u  n'a  que  des  racines 
positives,  c'est-à-dire  que  son  premier  membre  n'offre  que  des 
variations,  on  aura  les  conditions  à  la  fois  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  les  racines  de  Tt^juation  du  cinquirine  degré  soient  toutes 
réelles.  Si  l'on  convient  de  prendre  positivenjent  y/A,  on  parvient 
ainsi  à  ces  résultats  fort  simples 

A  >  o,         vl.  -^  3  /À  <  o,         (D  <  o, 

et  il  est  visible  que  le  cas  des  quatre  racines  Imaginaires  sera 
caractérisé  par  un  changement  de  signe  des  deux  derniers  criteria, 
en  conservant  la  condition  A  >  o  (  '  ). 


(')  Nous  n'avons  pas  signalé  toutes  les  erreurs  de  calcul  qui  se  IrouvaienL  dans 
ce  Mémoire,  el  qui  onl  clé  corrigées  par  M.  Bourgel.  Celui-ci  a  refait  tous  les 
calculs,  sauf  en  deux  points.  Il  a  admis  que  la  réduite  du  cinquième  degré  de 
l'équalion  du  sixième  ordre  était  exacte  dans  le  travail  du  P.  Joubert  sur  les 
équations  du  sixième  degré  (  Comptes  rendus,  t.  L\IV).  Il  a  admis  comme  exacte 

également  la  formation  de  Téquation  en  /  —  )   (p.  4^3)  et  le  calcul  des  premières 

fonctions  de  Slurm.  E.  P. 


SUR  LES  INVARIANTS 


DES 
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Salmon,  Algèbre  supérieure ,  trad.  O.  Chemin, 
deuxième  édition,  1890,  p.  SSy. 


C'est  dans  la  théorie  des  formes  du  cinquième  degré  qu'on  voit 
s'offrir  pour  la  première  fois  un  invariant  gauche,  c'est-à-dire  un 
invariant  qui  se  reproduit  changé  de  signe  dans  toute  transformée 
de  la  forme  proposée  par  une  substitution  au  déterminant  —  i , 

telle  que  par  exemple 

ix  =  —  X 

ou  bien 

a:=      Y 

Si  la  forme  du  cinquième  degré  décomposée  en  ses  facteurs  linéaires 
est 

«I>  =  a{x  —  x^y)(,x—xxy)(x  —  Xty){x  —  Xiy)(x  -  x^y), 

son  expression  en  fonction  des  racines  s'obtient  comme  il  suit. 
Posons,  pour  abréger, 

(  mn  )=  x,n  —  a?rt, 
on  aura 

:a"[(oi)(o4)(3Q)-t-(oa)(o3)(i4)][(oi)(o-^)(43)-f-(o3)(o4)(ia)][(oi)(o3)(42)4-(oa)(o4)(3i)] 
x[(i2)(io)(43)-+-(i3)(i4)(2o)][(ia)(i3)(o4)  +  (i4)(io)(a3)][(ia)(i4)(o3)-f-(i3)(io)(42)] 
x[(23)(ai)(o4)-h(24)(2o)(3i)][(23)(24)(«o)-h(2o)(ai)(34)][(a3)(2o)vi4)-h(24)(2i)(o3)] 
x[(34)(32)(io)-+-(3o)(3i)(4a)][(34)(3o)(2i)-h(3i)(3a)(4o)][(34)(3i)(ao)-+-(3o)(32)(i4)] 
x[(4o)(43)(2l)^(4I)(42)(o3)][(4o)(4I)(37)^(42)(43)(oI)][(4o)(4a)(3I)-^(4l)(43)(ao)]. 
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Cela  étant,  je  vais  résumer  dans  cette  Note  plusieurs  résultats 
relatifs  aux  facteurs  de  l'invariant  gauche  et  qui  donneront  sous 
un  nouveau  point  de  vue  la  détermination  des  invariants  dans  les 
formes  du  cinquième  degré. 
Soient  à  cet  effet  (  *  ) 

F  =(oi)(o4)(3a)-h(o2)(o3)(i4), 
G  =(oi)(o2H43)-+-(o3)(o4)(i2), 
H  =(oi)(o3)(42)-h(o2)(o4)(3i), 

et  convenons  de  représenter  par  Fy,  Gy,  Hy  ce  que  deviennent 
respectivement  ces  quantités,  en  ajoutant  le  nombre  v  aux  indices 
des  racines  x©,  x^^  ...,  pris  suivant  le  module  5.  L'expression  de 
l'invariant  du  dix-huitième  ordre  sera  ainsi 

K  =  a»«.FGH.F,G,H,.F,G,H,.F,G,H,.F4G4H4, 

et  en  premier  lieu  je  donnerai  le  moyen  de  connaître  comment 
s'échangent  entre  eux  les  quinze  facteurs,  lorsqu'on  effectue  sur 
les  racines  une  substitution  quelconque.  Or,  à  Tégard  de  la  substi- 
tution \    ^    >>  on  aura  pour  résultats 

F,  F|,         Ft,         Fj,  F4 

—  H,     —  H,,     —  H4,    —  Ut,     —  Hj 

G,  Gi,         Gj,         Gj,         G4 

—  G,    —  Gj,     —  G4.     —  G|,     —  Gj 
H,         H|,         Hj,         H,,         H4  1 
F,  F„  F4,  F|,  F,   S 

La  substitution  ;  ;  donnera 


l" 

F. 
F, 

F„ 
G,. 

F,. 

F,. 
-H,. 

-G.i' 

■i" 

G. 
-G, 

G,, 
-H., 

G,. 
-Fv. 

G.. 

F„ 

H.}' 

3" 

H. 
-H, 

H.. 
-F,. 

H,. 

G». 

H„ 

-G,. 

"M. 
-F,  » 

(  '  ^   I >>%*<►«  mon  Mëmoirp  5Mr  l'rçuaîîcm  du  cin^miéme  degré.  Paris,  Gaathier- 
VilUr»  et  HiRMiTS«  CKuvrts,  U  II,  p.  347. 
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Et  comme  toule  substitution   entre  cinq  quantités  résulte  de  la 
composition  des  substitutions  élémentaires 


on  pourra,  par  ce  qui  précède,  connaître  reflet  d'une  permutation 
donnée  des  racines  sur  Tun  quelconque  des  quinze  facteurs. 
En  même  temps  que  F,  G,  H,  je  considérerai  les  quantités 

/  =  (3i)(24), 
^  =  (i4)(23), 
A=(i2)(34), 

et  je  désignerai  par/v»  g^t  fh  ce  qu'elles  deviennent  en  ajoutant  v 
aux  indices  des  racines.  Cela  étant,  on  trouve  que  la  substitution 

I     ^    >  opère  les  changements  que  voici  : 


-h, 

-A., 

-A», 

-A„ 

-A, 

g. 

gt, 

«■«. 

gii 

*•» 

—  g-, 

—  gi, 

-#■*. 

—  <fi. 

-gt 

h. 

A., 

A., 

A„ 

A» 

Quant  à  la  substitution  j     '     |>  elle  donne  pour  résultats  : 

jO  \  /»    /»'     /*»     /'^     /*    (. 

(  /,    /Tsi     /^,     Al,     /?t  ^' 

^o  )    ^»      ^»'      ^«'      ^«'      ^k    (. 

'  /Ti    ^81    /»,    /i,     /it  i' 

2^  (  A?     Ai,     a,,     /«,,     Av  1 

1  A,     /„     ^v,     ^„     /,   ) 

D'où  l'on  voit  que  les  deux  groupes  de  quinze  quantités  se  per- 
mutent de  la  même  manière,  sauf  certains  changements  de  signes, 
quand  on  effectue  les  mêmes  permutations  sur  les  racines  de  la 
proposée.  Mais  le  lien  que  nous  établissons  entre  elles  se  justifie 
plus  complètement,  d'abord  par  ces  relations  où,  pour  abréger,  on 
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fait 

/=(0I)(02)(03)(04), 

savoir 

F*  — G«=4/A, 

el  ensuite  par  cette  remarque  que  les  divers  produits 

a»Fv/v,  ««Fv^v,  a«FvAv, 
a*Gv/v^  a*Gv^v,  a*GvAv, 
a*Hv/v,     a^Hv^v,     a'Hy^v, 

Cl  t^lanl  le  coefficient  du  premier  terme  de  la  forme  du  cinquième 
dopn^,  sont  des  invariants.  Ces  produits  donnent  lieu  à  ce  fait 
til^(U)rique  que  neuf  d'entre  eui,  correspondant  à  la  même  valeur 
ilo  rindire  v,  suffisent  pour  en  déduire  linéairement  tous  les  autres. 
On  H,  on  effet,  les  relations  qui  suivent  : 

2F,/»=  F/-GA4-H^, 
^Gi^,=  F^-hG/-hHA, 
2H,A|=      FA  — G^— H/; 

.2F,/,=-FA  +  G^-H/, 
îG,^,  =  -F/-4-G/i^H^, 
2H,A,  =  — F^  — G/-l-H/i; 

^F,/,  =  -F/i-G^-H/ 
2G3^,=  H-F/-hGA  — H^, 
2H,A,=  — F^-^G/-+-HA; 

2Fv/4  =-a-F/-+-G/i-^-H^, 
tiGv^v  =  -F^-hG/-HA. 

Tous  los  autres  sont  d'une  forme  presque  aussi  simple,  el  en  voici 

II'  IviM»  : 

jtF,A,  =  FA  -+-  G^-  H.  /i  -  srh 

aH,  Ji.',  =  F./  —  A  .  -  G/-  II  /*. 

.G,/,  =  -  F  /--  G.  j-  -/•-  H.^. 
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De  là  résulte  la  possibilité  d'exprimer  au  moyen  de  F,  G,  H, 
d'une  part,/,  g^  A,  de  l'autre,  des  fonctions  des  racines  de  la  forme 
proposée  qui  sont  des  invariants.  Considérons,  par  exemple, 
l'expression 

F/-+-  F1/1  -^  Fi/î-+-  F3/8-+-  F4/,, 

qui  est  évidemment  cyclique.  En  vertu  des  relations  précédentes, 
elle  prendra  cette  forme  très  simple 

F(2/-A)-+.H(^-/). 

Les  fonctions  FF<F2F3F4,  HH,H2HsH4,  qui  sont  également 
cycliques,  s'expriment  d'une  manière  analogue.  En  faisant,  pour 
abréger, 

j'ai  montré  dans  mon  Mémoire  Sur  l'équation  du  cinquième 
degré  qu'on  a 

FF,FjF,F4    =F(      M^h^-^YHhh'-irh'^l), 
HH,  H,H,H4=  H(-  F«/3  -h  FHff  -hf'U). 

On  obtiendrait  pareillement 

GG,  GjGaG,  =  G[-  GH/-h)g^-^FH(/^-^/h  -h  h*)gr 

Mais,  dans  ces  formes  si  simples  de  fonctions  compliquées  de 
racines,  le  caractère  cyclique  de  ces  fonctions  n'apparaît  plus 
d'une  manière  évidente,  et  pour  le  retrouver  il  faudrait  toute  une 
théorie,  qui  me  mènerait  bien  au  delà  de  mon  objet  actuel.  Je  me 
propose  en  effet,  en  considérant  des  expressions  non  seulement 
cycliques,  mais  symétriques,  d'établir  que  tout  invariant  dont 
V ordre  est  multiple  de  4  ^st  une  fonction  homogène  de  F^  et 
l  ayant  pour  coej/icients  des  polynômes  entiers  en  g  et  h. 

Dans  ce  but,  je  considérerai  les  diverses  déterminations  de  la 
fonction  suivante 

ii  =  (oi)(i2)(23)(34)(4o), 


^c      '      :■  lî.i'-   -■•  ;.i '=■111111  »»nt    un   iii\ariiint.  Ces 
Il    11  .^.. '■-     irr    .m^t-qualre,   siml   deux  à  deiii 
r-r        -.  r*k-r— .   -'     -u\enl  ainsi  se  réduire  a  douze, 
.    fi     -il  .r  'iTi--  -t  «ir-^i^nerai  comme  il  suit: 

=  ..      :■  12   i  >oi. 

=  .      .          ■  >5..3i  I, 

..  =  .                 l'y  M  .<  4-2  1, 

-■  =  -                  2-1  40  ■  ■  n3  », 

i.  =  .         '  )■       j'.'  01  •(  1.4  »: 

.  —       ■-       '  i      4 1       1 3  1 1  jo  >, 
—     ■.        ;i       1}       3i     I  i<»>. 

=  ■  5*  4J  n  -m, 

=  '         :  :  io  iij  '  I  3-2  ), 

'        =  1      1--  ->[  i4m43>, 

.=  .        J:  Il  .lO^ioi)- 

;,    .vir    d    ïiiLstitution   ]     '    {;    u^  et  l'o  ont  éle 

1       i.   •     •     i  'v  i. 

.-•:u:i>    :e    .,   et  *-.    par  lu  substitution  '        .> 

/  rav»  ) 

,   -"^   1;    'itiiit  le  nombre  /  aux  imliccs  des 

.      !     ••  '».   <  hi    sait    qu'à    rorif^ine  de  \a 

■     •  -    1'  I    ■  ■■-.;' i-f  **« nu mr  fonctions  sviiirtriques 

.    ..    ..:•     :    I "..;>.>  ft'S  in\ariants  fondameutaiii  Ju 

.   ;:■  ■.  ;  .i    11/ il"  nie  ordre  des  formes  du  cin- 

î^        .■    I.   .•*  .li.>i^nanl  avec  M.  Sylvester  Tinva- 

,:•      .•:  '     .ir  J  r-i  lo  déterminant  par  D. 

.      -   .;  -  :*]  —  «;  •=—  ii*J  -3.5H'TÏ), 
.:    -  .]  -.;     =-  i*J-r-3.5VHl. 

■  »•  .   .  .>  .:-.  i^  .1  trois  des  carrés  conduit  à 

=  ,    :>^    jSJK  —  71)8  L  —  A), 
..   ..  .  .    •  i.-. .  Il'-    iu  uième  auteur.  Or  on  a,  comme 
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on  le  vérifie  sans  peine,  ces  deux  systèmes  de  relation,  savoir 

2w«=-hA(HH-  F),        2p^=H-/(H—  F), 
2Wo  =  — /i(H—  F),        2i^o  =  — /(H-+-  F), 

21/,  = -4-^(0-  H),  •2P,  =  -4-   A(G-hH), 

•2M4  =  -^(G-4-H),        7.i^,=—  yi(G-H), 
2£/,  =  H-/(F- G),         •2i;,  =  -^(F-h  G), 


2 


W3  =  — /^F-hG),         aP,  =  H-^(F- G). 


On  en  déduit,   en  faisant  la  somme  des  carrés,   l'expression  de 
l'invariant  du  quatrième  ordre  J,  sous  la  forme 

ai[i2F*-h  G*-h  n«)/«-f-(2G*-h  H«-f-  F«)/r* 

-h(2n«-f-F«-+-G«)A«]=  — 4.5*J, 

et,  si  l'on  écrit  la  somme  des  produits  trois  à  trois,  M^ajMj+..., 
de  cette  manier/  : 

(wiH-  Ul){u\-r-ul)(ul-hul) 

-+-  aîu{(wj-h  mJ  4-  a  j -4-  m|  > 
-+-  w|  ai  (  aj  -+-  wj  -h  w}  -+-  w{  ), 

on  parviendra  à  l'invariant  du  douzième  ordre,  exprimé  comme 
il  suit  : 

27  59(48JK  — 768L— A) 

=  4a»'(F»-h  G«)(G»-+-  H«)(H«-i-  F*)/V'^* 

_H  a»«(F2  —  H«)*[(F«  ■+-  G*)^»-+-(G«-h  H«)A«]/* 
^a"(G«—  F«)H(G*-f.H«)A«-h(H*-HF«)/»]^* 
-f-a'î(Hï  — G«)»[(H«-hF«)/*-+-(F«-hG«)^«JA*. 

Adoptant  donc  le  discriminant  o^  D  =z  a^ /'^ g^ h^  l'^  pour  inva- 
riant du  huitième  ordre,  la  proposition  précédemment  annoncée 
se  trouvera  démontrée  à  l'égard  de  ces  invariants  fondamentaux, 
en  observant  que  F,  G,  H  n'j  entrent  que  par  leurs  carrés,  de 
sorte  qu'au  moyen  des  relations 

G«-H«  =  4//, 
H«-F»  =  4/>?, 
F«  —  G»  =  4  ih, 

et  de  celle-ci  qui  en  découle 
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ofi  pourra  effectivement  les  exprimer  par  F*,  gj  A,  /.  Novf  «irtifa- 
àrons  aiosi 

S^J  =  — a42F*(^»-i-^AH-A«)-i-{^— A)(2^»-»-^A  — iA=  l\ 

4,Sn48JK  — 7r)8L  — A) 

=.a»«[F«(^-hA)V'^»-H4FW(^  — A)(^-i-A)«^«A« 
H-F«/*(^«4-4^'A-hi2^A«  -h6^»A»— 5^A* 

-h  6^' A»H-  i2^« A« -h  4^A7-+-  A»  ) 
-2/>^A(^  — A)(^H-3^»A-+-8^*A«-Hii^A»-*-8^A^-5rf-*«]. 

Or,  ces  expressions  sont  des  fonctions  homogènes  de  F-  et  L  dont 
\ii%  coefficients  sont  des  polynômes  entiers  en  g  et  A.  et  il  ea  s<n 
d#;  même  par  conséquent  de  leurs  combinaisons  entims  qii 
r^fprésentent  tout  invariant  de  la  forme  du  cinquième  dep^  doat 
l'ordre  est  multiple  de  quatre.  J'ajoute  qu'un  invariant  donné  De 
(leul  être  obtenu  de  deux  manières  différentes,  comme  nous  venoas 
iU*  le  dire;  car,  en  égalant  deux  expressions  de  cette  natare.  on 
arrive  à  une  équation  homogène  entre  F^  et  /,  qui  pouvait  doniifr 

F* 

y-  en  ^  et  A,  c'est-à-dire  une  fonction  de  la  racine  x^.  et  pircoa- 

»/;quent  cette  racine  au  moyen  des  quatre  autres,  puisque  g  ti^ 
un  contiennent  pas  Xq, 

Je  terminerai  cette  Note  par  ce  qui  concerne,  au  même  painl 
de  vue,  l'invariant  gauche,  et  à  cet  effet,  en  posant  comme  plus 
haut 

j'emploierai    les    relations    suivantes   qu'il   est   aisé    de    >érifier, 

bavoir 

2(a:v-a7,)F,G3  =  H^'-+-GA', 

2(j:,-a-5)H,Hv=FA'-hH/', 
2(ar,-  x,)}\^G,  =  G/'H-  F^, 
2(x,-a7,)GjFv=  H^'— GA', 
2(:r,-^i)F,F3  =  FA'-H/', 

2(a'4-:r5)GiH,=  G/'-F^'. 


FORMES  DU  CINQUIKMB  DEGRÉ.  4^3 

On  en  déduit,  en  les  multipliant  membre  à  membre, 

—  64/^AK  =  a'«FGH(HV'*— G«A'«)rF«A'«-^H«/'»)(GV'*— FV*). 

Ecrivant  ensuite 

Ht^'î— G»A'*=H«(^'*-A'«)  — 4//A'*, 
F«A'._HV'*=F«(A''-/'»)-4^^/^ 

et  observant  qu'on  a 

on  en  conclut  immédiatement 

K  =  a«»  FGH  \FUh  —f)fh  —  //'«] 

x[OH/-g)/g^lg'^] 

et  l'on  reconnaît  que  lu  quantité  par  laquelle  est  multipliée  FGH 
peut  encore  être  mise  sous  la  forme  d'une  fonction  homogène  de 
¥^  et  /. 


H.  —  II.  -2% 


SUR  L'INVARIANT  &AUCHE 

DKS 

FORMES  DU  SIXIÈME  DEGRÉ. 


Salmon,  Algèbre  supérieurcy  trad.   O.  Chemin, 
deuxième  édition,  1890,  p.  568. 


On  doit  au  P.  Joubert  (  '  )  la  découverte  intéressante  de  l'expres- 
sion de  cet  invariant,  qui  est  du  quinzième  ordre,  au  moyen  des 
racines  de  la  forme  proposée.  Représentons  cette  forme  par 

et  posons 

Uo  =[x^Xo{Xi-^  Xjt^  Xi Xi) -h  XiT^(X^-\-  Xo—Xf  —  Xz) 

-h  J-iXiiXi  -+-  ^-4  —  X^—Xo)]j 

Vy  =  \x^XQ{X^-i-  X^  Xy  —  Xi)-h  X^Xfi  J-^-h  J?o ^i  ^4  ) 

-+-^3^V(^1  -hXf—  X^—Xo)]y 

y^\  =  [x^XoiXi-h  X'^~  xi  —  X3  ) -4- X, :r3 (  J7« -+-  Xq — Xf  —  Xi,) 

-+-  TiX,,(  Xi  -h  Xi    -  X^ Xo)]. 

En  convenant  de  désigner  par  U/,  V/,  W/  ce  que  deviennent  ces 
expressions,  en  ajoutant  le  nombre  k  aux  indices  des  racines  pris 
suivant  le  module  5,  on  aura  la  valeur  suivante  de  Tinvariant 
gauche  du  quinzième  ordrç,  savoir  : 

K  =  a'sUoL,U5r,LvVoV,V2V,V^\VoW,W,W3W4, 

(')  Voir  Comptes  rendus,  i.  L\IV,  1867  (ï)»  P-  '026. 


SUR 

LA  THÉORIE  DES  POLYNOMES  HOMOGÈNES 

DU  SECOND  DEGRÉ  ('). 


Note  VI  du  Programme  détaillé  d^un  Cours  d* Arithmétique,  d'Al- 
gèbre et  de  Géométrie  analytique,  par  Gerono  et  Rognet,  4*  édition, 
Paris,  IVlallet-Bachelier,  i856,  p.  i54. 


Les  propriétés  des  polynômes  homogènes  du  second  degré 
à  plusieurs  variables  sont  utiles  à  connaître  dans  beaucoup  de 
questions  d'Algèbre  et  de  Géométrie  analytique.  Nous  allons  exposer 
dans  cette  Note,  d'après  M.  Hermite,  celles  qui  nous  paraissent 
les  plus  importantes,  et  dont  la  démonstration  n'exige  que  les 
premiers  éléments  du  calcul.  Voulant  d'ailleurs  que  Tétude  de  ces 
démonstrations  soit  un  exercice  pour  les  élèves,  nous  considérerons 
le  plus  souvent  un  cas  particulier  de  manière  à  en  bien  faire  saisir 
l'esprit;  après  avoir  mis  ainsi  en  évidence  tout  ce  qu'il  faut  con- 
naître pour  traiter  le  cas  général,  nous  laisserons  à  chercher 
l'expression  analytique  la  plus  étendue  des  raisonnements  et  des 
méthodes  exposés  dans  un  cas  spécial.  On  aura  de  la  sorte  à  traiter 
des  questions  d'algèbre  faciles  en  elles-mêmes,  car  la  voie  pour 
arriver  au  résultat  sera  bien  indiquée  à  l'avance,  et  aucun  autre 
exercice  ne  paraît  plus  profitable  pour  arriver  à  connaître  et 
à  employer  avec  sûreté  l'instrument  du  calcul  algébrique.  Nous 
pensons  aussi  qu'on  parviendra  par  là  à  mieux  saisir  et  conserver 
dans  son  esprit  les  diverses  propositions  dont  nous  allons  nous 


(*)  Nous  insérons  ici  une  Note  Sur  la  théorie  des  polynômes  homogènes  du 
second  degré  extraite  de  l'Ouvrage  indiqué  de  Gerono  et  Rognet.  Cette  Note 
n'est  pas  signée  et  porte  seulement  la  mention  :  a  d'après  M.  Hermite  »;  mais 
nous  savons  qu'elle  a  été  rédigée  par  Hermite.  Quoiqu'elle  soit  surtout  intéres- 
sante au  point  de  vue  de  l'enseignement,  il  nous  a  paru  qu'elle  méritait  d'être 
reproduite.  E.  P. 


|JU^  0EUVRB8    DE    CHARLES     HBRMITE. 

KHvu|>er.  Comme  elles  reposent  en  grande  partie  sur  quelques  pro- 
l^riêlés  lies  quantités  qui  se  présentent  dans  la  résolution  d^un 
$\sl^me  d'équations  du  premier  degré  à  plusieurs  inconnues,  nous 
v^^mlU*ncerons  par  rappeler  en  quelques  mots  celles  dont  nous 
kVrtuis  usage. 

I.  —  Des  déterminants. 


(«ousidérons  n  H-  i  équations  du  premier  degré  à  /i  -h  i  incon- 
uuos«  dont  les  coefficients  soient  des  quantités  littérales,  savoir  : 

ax      -^  by      -\-cz      -+-...-hAm      =  K, 
a'x     -\-b'y     -Jt-c'z     -+-...-+- A' a     =  K', 


l«e  dt^nominateur  commun  des  valeurs  des  inconnues,  qu'on  en- 
M^îgue  ù  former  en  Algèbre,  et  qui  dépend  seulement  des  coeffi- 
cî^utH  do  ces  inconnues,  a  reçu  le  nom  de  déterminant^  et  se 
dô^it^ne  par  la  notation  abrégée 

a        b        c       ...       h 
a'       b'       c'      ...      h' 


V^> 


a«'     6^"'     c^"'     ...     h'"' 
Ainsi,  par  exemple,  pour  deux  équations  à  deux  inconnues. 


ax  -i-  by  =  K, 
a'x  H-  b'y  —  K  , 


OU  OC  ri  m 


ab'-ba'  = 


a      b' 


Pour  trois  équations  à  trois  inconnues 


ax  ^- by  -1-0  3  =  K. 
a'x  -*-  b'y  -*-  c' z  =  K'. 
a'x^b'r^c'z  =  K', 


vku  écrira  de  même 


i  ^      ♦#/»*  i'  »  -^r  «r  -»-  Tel  b'  —  cb  a*—  ac  b'  —  6a  c'  = 


a 
a' 
a' 


b 
b 
b' 


c   « 
c*    .. 
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Parmi  les  monômes  qui  entrent  dans  le  déterminant  (i)  déve- 
loppé, on  distingue  celui  qui  sert  à  former  tous  les  autres  par  des 
échanges  de  lettres,  savoir  :  aV é ^  . . .,  h^"^.  On  lui  donne  le  nom 
de  terme  principal,  et  il  est  toujours  affecté  du  signe  -h.  Ainsi  aV 
et  aV (?  sont  respectivement  les  termes  principaux  des  détermi- 
nants (2)  et  (3).  Des  diverses  propriétés  des  déterminants  qui 
découlent  immédiatement  de  leur  loi  de  formation,  nous  énon- 
cerons celles-ci,  qui  seront  utiles  plus  tard  : 

i"  L'expression  développée  du  déterminant  (i)  a  la  forme 

Aa -4-  B6 -H  Ce -+-. .  .-h  HA, 

où  A,  B,  C,  ...,  H  sont  des  quantités   indépendantes   de  a,  6, 
c,  ...,  A. 

2"  Un  déterminant  s'évanouit  identiquement  lorsque  deux  lignes 
horizontales  ou  deux  colonnes  verticales  sont  composées  des  mêmes 
termes.  Ainsi,  par  exemple, 

abc 
=  ab  —  a6  =  o, 


a 
a 


b 
b' 


c 
if 


a     a 
a'    a' 


=  aa  —  aa  =  o, 


a  a  c 
a'  a'  c' 
a'    a'    tf 


=  o, 


=  o. 


3'*  Un  déterminant  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  remplace 
les  colonnes  verticales  par  les  lignes  horizontales,  de  manière  que 
le  terme  principal  reste  le  même.  Ainsi,  par  exemple, 

%     b  a    a' 

i'    b'     ^     b     b' 


=  ab'—  ba\ 


Les  deux  premières  de  ces  propositions  se  trouvent  démontrées 
dans  les  Traités  de  M.  Lefébure  de  Fourcy  et  de  M.  Briot;  nous 
laissons  comme  exercice  à  trouver  la  démonstration  de  la  troi- 
sième. Mais  une  autre,  qui  recevra  d'importantes  applications, 
nous  reste  à  établir;  et  nous  allons  d'abord  la  présenter  dans  le  cas 
le  plus  simple. 

Considérons  à  cet  effet  les  deux  fonctions  linéaires 

ax  -+-  by^ 
a'x  -+-  b'y. 
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et  supposons  qu'on  y  remplace  x  eX.  y  par  ces  expressions, 

jr  =  aX-ha'Y, 

elles  deviendront  respectivement 


(aa  -}-6PjX-+-(aa'  -h6p')Y, 


OU,  pour  abréger. 


AX 
A'X 


BY, 
B  Y. 


Cela  posé,  je  dis  que  le  déterminant 

b 
b' 


a 
a' 


et 


A     B 
A'     B 


sera  égal  au 


produit  des  deux  déterminants 

La  vérification  se  fait  sans  difficulté,  dans  ce  cas  très  simple, 
mais  on  peut  éviter  tout  calcul  en  raisonnant  comme  il  suit. 
Considérons  les  deux  équations 


(4) 


\  ax  -+-  by  =  K, 
I  a'x-hb'y  =  K'. 


On  sait  qu'en  les  résolvant  on  trouvera,   pour  le   dénominateur 
commun  des  valeurs  de  x  et  )*,  le  déterminant 


a 
a' 


et  de  la 


même  manière,  relativement  aux  deux  autres  équations 


(^) 


(  AX   -+-  BY    =  K, 
\    -^'X-f-B'Y  =  K', 


le  dénominateur  commun  des  valeurs  de  X  et  Y  sera  le  déterrai- 
A     B 


nant 


A'    B' 


•  Or,  on  peut  trouver  X  et  Y  par  les  équations 


x  =  ol\  -f-a'Y, 


quand  on  y  aura  mis,  au  lieu  de  x  et  v,  les  valeurs  fournies  parles 
équations  (4).  Maintenant,  et  sans  qu'il  soit  besoin  d'effectuer  ces 
calculs,  on  doit  voir  qu'en  raison  des  valeurs  fractionnaires  de  x 
et  y,  on  trouvera  pour  dénominateur  commun  de  X  et  Y  le  pro- 


duit  des  dëterminanls 
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*    a     b    \         I  a     a' 


b' 


et 


P     ?' 
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Ainsi  ce  produit  doit 


IA      B    I 
I  qui,  d'après  les  équations  (5), 
A'     B    I 

représente  aussi  le  dénominateur  des  valeurs  de  X  et  Y. 

A  la  vérité,  cette  démonstration  n'est  pas  entièrement  rigou- 
reuse, mais  elle  met  immédiatement  sur  la  voie  du  théorème 
général  que  nous  allons  énoncer  en  prenant  pour  exemple  les  trois 

fonctions  linéaires  : 

ax  -+-  by  -h  c^, 

a'x  H-  by  -hc'-i, 
d'jc-hb'y-k-c^z. 

Concevons  qu'on  y  mette,  au  lieu  de  ^,  y^  5, 

ar=aX-ha'Y-ha'Z, 

elles  deviendront  respectivement 

(aoL  -+-6p  -f-cY)  X-H(aa'  -+-6jJ'  -4-07')  Y-h  (na'  -f- 6^'  -+-cy'')Z, 
(a'oL  -hb'^-h  c'y)  X  -h  (a' a'  -+-  b'^'  -+-  c'f)  Y  -h  (a' a'  -h  6'P'  -h  c'y')Z, 
(a'a -h  6'P -+- c'y)X -h  (a'a'-+- 6'P'-h  c'y')Y -h  (a'a'-f.  6'?'-f.  c'y')Z, 

ou,  pour  abréger, 


AX   -+-BY   -f-CZ, 
A'X-4-B'Y  -hC'Z, 
A^X-^-B-'Y-i-CZ. 

►n  aura  comme  précédemment  l'équation 

ABC 
A'     B'     C 
A'    B*    C 

= 

abc 
a'     b'     c' 
a'    b'    c" 

X 

a     a'     a' 

?  P'  p' 

Y    Y'    Y" 

L^  déiponstration  complète  $e  déduit  de  la  loi  méfne  de  formation 
des  déterminants;  mais,  comme  elle  offre  peu  d'intérêt  p^r  ^lle- 
méme,  nous  l'omettrons,  en  insistant  néanmoins  sur  la  nécessité 
de  bien  se  pénétrer  du  théorème  qui  va  bientôt  trouver  d'impor- 
tantes applications. 
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II.  —  De  FixiTariant  des  polynômes  homogènes  du  second  degré 
et  du  polynôme  adjoint 

On   nomme   polynômes   homogènes   du    second   degré   des 
expressions  telles  que 

Aar*  -h  K'y^  h-  A'^*  -^  i  Byz  -h  7.B' zx -\- 7.  B'ay,     ...  ; 

ce  sont  ces  expressions  dont  nous  allons  étudier  les  propriétés,  en 
considérant,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  les  cas  particuliers  les 
plus  simples,  et  laissant  aux  élèves  à  généraliser  les  énoncés  et  les 
démonstrations. 

La  première  que  nous  allons  considérer  dans  le  cas  du  polynôme 
à  deux  indéterminées  seulement 

A J7*  -h  2  Bxy  -h  Cy^, 
consiste  en  ce  que,  si  Ton  y  remplace  x  eiy  par  ces  formules 

x=za\  -hbY, 

y  =  a'X-h  b'Yj 

il  se  transformera  en  un  polynôme  qui  est  encore  homogène  et  du 
second  degré  par  rapport  aux  nouvelles  indéterminées  X  et  Y. 
Ce  polynôme  sera  ainsi  de  la  forme 

les  coefficients  ayant  ces  valeurs  : 

iX  =  Aa*  -h  iBaà  -h  G  a'*, 

UJ>  =  A  a6  H-  B  (^  ah'  -+-  6a'  )  -h  G  a'  h\ 

e  =  A6«   -H2B66'-hG6'«. 

Celte  propriété  très  simple  conduit  nalurellemenl  à  se  proposer  la 
question  suivante  : 

Etant  donnés  deux  polynômes  quelconques,  tels  que 

Aj-*  -r-'iBxy    -4- G^*, 
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est-il  toujours  possible  de  déduire  le  second  du  premier  en  y  fai- 
sant une  substitution  de  la  forme 

X  =  aX  -h  6Y, 
Y=a'X-hb'Y? 

Le  problème  admet-il  un  nombre  fini  ou  infini  de  solutions; 
est-il  résoluble  en  prenant  pour  les  coefficients  de  la  substitution 
des  quantités  réelles,  les  coefficients  des  polynômes  donnés  étant 
eux-mêmes  supposés  réels? 

Notre  principal  objet  dans  cette  Note  sera  d'établir  quelques- 
uns  des  principes  qui  servent  à  résoudre  ces  questions  et  de  mon- 
trer comment  ils  s'appliquent  à  la  Géométrie  et  à  l'Algèbre; 
faisons  aussi  observer  en  passant  qu'une  branche  étendue  des 
Mathématiques,  T. Arithmétique  supérieure,  trouve  également  son 
point  de  départ  dans  la  comparaison  des  polynômes  homogènes  du 
second  degré,  lorsqu'on  suppose  que  les  coefficients  des  polynômes 
et  ceux  des  substitutions  sont  des  nombres  entiers. 

Nous  commencerons  par  établir  qu'un  polynôme  du  second 
degré  à  n  indéterminées  est  toujours  réductible  à  la  somme 
de  n  carrés  de  fonctions  linéaires  de  ces  indéterminées.  Observons 
pour  cela  qu'en  ordonnant  ce  polynôme  par  rapport  à  l'une  des 
indéterminées  que  nous  nommerons  x  pour  fixer  les  idées,  il 
prendra  la  forme  suivante  : 

B  étant  une  fonction  linéaire,  et  G  une  fonction  homogène  du 
second  degré  des  n  —  i  indéterminées  restantes.  Or,  on  peut 
écrire 

Aar«-4-5iBx^-C=  I(Aar-HB)«-h  i(AC  — B«), 
A  A 

et  mettre  ainsi  en  évidence,  d'une  part  le  carré  de  la  fonction 
linéaire  Aa:  -+-  B,  et  de  l'au  tre  un  polynôme  homogène  k  n  —  i  indé- 
terminées, AG  —  B^,  multiplié  par  la  constante  j-  Gela  posé,  on 

opérera  sur  ce  nouveau  polynôme,  comme  sur  le  proposé,  et  on  le 
décomposera  encore  en  deux  parties,  à  savoir  :  le  carré  d'une 
fonction  linéaire  et  un  polynôme  k  n  —  a  indéterminées*  Gonti- 
nuant  donc  de  proche  en  proche  les  mêmes  opérations,  il  est  clair 


44^  (EUVRKS  DE  CHARLES  HBRMITB. 

qu'on  parviendra  à  la  réduction  annoncée  quand  on  aura  épuisé 
toutes  les  indéterminées.  Par  exemple,  soit  le  polynôme 

/■  =  ar*  -+-  2^K*  -+-  ^*  -+-  iyz  -h  a zar  -4-  2xy, 

on  écrira  successivement 

/=  ar*-+-  'ix(y  -^  z)-k-  iy^-h  Ay*  -♦--«*=  {x  -^y  -h  ^)'-+-^*h-  2j^j, 
y^^iyz  =  {y^z)^—z^, 

et  il  viendra 

/=  (a? -+-7  H- «)»-+- (^ -4- ^)*— ^*. 

Plus  tard,  cette  réduction  sera  étudiée  attentivement;  actuelle- 
ment, nous  nous  bornons  à  remarquer  qu'elle  peut  s'effectuer  de 
plusieurs  manières,  en  commençant  chaque  opération  par  l'une 
ou  par  l'autre  des  indéterminées,  et  que,  pour  arriver  effective- 
ment à  une  somme  de  carrés,  de  fonctions  linéaires,  il  peut  être 
nécessaire  d'introduire  des  quantités  imaginaires  dans  les  coeffi- 
cients de  ces  fonctions.  Ainsi,  dans  l'exemple  précédent,  il  faudrait 
écrire 

f={x^y^zy-^iy^  ;5)î^(^/=l)V 

Quoi  qu'il  en  soit,  et  sans  insister  sur  d'autres  particularités,  nous 
allons,  comme  il  suit,  en  tirer  la  notion  de  Vinvariant. 

Considérons  le  cas  le  plus  simple  du  polvnoine 

que  nous  mettrons  sous  la  forme 

A  x'  -f-  2  B XK  -^  C  K*  =  (  a  j-  -t-  by  )*  -r  (  «' jr  H-  b'y)'^. 

Celle  équation  ne  suffira  pas  pour  déterminer  les  quatre  quan- 
tités a,  b.  a\  b' ;   mais  il  est  très  facile  de  trouver,  en  fonction 

a     b 

a'     b' 


de  A,  B,  C,  le  déterminant 


En  effet,  soient  pour  un  instant 

\   \  =  ax  -h  bvj 

(   V  =  a'x  -+-  b'yy 

(le  sorte  que  Ton  ait 

Ax«-+-  alixv-^  C>*=  X«-r  Y». 
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En  prenant  successivement  les  dérivées  des  deux  membres  de 
cette  équation  par  rapport  k  a;  et  y^  et  divisant  par  2,  il  viendra 

Xx  -\-By  =  aX  -4-  a' Y, 
Hx-^Cy  =  b\-hb'Y. 

Or,  X  et  Y  ayant  les  valeurs  définies  par  les  équations  (i),  on 
pourra  égaler  les  déterminants  relatifs  aux  fonctions  linéaires 

et 

aX-+-a'Y, 

6X-+-6'Y; 

mais,  d'après  un  théorème  établi  au  paragraphe  I,  le  second  de 
ces  déterminants  sera  égal  au  produit 

I   a     b 


a    a 
b     b' 


b' 


ou  même  à 


a     b 
a'    b' 


;  car,  d'après  une  proposition  énoncée  au  pa- 
ragraphe I,  un  déterminant  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  met 
les  lignes  horizontales  à  la  place  des  colonnes  verticales.  Nous  en 
conclurons  la  relation  à  laquelle  nous  voulions  parvenir,  savoir  : 


A    B 

B    G 


a     b 
a'    6' 


Or,  la  fonction  des  coefficients  du  polynôme  A.J?^  -+-  28x^4-  Ç/', 
à  laquelle  nous  sommes  ainsi  conduits, 

I  A    B 


B     G 


=  AG  -  B», 


est  ce  qu'on  appelle  Y  invariant  de  ce  polynôme.  Cette  dénomina- 
tion, proposée  par  M.  Sylvester,  célèbre  géomètre  anglais,  se  trouve 
justifiée  par  le  théorème  suivant  : 

Soit 

o;i,x«-i-2iibXY-+-aY* 

la  transformée  du  polynôme  proposé  par  la  substitution 

a?  =  aX  -♦-  a' Y, 
r  =  pX-f-P'Y; 
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je  dis  qù!on  aura 


iib   e 


A     B 

B     C 


P     P' 


c'est-à-dire  que  l' invariant  se  reproduira  dans  toute  trans- 
formée^ multiplié  par  le  carré  du  déterminant  de  la  substitu- 
tion. 

En  effet,   effectuons  la  substitution  considérée  dans  les  deui 
membres  de  l'équation  identique 

et  posons,  pour  abréger, 

a(aL\-^0L'Y)-hb{^X-h?'\)  =  pX-hq  Y, 
a'(aX-f.a'Y)-+-6'(pX-t-P'Y)  =  /?'X-h^'Y, 

on  en  déduira 

JUX«-i- aifeXY -f.  eV»  =  (^X -f.  ^  Y)«H-(/?'X -t- ^' Y)*, 
et,  par  suite. 


P     9  \* 

p  y'  r 


Mais,  d'après  le  théorème  sur  la  multiplication  des  déterminants, 
on  a 


P     <1 
P'    9' 


a     b 
a'     b' 


X 

a     %' 

?  ?' 

et  il  en  résulte  immédiatement,  après  avoir  élevé  les  deux  membres 
au  carré,  la  relation  qu'il  s'agissait  d'établir 


.\.  \Jb  ' 

A     B 

a     % 

=r 

X 

\jb   e 

B     C 

3  P' 

Avant  d'aller  plus  loin,  donnons  encore  Ténoncé  des  théorèmes 
analogues  pour  les  polynômes  à  trois  indéterminées,  afin  de  rendre 
plus  facile  la  recherche  des  énoncés  les  plus  généraux. 

Soil,  à  cet  effet, 

=  Ax»-^  A' >'«-*-  A'i*-^-  2 B  ri  -h  1  B'zx -hiWxy, 
ce  qu'on  nommera  Tiuxariant,  sera  le  déterminant  relatif  aux  trois 
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fonctions  linéaires 


445 


c'est-à-dire 


C^) 


A  B"  B' 
B*^  A'  B 
B'     B     A' 


i/;=  B'a:-+-A>-4-Bz, 


=  AA'A'-H2BB'B'— AB«— A'B'»— A'B'ï, 


et  Ton  aura  le  théorème  suivant  : 
Soit 

^\^-h  «V  Y«-+-  .VZ»-h  2  \S\>  YZ  -+-  2  Ub'ZX  H-  2  Ub'XY 

ta  transformée  déduite  de  f  par  la  substitution 

jr  =  atX-i-a'Y-+-a'Z, 
j.  =  pX-HP'Y  +  P'Z, 
z  =  YX^Y'Y-f.Y'Z, 

V invariant  de  cette  transformée  sera  égal  à  V invariant  de  f 
multiplié  par  le  carré  du  déterminant  de  la  substitution. 

Ainsi  on  aura 


X 

Ub' 

\lb' 

Db* 

X 

llb 

= 

Ub' 

l)b 

X' 

A 

B" 

B' 

B' 

A' 

B 

X 

B' 

B 

A' 

T    Y'    / 

Les  applications  que  nous  ferons  plus  tard  de  ces  théorèmes  en 
montreront  toute  l'importance,  mais  dès  à  présent  nous  allons  en 
faire  voir  l'usage,  en  nous  proposant  de  calculer  l'invariant  de  cette 
forme  particulière 

Au  lieu  d'appliquer  la  formule  (a),  après  avoir  développé  le 
carré  de  a  a: -h  p^-l-y^,  pour  mettre  en  évidence  les  coefficients 


446  OEUVRES    DE    CHAHLBS    HERMITB. 

des  carrés  et  des  rectangles  des  variables,  on  fera 

J7  =  X, 

r  =  Y, 

ax  -^  ^y  -h  ^z  =  Z; 

d'où  résultera  cette  conséquence,  que  le  polynôme  proposé  est  la 
transformée  de 

(3)  AX»-+-2BXY-4-CY«-}-Z«, 

par  la   substitution  précédente,   dont  le   déterminant  se  réduit, 
comme  on  le  reconnaît  aisément,  à  y. 

L'invariant  cherché  sera  donc  celui  du  polynôme  (3)  multiplié 
par  Y^,  c'est-à-dire,  en  appliquant  la  formule  (2),  égal  à 

Y*(AC-B»). 

La  notion  d'invariant  bien  comprise,  passons  à  celle  du  polynôme 
adjoint,  qu'il  importe  également  d'établir. 

Pour  cela,  nous  considérerons  encore  le  cas  le  plus  simple  des 
polynômes  à  deux  indéterminées,  /=  A^*-f- 26^^ -|- Cj^*,  et 
nous  rappellerons  en  premier  lieu  le  théorème  bien  connu  qui  est 
exprimé  par  cette  relation 

Cela  posé,  cherchons  ce  que  devient  /,  quand  on  y  remplace  x 
et  y  par  les  indéterminées  j:»  et  j-q,  liées  aux  précédentes  par  les 
relations 

'  /•'  —  '  /•'  _ 

En  nommant  cp  le  résultat  cherché,  qui  sera  un  nouveau  poly- 
nôme du  second  degré,  aux  indéterminées  Xq  et  yo,  on  aura  ces 
trois  équations. 


entre  lesquelles  il  s'agit  d'éliminer  ût  eiy.  Pour  cela,  multiplions 
membre  à  membre  successivement  la  première  et  la  troisième,  la 
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seconde  et  la  troisième,  il  viendra  ainsi 


^?/i=^o(a:jro^-7ro), 


:;  ?/j  =  ro (^^0 -H XTo )  î 


équations  homogènes  et  du  premier  degré  en  x  et  y. 

Le  résultat  de  l'élimination  de  ces  deux  indéterminées  s'ob- 
tiendra donc  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  relatif  aux  deux 
fonctions  linéaires 

de  sorte  que  »  sera  déterminé  par  cette  équation  : 

9  A  —  jrj  <p  B  —  XqJTq  j  ^ 

çB  — xoj^o     ?^— rî       I  "" 

Dans  un  instant  il  sera  prouvé  que  ce  déterminant  contient  le 
facteur  ^ .  Ainsi  l'on  arrive  bien,  après  la  suppression  de  ce  facteur, 
à  une  équation  linéaire;  mais  ce  qu'il  importe  tout  d'abord  de  bien 
saisir,  ce  sont  les  propriétés  du  polynôme  en  Xq  et  yo,  déterminé 
par  l'équation  que  nous  venons  d'obtenir. 

Observons  à  cet  effet  qu'en  posant 

on  aura 

Le  déterminant  ci-dessus  n'est  donc  autre  chose  que  l'invariant 
de  tj^,  considéré  comme  fonction  de  x  et  y.  D'après  cela,  faisons 
dans  ce  polynôme  la  substitution  quelconque 


!•     '    fiw-    (   M»^  .^''.ni«r  m»»    iiiii*    jiiiïr  i«iii.    n.t-    "h^-ut-aiu  le  "iî 

:/^   I'.-  i> 

I    ^\  -X7  iB  --r.r. 

sB— X,  r,      i  .  —  rj 


Ni^ 
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et,  par  suite,  à  celle-ci,  après  avoir  divisé  par  ç^^ 

A      B      iFo 

X  o  = 


449 


B      G     j^o 

^0      Vo      ® 


Cette  transformation  de  déterminants  nous  montre  que  le  terme 
indépendant  de  o,  dans  Téquation 


çpA  — arj         ?B--a?oJ^o 


=  o, 


çB  — j-o^o     ?G— jK? 
doit  disparaître  de  lui-même.  Cela  posé,  soit  pour  un  instant 

=  e(A,B,G); 


A,  B 

B,  G 


cette  équation  pourra  s'écrire 

e((pA  — ojj,  «B— a?oro,  ?G— 7j)=o, 
et  Ton  tirera,  en  développant, 

cp«e(A,  B,G)-cp|e;a:j-heUoro-+-QcrSj  =  o; 

d*où  enfin 

'^""  e(A,  B,  G) 

C'est  là  le  résultat  définitif  auquel  nous  voulions  parvenir;  et  le 
polynôme  en  Xq  et  y^  qui  se  présente  comme  numérateur  de  (f 
est  ce  que  nous  nommerons  avec  Gauss  le  poljnome  adjoint  de 
Ax^-h  aBj:;^-!-  Cy'^.  Maintenant  il  ne  nous  reste  plus,  pour  ter- 
miner ce  sujet,  qu'à  donner  quelques  indications  propres  à  faciliter 
aux  élèves  l'extension  au  cas  général  des  raisonnements  et  des 
calculs  précédents. 

Soit,  par  exemple,  le  polynôme  à  trois  indéterminées 

/=  Aar^-h  X'y^-^  X'z*-\-  2Byz-\-  iB'zx  ■+■  ^B'xy. 
En  prenant  pour  point  de  départ  la  relation 

il  s'agira  de  trouver  ce  qu'il  devient  en  substituant  k  x,  y,  z  les 
H.  -  II.  29 
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indéterminées  nouvelles 

^0=-/i,  rO=-/yi  *0=-U 

Nommons  tf  le  résultat  cherché;  on  sera  conduit  aux  quatre  équa- 
tions 

desquelles  on  déduira  d'abord 

;?/i=^o(^^o-+-JToH-  -«o), 
;  ?/r  =  J^o  (  ^^0 -^  ^'o -H  3«o  ). 

On  observera  ensuite  qu'en  posant 

l'  =  ?/  — (^^o-«->7o-+-«^o)*, 
t^lloH  doviennent  simplement 

^\  \\n\  en  conclura  que  l'équation  pour  déterminer  ©  s'obtiendra 
«>u  t^^alant  à  zéro  Finvariant  du  polynôme  i.  D'ailleurs  cet  inva- 
\m\\y  i\  savoir 

jpA— a-;  çB'— Xo^o     9B'— Xo5o 

(pB"— j?oK      O-V  — ^î  çB  —  jo-zo 

qW  —  ToZo      oB— ^0^0     ©A'— 5* 

»ora  Miisceptible  de  la  transformation  exprimée  par  Téquation  sui- 
>MUlt' 

A     H'     B'     xo 


ir   A'    B   ^0 

M      H     A"     5o 


©A— j-J  oB'— j'o^'o     ?B— ioJ^o 

oB"— XoVo     ?A  — ^J  ©B  —  Ko^o 

oB' — Zo^o     ©B  —  ^o*«      ?^'^*l 
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à  laquelle  on  parviendra  en  cherchant  Finvariant  du  polynôme  à 
quatre  indéterminées 

X  =  4^ -4- (  araro -4- ^^o-f-««o -+-?")*. 

Les  choses  ainsi  préparées,  en  posant 


A  B'  B' 
B'  A'  B 
B'     B    A' 


=  e(A,A',A',  B,  B',  B'), 


on  donnera  à  Téquation  en  '^  la  forme  suivante 

6(<pA  — 07»,  ^X'^yl,  <pA'— zj,  çB  — ^o-so»  ^B'—XoZq,  ©B'  — a?oro)=  «• 

Or,  dans  cetle  équation,  les  termes  ç'  et  (p^  existeront  seuls,  et, 
après  avoir  développé,  ou  en  tirera 


? 


e(A,A',  A',  B,  B',  B'') 


Cela  posé,  le  numérateur  de  cette  expression  sera  le  polynôme 
adjoint  dey,  et  o  lui-même  donnera  lieu  au  théorème  suivant  : 

Supposons  qu* en  faisant  la  substitution 

j.  =  pX^P'Y-f-p'Z, 

y  se  change  en 

F  =  XX«-t-  JU'Y«-4-  X'Zï-h  aili,  YZ  -h  2ilJ>'ZX  -f-  aDb'XY, 

(f  restera  invariable  j  si  Von  y  remplace  les  coefficients  de  f  par 
ceux  de  F,  et  qu^ony  mette  en  même  temps,  au  lieu  de  x^^  y^j 
Zqj  les  fonctions  linéaires 

En  terminant,  nous  remarquerons  que  la  forme  explicite  du 
polynôme  adjoint  de 

Xx^-hiBxy -i- Cy* 
est 

Cxi  —  ^Bxoyo-^-  \yl, 
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el  que  la  forme  explicite  du  polynôme  adjoint  de 

Xx^-\-  \'y^-^  X" z^ -h  iByz  -^  2B' zx  -h  ^B' xy 


est 


(A'A'-B«)arî-f-(A'A-  B'«)>'î -h(  AA'— B"»)^» 

-f- a(B'B'— AB)j^o^o-f- a(B''B  —  A'B')«o^o-H  a(BB'— A'B')a?o7o. 

Elles  nous  seront  utiles  dans  les  questions  suivantes. 


III.  —  Applications  à  la  géométrie  analjrtique. 

La  recherche  des  axes  principaux  dans  les  courbes  du  second 
degré  dépend  de  ce  problème. 
Étant  proposé  le  polynôme 

/=  AX«-f-2BXY-4-GY«, 

déterminer  les  coefficients  de  la  substitution 

:r  =  ctX-f-a'Y, 


^'^  (  j.=  px  +  3'Y, 

et  les  quantités  e,  e',  de  manière  qù!on  ait  identiquement 

(2)  AX»-H2BXY-hGY«=ea7ï-he>î 
et 

(3)  X«-h  Y«  =  a7«-f-^». 

Il  s'agit,  comme  on  voit,  de  trouver  les  valeurs  de  six  quantités 
inconnues,  £  et  e'  d'une  pari,  et  de  l'autre  les  coefficients  de  la 
substitution;  et  pour  cela  on  a,  en  effet,  six  équations  qui  résultent 
de  l'identification  des  termes  semblables  dans  les  relations  (2) 
et  (3).  Mais  nous  éviterons  comme  11  suit  la  considération  de  ce 
système  compliqué  d'équations. 

Désignons  par  X  une  quantité  indéterminée;  on  aura 

(4)  /— X(X*-h  Y2)  =  (e  — X)x*-4-(e'— X)j^«. 

Cela  fait,  cher-chons  l'invariant  du  second  membre. 

L'invariant  du  polynôme  (e  —  X)^'*-|-(e' — ^)^*?  ^^  J  con- 
sidérant a:  et  ^  comme  les   indéterminées   indépendantes,    sera 
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{e  — )^)(e' — ^);  donc,  si  Ton  fait  la  substitution  (i),  l'invariant  du 
polynôme  transformé  sera 


(e_X)(e'-X)x 


a     et 


Maintenant,  si  on  Tégale  à  celui  du  premier  membre,  on  arrivera 
à  la  relation 


A-X        B 
B        C— X 


=  (e-X)(£'-X)x 


et       OL 

P    P' 


Or,  il  en  résulte  immédiatement  que  les  deux  quantités  e  et  e' 
sont  les  racines  de  l'équation  du  second  degré  en  X 


A-X        B 
B        C-X 


=  (A~X)(C  — X)— B«=o. 


Une  autre  conséquence  à  remarquer,  c'est  que,  le  coefficient  de  X^ 
•dans  le  premier  membre  étant  l'unité,  on  a 

a     a' 

Pour  achever  la  solution,  en  regardant  e  et  e'  comme  connus,  on 
fera  successivement,  dans  l'équation  (4)»  X  =  e,  X  =  e',  et  l'on  en 
•déduira  les  valeurs  de  x'^  et^'^,  de  sorte  que  les  fonctions  linéaires 
aX-fa'Y,  pX-hP'Y  peuvent  dès  lors  être  regardées  comme 
<;omplètement  déterminées. 

Passons  à  la  question  analogue  pour  les  surfaces  du  second 
•ordre. 

Le  problème  est  alors  : 

Étant  proposé  un  polynôme  à  trois  indéterminées 

/=  AX«-^- A'Y*-f- A'Z«-4- 2B  YZ -h  2B'ZX -t- îB'XY, 

-déterminer  les  coefficients  de  la  substitution 


<5) 


i  J7  =  a  X  -4-  a'  Y  -h  a'  Z, 
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et  les  quantités  e,  e',  e*,  de  manière  qu'on  ait  identiquement 

X«-hY«-HZ«=    ar«-+-    j^«-+-     ^«. 

Soit,  comme  précédemment,  \  une  indéterminée,  et  déduisons 
de  ces  deux  relations  la  suivante 

(6)        /•-  X(X«-h  Y«-+l  Z«)  =  (ê  —  X)a:«-4-(6'— X)r«-+-(e'—  X)^«. 

Nous  commencerons  encore  par  chercher  l'invariant  du  second 
membre.  Observons,  à  cet  effet,  qu'en  considérant  x,  y^  z  comme 
les  indéterminées  indépendantes,  l'invariant  du  polynôme 


est  simplement 


(e  —  X)x«  -+-(e'—  X)^« -+-(£'—  X)^« 


(e_X)(e'~X)(£'-X); 


d'où  il  résulte  qu'en  faisant  la   substitution  (5),  l'invariant  du 
polynôme  transformé  sera 


(e  — X)(e'-X)(e'-X)x 


Maintenant,  si  on  l'égaie  à  celui  du  premier  membre,  on  arrivera 
à  la  relation 


A— X        B'  B' 

B'       A'-X         B 
B'  B        A'-X 


=  (e  — X)(ê'— X)(£'-X)x 


a     CL'     d" 

P     P'     ?' 

T     Y'     ï' 


Ainsi,   les   quantités   e,   e',    e"   sont  les  racines   de   l'équation  du 
troisième  degré  en  X 

A  —  X        B'  B' 

B'        A— X         B 
B'  B         A'-X 

=  (A  — X)(A'— X)(A'— X) 

-HaBB'B'-(A-X)B«-(A'-X)B'«-(A'— X)B'«=o, 


et  l'on  obtient  encore,  comme  précédemment,  cette  conséquence 
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que  le  carré  du  déterminant 

a     a'     a' 

a  pour  valeur  l'unité,  de  sorte  que  Tinvariant  du  second  membre 
de  la  relation  (6)  se  réduit  à 

(e  — X)(e'— X)(e'— X). 

Il  nous  reste  à  déterminer  les  coefficients  de  la  substitution  (5), 
c'est  à  quoi  nous  parviendrons  en  égalant  les  polynômes  adjoints 
des  deux  membres  de  la  relation  (6).  Mais  nous  avons  d'abord  une 
observation  importante  à  faire.  De  l'identité 

résultent  les  six  relations  suivantes 


(7) 


/   «1  -Hpî  -+.Y»  =1,         a'a'-f-3'p'-4-Y'Y'=o, 


aa'   -1-  pp'  -+-  yy'  =  o. 


Or  il  s'ensuit,  qu'étant  proposé  le  système  d'équations 


(8) 


on  en  tire 


i   a  u 
a'u 

\    OL"  u  -h  ^"V  -H  y'w  =  -20, 


«;  =  YiFu-4-Y>u-t-Y'^o. 

Substituons,  en  effet,  ces  valeurs  dans  les  équations  proposées,  on 
les  trouvera  immédiatement  identiques,  en  vertu  des  relations  (7). 
En  nous  bornant,  par  exemple^  à  faire  la  substitution  dans  la 
première  équation 

aa  -h  pPH-  Y**'  =  ^0, 

on  trouvera  pour  le  premier  membre 

«(«a?o-Ha>o-^a''«o)-^?(Mo-+-  P>o-t- P'^o)-t- y(Y^o-»- Y>o-+-y'*o), 
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ou  bien 
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a7o(a«-4- p«-+-Y')-+-J^o(««'-+- P?'-4-Ty')^-'»o(«'a-+- P'? -H  t'y), 

ce  qui  se  réduit  bien  à  Xq, 

Cette  remarque  faite,  passons  à  la  recherche  du  poljnome 
adjoint  du  second  membre  de  la  relation  (6).  Pour  cela  nous 
aurons  à  effectuer  la  substitution  suivante 


(9) 


«'(e  — X)a:-h?'(e'— X)^-4-Y'(e'-X)^=^o, 
a'(e-X)arH-p''(e'-X)^-^Y'(e''-^)^  =  «o, 


dont  les  premiers  membres  sont  les  moitiés  des  dérivées  du  poly- 
nôme (e  —  'k)x^-h(e' — ^)^^-f-(s*' — ^)^^  prises  par  rapport  aux 
indéterminées  indépendantes  X,  Y,  Z.  Et,  comme  nous  avons  re- 
marqué que  rinvariantde  ce  polynôme  est  (e  —  a)(^'  —  ^)(^ — ^)' 
en  nommant  ç  le  résultat  de  la  substitution  précédente,  le  poly- 
nôme adjoint  sera,  d'après  la  définition  même,  ég^al  à 

cpx(e-X)(£'-X)(e'~X). 

Or,  en  représentant  pour  un  instant  par  w,  ç,  w  les  quantités 
(e  —  X)^,  (e'  —  X)y,  (e* —  X)^,  les  équations  (g)  coïncideront  avec 
les  équations  (8),  ainsi,  d'après  la  résolution  qui  a  été  effectuée  de 
ces  dernières,  nous  trouverons 

a  =(ê  —\)x=  aLXQ-\-  l'y-Q-r-  a'^o, 
i'=(e'-X)^=pa7o-hp>oH-P'^o, 
m'=(ê'— X)  z  =  Y^o-HY'^o-^-Y''2o• 

11  en  résulte  pour  la  transformée  en  a?o,  J^o?  ^o  du  polynôme 

(e_X)^«-h(Ê'-X)7*-+-(e'-X)^«, 
l'expression 

-^  717x0^0-+-  p>o-H  p'^o)*-^-  p^ry  ^"^^«"^  iy<^-^  Y^o)\ 

et  l'on  voit  qu'en  mettant  X,  Y,  Z  au  lieu  de  a?o,  jKo?  ^o?  on  pourra 
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écrire  simplement 

07*  v«  z^ 

^       e  —  A        e' —  A        e' —  X 

d'où  suit,  pour  le  polynôme  adjoint  du  second  membre  de  Téqua- 
tion  (6),  l'expression 

çx(e  — X)(e'— X)(6'-X)=      (e'— X  )(e'- X)ar« 

-+-(£'-X)(e-X)j.«-H(e-X)(e'-X)i5«. 

Cela  posé,  faisons  successivement 

X  =  e, 

X  =  £', 

X  =  e', 

dans  le  polynôme  adjoint  du  premier  membre  de  l'équation  (6), 
savoir/ — X(X^-h  Y^-h  Z*^),  on  trouvera  qu'il  se  réduit  : 

Dans  le  premier  cas  à  (e'  —  e)  (e'' —  e)j:^. 
Dans  le  deuxième  cas  à  (e" —  £')(^  —  ^')y^i 
Dans  le  troisième  cas  à  (e  —  s")(ê' —  e")^^> 

de  sorte  que  les  carrés  des  trois  fonctions  linéaires  qui  nous 
restaient  à  déterminer  étant  connus  par  les  seules  quantités  e,  e', 
e*',  ces  fonctions  elles-mêmes  et  les  coefficients  de  la  substitu- 
tion (5)  sont  complètement  déterminés. 

L'analyse  que  nous  venons  d'employer  s'étend  d'elle-même  au 
cas  d'un  polynôme  à  un  nombre  quelconque  d'indéterminées,  et 
nous  pensons  n'avoir  besoin  de  rien  ajouter  pour  que  les  élèves 
puissent  faire  eux-mêmes  cette  généralisation.  Mais  il  nous  reste 
à  démontrer  que  toutes  les  quantités  dont  nous  avons  donné  la 
détermination  ont  des  valeurs  toujours  réelles. 

Rien  n'est  plus  facile  pour  le  cas  des  polynômes  à  deux  indéter- 
minées 

/=  AX*-t-'2BXY4-GY«. 

En  effet,  nous  avons  trouvé  sous  la  forme  suivante  l'équation 

en  X,  savoir 

(A  — ^)(G  — X)— B*  =  o; 

et  en  suppos^ant,  pour  fixer  les  idées,  A  >>  C,  on  voit  immédiate- 
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ment  qu'en  substituant  dans  le  premier  membre  les  valeurs 

-H  00,        A,        C,        —00, 

il  prendra  les  signes 

-H,      —,      —,      -h. 

L'équation  proposée  a  donc  deux  racines  réelles  :  l'une  plus 
grande  que  A,  l'autre  plus  petite  queC,  et  nous  pourrons  supposer 
que  la  première  soit  e  et  la  seconde  e'.  Cela  posé,  les  valeurs 
obtenues  pour  les  carrés  x'^  et  y'^  donnent,  en  y  faisant,  par 
exemple,  Y  =  o,  les  équations  suivantes 

e  —  e  ^         e  —  6 

et,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  on  reconnaît  qu'elles  sont 
positives;  donc  a  et  ^  sont  réels,  et  il  en  serait  de  même  pour  a' 
et  ^'. 

Abordons  maintenant  la  même  question  dans  le  cas  plus  difficile 
des  polynômes  à  trois  variables. 

Afin  d'indiquer  complètement  tout  ce  qu'il  est  nécessaire  de 
connaître  pour  étendre  au  cas  général  la  méthode  que  nous  allons 
suivre,  nous  démontrerons  d'abord  ce  lemme,  qui  est  important  en 
lui-même  : 

Lorsque  Vinvaviant  d^un  polynôme  homogène  du  second 
degré  se  réduit  à  zéro,  le  polynôme  adjoint  est  un  carré  par- 
fait. 

Considérons,  par  exemple,  les  polynômes  à  trois  variables 
/•=  AX«-h  A  Y*-f- A'Z^H- 2B  YZ -H  2B'ZX -f- iB^'W, 

et  prenons,  mais  sans  supposer  les  coefficients  réels,  la  substitution 
que  nous  avons  précédemment  déterminée  : 

:r  =  aX-ha'Y-ha*Z, 
j.=  ?X^P'Y-f-p'Z, 
3  =  YX-^Y'Y-hY'Z, 

de  telle  sorte  qu'on  ait 
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Nous  avons  trouvé,  quelle  que  soitrindéterminée  X,  le  polynôme 
adjoint  de 

égal  à 

(e'— X)(e'— X)a:«-h(e'— X)(e  — X)7«H-(6  — X)(e'— X)-8«; 

donc,  supposant  X  =  o  et  désignant  par  F  le  poljnome  adjoint 
de/,  on  voit  que  la  substitution  ci-dessus  donnera  en  même  temps 

Cela  posé,  si  l'invariant  de  f  est  nul,  l'équation  qui  a  pour 
racines  e,  e',  e",  savoir 

A  -  X        B'  B' 

B'       A'— X         B 
B'  B        A'—  X 

sera  vérifiée  pour  X  =  o,  de  sorte  que  l'une  de  ses  racines  s'éva- 
nouira. Or  on  voit  qu'alors  des  trois  carrés  dont  se  compose  F  un 
seul  subsistera,  ce  qui  démontre  la  proposition  annoncée. 
Observons  que  dans  le  cas  du  polynôme  à  deux  variables 

celte  proposition  serait  évidente,  car  le  polynôme  adjoint  étant 
alors  S.y'^ — ^Ba^j'-f-Cr^  est  un  carré  parfait  en  même  temps 
que/,  lorsque  l'invariant  AC  —  B^  est  nul.  Ce  seul  cas  nous  suffira 
même  pour  ce  qui  va  suivre,  comme  on  va  voir. 

Mettons  l'équation  en  X,  en  employant  la  valeur  développée  du 
déterminant  sous  cette  forme 

(  (A'~X)[(A-X)(A'-X)-B'»] 
^'^^  \       _[(A  — X)B«— 2B'BB'-f-(A'-X)B'«]  =  o, 

et  considérons  l'équation  du  second  degré 

(II)  (A  — X)(A'—  X)-   B'îrrO. 

On  a  établi  tout  à  l'heure  la  réalité  de  ses  racines,  et  l'on  a 
démontré  qu'en  supposant,  par  exemple,  A  >•  A'  l'une  d'elles  y^ 
était  plus  grande  que  A,  et  l'autre  V  plus  petite  que  A'.  Cela  posé, 
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subslituons  dans  le  premier  membre  de  réquation  les  valeurs 

X=-hao,  Tj,  r/,  — 00, 

les  signes  correspondants  aux  valeurs  extrêmes  seront  — ooet-f-oo, 
et  nous  allons  prouver  que  pour  X  =  y^  il  est  positif,  et  pour  X=t/, 
négatif.  Dans  ces  deux  cas,  en  effet,  la  première  partie  de  l'équa- 
tion (lo)  s'évanouit,  et  la  seconde,  en  y  considérant,  pour  un 
instant,  B  et  B'  comme  deux  indéterminées,  représente  un  poly- 
nôme à  deux  variables,  dontrinvariantégalà(A  —  ^)(A' — X)  —  B** 
s'évanouit  par  hypothèse.  Quels  que  soient  donc  B  et  B',  ce  poly- 
nôme sera  du  signe  de  son  premier  terme;  mais  nous  savons  que 
l'on  a 

A— Tj<o,        A— Tj'>o; 

les  résultats  des  substitutions  ont  donc  les  signes  que  nous  avons 
annoncés.  11  s'ensuit  que  l'équation  en X  a  ses  trois  racines  réelles; 
la  plus  grande,  e,  supérieure  à  ti;  la  moyenne,  e',  comprise  entre  r, 
et  y/;  la  plus  petite,  e",  moindre  que  V-  Et  en  même  temps  on 
obtient  cette  conséquence  que  les  racines  de  l'équation  (i  i)  étant 
comprises,  l'une  entre  s  et  e',  l'autre  entre  e  et  e'^,  le  polynôme 

(A  — X)(A'-X)— B'* 

possède  exactement  la  propriété  caractéristique  de  la  fonction 
dérivée  du  premier  membre  de  l'équation  (9).  On  remarquera 
aussi  qu'il  suit  du  mode  de  détermination  précédemment  obtenu 
pour  les  coefficients  a,  3,  y,  . . .,  qu'on  a  ces  valeurs 

^,,^  (A-e)(A--e)-B-» 
(£'-e)(e'-6)        ' 
^  (A-e-)(A--£')^B'> 

P  (£-£')(£"—£') 

(A-e-)(A--£')^B-» 

Or,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  et  en  ayant  égard  à  Tordre 
de  grandeur  des  quantités  e,  e',  £",  on  reconnaît  immédiatement 
que  ces  valeurs  sont  positives.  Maintenant  il  suffit  d'avoir  prouvé 
que  al'  est  réel,  par  exemple,  pour  en  conclure  que  a'  et  a  le  sont 
aussi.  Comparant,  en  effet,  les  termes  en  YZ  et  ZX  dans  le 
développement  de  (aX  -h  a' Y  -+-  a"Z)2  et  du  polynôme  adjoint  de 


:à^\H 
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f — €(X'''-h  Y^H-  Z^),  on  trouvera  pour  a' a"  et  a" a  des  expressions 
réelles;  donc,  etc.;  et  Ton  raisonnerait  de  même  par  rapport  aux 
quantités  p',  ^'  et  f,  /. 

Nous  terminerons  ce  sujet  en  faisant  remarquer  que  la  méthode 
suivie  pour  établir  la  réalité  des  racines  de  l'équation  du  troisième 
degré  en  X  a  déjà  été  donnée  par  M.  Cauchy,  mais  sous  une  forme 
un  peu  diflerente,  dans  le  troisième  Volume  des  Exercices  mathé- 
matiques. Nous  ferons  voir  aussi,  en  peu  de  mots,  qu'elle  s'étend 
immédiatement  aux  équations  générales  relatives  à  des  polynômes 
homogènes  du  second  degré  à  un  nombre  quelconque  de  variables, 
équations  qui  s'offrent  dans  la  détermination  des  inégalités  sécu- 
laires des  éléments  du  mouvement  elliptique  des  planètes. 

Considérons  à  cet  effet  l'équation  en  \  de  degré  /ï  4-  i»  dont  le 
premier  membre  serait  le  déterminant 


An^,= 


«1,1 — ^  «l.î 

«î,l  «î.î—  ^ 


«I,n 


«l,n-t-I 


ûtn,l  «/i,î  •••      ««,n — ^  «/i,rt-»-l 

««-+-1,1         «n-t-l,î        •••        «n-+-t,/i        «/ï-Hl,n-t-i — ^ 

les  quantités  a,  j  vérifiant  pour  toutes  les  valeurs  des  indices  la 
condition  aij=  ay^,.  Nous  supposerons  qu'on  ait  démontré  la 
réalité  des  racines  de  l'équation  analogue,  mais  de  degré  /i,  dont 
le  premier  membre  serait  le  déterminant 

ai,i  — X        a,,,         ...         ai,« 
«j,t        «î,î— X     ...         ai,« 


An  = 


«n,t 


«/i,t 


«n,/t—  ^ 


et  nous  nommerons  ces  racines,  rangées  par  ordre  croissant  de 

grandeur, 

TQlï     T^t»     ""^s,     -..î     Tfin. 

Nous  supposerons  aussi  qu'on  ait  démontré  que  le  déterminant 
déduit  du  précédent,  en  supprimant  la  dernière  colonne  verticale 
et  la  dernière  ligne  horizontale,  savoir 

«M — ^  «M  •••  «l,/i-l 

«1,1        «î,t— ^     •••  «i,/i-i 


An-.,= 


«/i-l,l  «/i-t,l 


«/i    l,/i-l— ^ 
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.ya«i<«^  U  propriété  caractéristique  de  la  dérivée  première  de  Ar, 
4f?!:«e  pdur  rapport  à  X,  c*est-à-<lire  que,  si  Ton  y  fait  les  substitu- 

^  =  ^jlï       ^lî»      ""il-       •  •  •»      ""iw 

les  >içaes  des  résultats  seront  respectivement 

et  lie  présenteront  que  des  variations.  Cela  posé,  nous  décompose- 
r«>u>  Xt+i  ^n  deux  parties  comme  il  suit  : 


-^«H-l  = 


«1,1  —  A 

«M 

«l,« 

o 

«J.t 

a^,,— X     . 

«1,« 

o 

«ni 

«/I,î 

. . .    «a,»  — 

X 

o 

O 

o 

o 

«ltH-I,«-»-| X 

«1.1—  >- 

«I.S 

«!.« 

<*«,«-HI 

«î.l 

a,,t— X 

«î.« 

«1,#H-I 

«/!,! 

«n.î 

•  •    ««.«  — 

X 

<»«,«-»-l 

«n-»-l.l 

«/n^l.t 

.  . .       ««-u 

« 

o 

La  première  sera  évidemment  le  produit  de  0^,^.1  ^,^i  —  A  par  le 
déterminant  !„?  et  la  seconde,  en  v  considérant  pour  un  instant 
<*i,/M-«*  ^*i.«+»'  •••?  ^«,«4.1  comme  n  indéterminées,  sera  au  signe 
près  le  polynôme  adjoint  du  polynôme  suivant  : 

^1  [^«!.!—  X  )X,  —  «i.î^î— -..— «i.«X,] 


—  X„  [  a^^i  Xi  -»-  an^i  Xj  ^ . . .  —  (  a^,^  —  X  1 X,  ]. 

duut  fiu\ariaut  est  précisément  A^.  Or.  en  substituant  au  lieu  de  a. 
»luu^  A,,4.|.  la  série  des  racines  t,,  de  Téquation  A^  =  o.  cet  inva- 
I  »aul  "s*évanouira,  et  alors  le  polynôme  adjoint,  se  réduisant  à  un 
»  tinv  parfait*  sera  toujours  du  même  si«:ne,  quelles  que  soient  les 
vti(^ur5  des  quantités  <i|.i,^.i,  <ï2.«^>i,  ...•  rt/».«^i.  Maintenant  il  est 
j\iflii>  de  voir  que  le  coefficient  de  a^.,^,  sera  le  déterminant  A«_i, 
«itlv^lédu  signe  — .  Donc  pour  les  valeurs 
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les  Signes  correspondants  de  A,,^,  seront  ceux  de  — A;,_,,  c'est- 
à-dire,  d'après  ce  qu'on  admet, 

Joignons  enfin  à  ces  substitutions  les  suivantes  :  X= — oo  et 
)w  =  -|-oo;  en  observant  que  le  premier  terme  de  A,;^|  est  ( — \)"'^*j 
on  trouvera  finalement  que  les  signes  de  cette  fonction  pour 

X  =  —  30,  r^i,  Tj5,  7)3,  ...,  *jr)«,  H-  30 

seront 

-f-.     -,    -f-,     -,     ...,    (-1)",    (-1)"-*-». 

De  là  résulte  que,  sous  les  hypothèses  admises,  Téquation 
A,|^,  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles.  Et  de  plus  on  voit  par  les 
limites  entre  lesquelles  sont  comprises  ces  racines  que  A;,  jouirait, 
par  rapport  à  cette  équation,  de  la  même  propriété  que  la  fonction 
dérivée  du  premier  membre.  Dès  lors,  les  propriétés  que  nous 
voulions  établir  dans  toute  leur  généralité  découlent  immédiate- 
ment de  ce  qu'elles  ont  été  démontrées  dans  le  cas  particulier  que 
nous  avons  eu  en  vue  pour  la  recherche  des  axes  principaux  des 
surfaces  du  second  ordre. 


IV.  —  Théorème  général  sur  la  réduotion  des  polynômes  homo- 
gènes du  second  degré  par  des  substitutions  à  coefficients  réels, 
à  des  sommes  de  carrés. 

Ce  théorème  s'énonce  ainsi  : 

De  quelque  manière  qu'on  Crans/orme  un  polynôme  du  se- 
cond degré  à  coefficients  réels  en  une  somme  de  carrés  de 
fonctions  linéaires  réelles,  ces  carrés  étant  affectés  de  coeffi- 
cients numériques  également  réels,  le  nombre  de  ces  coefficients 
qui  auront  un  signe  donné  sera  toujours  le  même. 

_    Ainsi,  par  exemple,  étant  proposé  le  polynôme 
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oa  ae  pourra  par  aucune  substitution  réelle  de  la  forme 

x»  =  a^  X^^  ?•  X,  H- . .  .-h  xo  X„. 
1  X,  =  x,  X^-^^,  X,— ...-f-x,  X,„ 

I   ' 

'    X,=  X,X*-r-S«Xi-r-...-»-X«X„, 

le  transformer  en  un  autre  polvnome  tel  que 

(3,  «Xî-Xî-...-XÎ-^XU,^XÎ^,-H...-f-XA, 

k  étant  différent  de  i.  C'est  ce  cas  particulier  auquel  se  ramène 
immédiatement  le  théorème  général  que  nous  allons  établir. 

Et  d*abord  on  peut  supposer  k  >  i,  car,  s'il  en  était  autrement, 
on  résoudrait  les  équations  (2)  par  rapport  aux  indéterminées  X, 
et  Ton  raisonnerait  sur  cette  nouvelle  substitution  à  coefficients 
réels  comme  ceux  de  la  proposée.  Cette  résolution  d'ailleurs  n'est 
jamais  impossible,  car,  en  nommant  pour  un  instant  3  le  détermi- 
nant relatif  aux  équations  (2),  on  sait  que  Tinvariant  du  poly- 
nôme (i),  à  savoir  ( —  i)'"*"*,  sera  le  produit  de  Tinvariant  du  poly- 
nôme (2)  dont  la  valeur  est  ( —  i)*^*,  multiplié  par  le  carré  de  0; 
et  cette  relation  monti*e  que  8  n'est  jamais  nul. 

Cela  posé,  parmi  les  diverses  équations  auxquelles  les  coefficients 
de  la  substitution  (2)  doivent  satisfaire,  on  voit  s'offrir  en  premier 
lieu  celle-ci  : 

-  aj—  af  -^. . .-  a?  -h  at*^,  -h  a?^,  -f-. .  .-h  aj  =  -  i, 

qui  m*  pourrait  évidemnienl  être  vérifiée  que  par  des  valeurs  ima- 
ginaires des  quantités  a,  si  Ton  avait 

3to=o,  a,  =  o,  ...,  ai  =  o. 

Or  on  va  voir  comment,  en  admettant  la  substitution  (2),  il  est 
possible  d'en  déduire  une  nouvelle,  qui,  changeant  le  polynôme  (1) 
en  le  polynôme  (3),  ait  ses  coefficients  réels,  et  de  plus  présente 
ce  caractère  que  l'indétenninée  Xo  ait  disparu  dans  les  expressions 
de  J\,  r,,  ...,  x^^f.  Comme  on  suppose  A' > /,  k — i  sera  au 
moins  épd  à  i\  et,  les  conditions  précédemment  énoncées  se  trou- 
vant réalisées,  notre  théorème  se  trouve  par  là  même  démontré. 

\   cet   effet,    nous  commencerons  par  remarquer  qu'on  peut, 
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sans  changer  le  polynôme  (3),  y  remplacer  Xo  et  X|  par 
XqCos© -4- X|  sin»,  Xosiny  —  X|  cos',p,  et  introduire  par  là  un 
angle  arbitraire  cp  dans  les  formules  (2),  qui  deviendront 

Xo  =  {oLo  coscp  -+-  Po  sincp)Xo-4-(ao  sincp  —  3o  coscp)Xi-4-. . ., 
Xi  =(ai  coscp  -f-  p,  sin<p)Xo-l-{ai  sincp  —  pi  coscp)Xi-h. . ., 

Maintenant,  et  quels  que  soient  les  coefficients  a,  p,  . . .,  on  pourra 
disposer  de  cet  angle  de  manière  à  avoir 

«0  coscp  -\-  Po  sin<p  =  o, 

et  Ton  sera  amené  à  une  nouvelle  substitution  également  réelle  où 
l'indéterminée  Xq  aura  déjà  disparu  dans  la  valeur  de  Xq.  Cela 
fait,  partons  de  cette  nouvelle  substitution  pour  y  introduire 
de  nouveau  un  angle  arbitraire,  en  remplaçant  X|  et  X2  par 
X,  coscp  -+-  X2  sincp,  X|  siny  —  X2  cos'^,  ce  qui  se  fera  encore  sans 
changer  le  polynôme  (3).  On  voit,  en  raisonnant  comme  tout  à 
l'heure,  qu'on  pourra  annuler  le  coefficient  de  X| ,  dans  l'expression 
de  Xq.  Or  des  calculs  analogues  pourront  être  continués  jusqu'à  ce 
qu'on  soit  amené  à  remplacer  X;t_,  et  X^  par  Xj^.i  cos'^  +  Xa  sincp, 
X*_|  sin^  —  X^coscp,  et  en  dernière  analyse  on  voit  que  de  la 
substitution  (2)  on  aura  déduit  par  des  opérations  toujours 
possibles  une  substitution  réelle  dans  laquelle  Xq,  X,,  ...,  X;^.^ 
auront  disparu  de  l'expression  de  l'indéterminée  x^^.  Ce  premier 
point  établi,  nous  concevons  qu'on  répète,  en  raisonnant  sur  la 
valeur  de  l'indéterminée  suivante  J7|,  des  opérations  toutes  sem- 
blables, mais  en  se  bornant  à  faire  disparaître  de  proche  en  proche, 
dans  l'expression  de  cette  indéterminée,  les  coefficients  de  Xo, 
X^,  . . .,  X;fr_2.  On  n'aura  ainsi  besoin  d'introduire  dans  les  substi- 
tutions successives  que  les  indéterminées  Xq,  X<,  ...,  X;fr_<,  de 
sorte  que,  ces  calculs  faits,  on  ne  verra  reparaître  dans  la  valeur 
de^o  aucune  des  indéterminées  qui  en  ont  déjà  été  éliminées.  Cela 
posé,  il  est  clair  qu'en  raisonnant  d'une  manière  analogue  succes- 
sivement sur  X2,  Xz,  ...,  on  sera  en  dernier  lieu  conduit  à  faire 
disparaître  la  seule  indéterminée  Xo  de  la  valeur  Xft_i.  Elle  ne  se 
trouvera  point  d'ailleurs,  dans  les  indéterminées  précédentes  x/f_2j 
^A_8,  . . .,  Xq,  et  de  la  sorte  on  sera  parvenu  à  une  dernière  substi- 
tution, conséquence  de  la  substitution  (2),  changeant  encore  le 
polynôme  (i)  en  le  polynôme  (3)  et  qui  tombe  dans  le  cas  indiqué 
H.  —  II.  3o 


466  OEUVRES    DE    CHAILES    BBRMITE. 

plus  haut,  où  il  est  manifestement  impossible  que  les  coefficients 
soient  des  quantités  réelles. 

Passons  maintenant  au  théorème  que  nous  voulions  établir. 

Supposons  qu'un  polynôme  homogène  quelconque  du  second 

degré  k  n -{- i   indéterminées,  /{Uq^  u% £/«),  soit  transformé 

d'une  première  manière  en  une  somme  de  carrés  affectés  de  coeffi- 
cients numériques,  par  la  substitution  réelle 

il£o  =  û^o  ^0  H~  ^0  "^l  ~*~  •  •  •  "^  ^"o^m 
a,  =  ai  aro-+-6,  x,-f-...-+-X-,jr«. 

"«=  ««îTo  -^  bnTx-r-,  ..-I-  A-|,J"/,, 

de  sorte  qu'on  ait 

/(  Mo,  "I,   .  .  M  "n  )  =  Eo^î  -I-  El  J*!  -^  •  •  •  -^  E„  Xj  . 

Si  l'on  donne  une  seconde  substitution  également  réelle 

££u  =  Ay  Xq  -h  Bo  X|  -H .  .  .  -i-  Ko  X„, 

M,  =  A,  Xo-hB,  X|-4-...-f-  K,X„, 

Mrt  =  AnXo-+-  B«Xi-r-.  .  .-î-  K/iX^Y 

de  laquelle  résulte  la  transformation  analogue 

/(Mo,  M,,  ...,  a,i)=T,oXJ-4-T,,Xî-u...-f.rj„Xî, 

il  s'agit  de  prouver  que  le  nombre  des  quantités  e,  qui  auront  un 
signe  donné,  sera  égal  au  nombre  de  quantités  r»,  qui  auront  aussi 
le  m/'me  signe. 

A  rei  effet,  et  pour  fixer  les  idées,  supposons  négatives  les  quan- 
rir/'^  £^,  e,,  ...,  e/,  et  positives  les  suivantes  e/^i,  e/^.»?  —  ^«-  Sup- 
p''»sons  aiis^i  f(ue  r,o,  7ji,  ...,  r,*  soient  négatifs,  tandis  que  7;*_j.i. 
^.kui,  . . .,  ^//  seront  positifs.  On  aura  d'abord,  en  égalant  entre  elles 
>/•<  f\frnt  f'xpressions  du  polynôme  proposé/(Wo,  f/|,  ...,  w„), 

lt,Tl  —  î,  37?  H-  .  .  .-4-  £„XÎ  =  T,o  XJ  -+-  r^i  X}  -h  .  .  .  H-  TJn  XJ, 

J^*  '/;if  i;ibleH  étant  liées  par  ces  relations, 

a.,  T^,  ^  fj^xi-h.  .  .-^  /cq  J-n  =  Ao  X»  -T-  B,,  X|  -h. . .  -i-  Ko  X^, 
'/f  y.,  -   />»!  j"i  -h. .  .-4-  X'i  T,i  =  A|  Xo-!-  B,  Xi  -+-. .  .-h  Kl  X,,, 

//,!  /.,—  //„  j^,  — ...  H-  X:,i  x„  =  A„  Xy  -!-  B„  Xi  -h . . .  -«-  K,i  X^. 
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Maintenant  remplaçons  Xu,X|,  ...,a:i  d'une  part,  Xi^i^Xi^2-"^^n 

-y I  r  »        •     •     •   >  ei  y >        ■      , 


de  Tautre,  par   ^  !_zi  -7==»  ••  •»    y  '      et    , »  -7='  •  •  •» 

Xft  X|  X* 


3?n 


Remplaçons  de  même  Xq,  X|, ...,  Xa  par    /— 1^>  /  * 


et  Xa+i,  Xa+2,  . . .,  X;,  par  -7==' 


amené  à  la  relation 


/— 'îo    /— lit  s/—'^k 

X„ 


^Tl*-f-l     V''IAh-î 


v/^ 


on  se  trouvera 


=  -  XS-  X? -. . .-  XÎ-+.  XL,  -+.  XL, -^. .  .^-  Xî, 

les  variables  x  dépendant  des  variables  X,  par  les  relations  à  coef- 
ficients réels 


«0  ^0 

,  Xq  h ,  X\ 


Ao 
a, 


/  ^  I  -I- . . .  -1 T=  aT/t 


B 


/— TQl 


°     X,- 


Ko 


Xn, 


a?o  ■ 


bi 


^1 


^—6,  /en 


^Xo+^|i=X, 


Kl 


-ilo 


/— êo  yZ—ei 


/ 


^-    .Xo4--I^Xi  +  ...+  ^X«. 


•TQO 


/^^ 


Or,  en  résolvant  ces  équations  par  rapport  auï  indéterminées  x^ 
on  sera  conduit  à  une  substitution  réelle,  telle  que 

a^o  =  «0  Xo  -h  Po  X.1  -+- . . .  -f-  xo  Xrt, 
Xx  =a,Xo-h  Pi  Xi -+-... -4- xiX„, 


F«=a„Xo-l-  PnX,-l-...H-x„X„, 


et  l'impossibilité  d'une  telle  substitution  a  été  démontrée  précé- 
demment. Ajoutons  encore  que  la  résolution  d'équations  dont  il 
vient  d'être  question  n'est  sujette  à  aucun  cas  d'impossibilité  ni 
d'indétermination,  si  l'invariant  du  polynôme  proposé 


/(Mo,  M„  ...,an) 
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est  différent  de  zéro,  et  si  aucune  des  quantités  e  n'est  nulle. 
Nommant,  en  effet,  A  cet  invariant,  et  S  le  déterminant  relatif  aux 
équations  (4),  on  aura,  comme  conséquence  de  l'équation 

la  relation 

A0«=  6o£i...E«, 

d'où  il  résulte  bien  que  S  ne  peut  être  supposé  nul. 

La  proposition  que  nous  venons  de  démontrer  montre  comment 
la  distinction  en  diverses  espèces  qui  a  été  faite  de  polynômes  à  trois 
indéterminées,  au  point  de  vue  géométrique  de  la  distinction  des 
diverses  surfaces  du  second  ordre  qui  sont  douées  de  centre,  peut 
s'étendre  à  des  polynômes  à  un  nombre  quelconque  d'indéter- 
minées. Chaque  espèce  de  ces  polynômes  se  trouvera  définie  par  le 
nombre  des  carrés  qui  se  présenteront  affectés  de  coefficients  positifs 
ou  négatifs,  lorsqu'on  fera  évanouir  les  rectangles  par  une  substi- 
tution réelle.  Et  la  propriété  essentielle  de  cette  classification  con- 
sistera en  ce  que  tous  les  polynômes  qu'on  peut  déduire  les  uns 
des  autres  par  des  transformations  linéaires  à  coefficients  réels, 
offriront  tous  le  même  caractère  spécifique.  Mais  ces  considérations 
vont  recevoir  une  nouvelle  et  importante  application  dans  la 
question  suivante. 

V.  —  Sur  la  détermination  du  nombre  des  racines  réelles  des 
équations  numériques  qui  sont  comprises  entre  des  limites 
données. 

Nous  considérerons  une  équation  à  coefficients  réels  quel- 
conques (le  degré  /?,  F(v^)=  o,  dont  les  racines,  su|>posées  inégales, 
seront  désignées  |>ar  a,  6,  c,  ...,  k.  Cela  posé,  soient  t  une  indéter- 
minée réelle,  et /le  polynôme  homogène  suivant  : 

f  =       (x  -\-  a  y  ^  a-z  H- .  . .  -h  «"  -  U'  )2 

-h  -, {  X  -^  h  y  -k-  h-  z  -h  .  .  .-j-  f)"    >  V  )2 

b        t  -^  ' 

-\- 

A"  —  t 
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nous  établirons  d'abord  celle  proposition  : 

En  réduisant /  à  une  somme  de  carrés  par  une  substitution 
réelle  (ou  si  l'on  veut  en  cherchant  l'espèce  à  laquelle  appar- 
tient ce  polynôme)^  le  nombre  des  carrés  affectés  de  coefficients 
positifs  sera  égal  au  nombre  des  couples  de  racines  imaginaires 
de  l'équation  proposée,  augmenté  du  nonibre  des  racines  réelles 
qui  sont  plus  grandes  que  t, 

Soil,  pour  abréger, 

<p (  Ç  )  =  ar  -+-  Ç7  -H  Ç«  5  -h . . .  -h  Ç"- »  f , 
on  pourra  écrire /de  celle  manière, 

et  il  est  bon  tout  d'abord  de  remarquer  que  la  présence  des  racines 
imaginaires  dans  l'équation  proposée  n'empêchera  pas  les  coeffi- 
cients de  ce  polynôme  d'être  réels.  EfTectivement  ces  racines  devant 
être  conjuguées  deux  à  deux,  si  l'on  a  a  =  a  -+-  p^ —  i,  une  autre 
racine,  b  par  exemple,  aura  pour  expression  6  =  a  —  py/ —  i,  et 
les  termes  ^  _  1  T  __  »  ou  entrent  ces  racines,  seront  également 
des  quantités  imaginaires  conjuguées  de  la  forme  A  -|-  B^ —  i  et 
A  —  By/ —  I ,  dont  la  somme  sera  réelle. 

Cela  posé,  il  nous  est  nécessaire  d'établir  qu'en  faisant 

/  ar  -4-  ay  -h  a'-s  -h. .  .-4-  a'*-^v  =  X, 

i   > 

\  X  -h  ky  -h  k^z  -h. . .-{-  A'"-* i'  =  V, 

on  en  tirera,  sans  impossibilité  ni  indétermination,  les  valeurs  de 
J7,  ^,  :;,  . . .,  exprimées  linéairement  en  X,  Y,  Z,  .... 
Effectivement  ces  équations  peuvent  s'écrire  ainsi 

^(a)=X,         cp(6)=Y,         ...,         cp(A-)=V, 
et  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange  donnera  immédiatement 
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Or,  en  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  des  mêmes 
puissances  de  2^,  on  obtiendra  les  expressions  linéaires  de  x^y^  js,  ..., 
çn  X,  Y,  Z, ...,  sans  autres  dénominateurs  que  les  quantités  P(a), 
F'(fr),  ...,  F'(Ar),  dont  aucune  ne  s'évanouit,  puisque  par  hypo- 
thèse l'équation  proposée  n'a  pas  de  racines  égales. 

Ce  point  établi,  considérons  en  premier  lieu  le  cas  où  les  racines 
Uj  bj  c^  ...j  k  seraient  toutes  réelles.  On  pourra  alors  employer  la 
substitution  (i)  pour  reconnaître  l'espèce  à  laquelle  appartient  le 
polynôme/,  car,  exprimé  en  X,  Y,  Z,  . . .,  il  devient 

a  —  t  b'-t  c  —  t  k  —  t 

et  l'on  voit  que  le  nombre  des  carrés  affectés  de  coefficients  positifs 
est  précisément  égal  au  nombre  des  racines  qui  sont  plus  grandes 
que  t.  La  proposition  annoncée  se  trouve  ainsi  immédiatement 
démontrée  dans  ce  premier  cas. 

Supposons,  en  second  lieu,  la  présence  d'un  ou  de  plusieurs 
couples  de  racines  imaginaires,  et  soient,  pour  fixer  les  idées, 
a  =  a-f-  P^ —  I,  fr  =  a  —  p^ — i.  Alors  la  substitution  (i)  n'est 
plus  à  coefficients  réels,  mais  nous  observons  qu'elle  le  deviendra 
en  mettant,  au  lieu  de  X  et  Y,  X  +  Y^/ — i  et  X  —  Y^ — i. 
Effectivement,  au  lieu  des  équations  f  (a)=  X,  ^ (fr)  =  Y,  on  aura 
les  suivantes  : 

;p(a)=  (p(a  -H  p/^)=  X-h  Yy/IIT, 

et  l'on  voit  bien  que  les  nouvelles  indéterminées  X  et  Y  seront 

la    partie    réelle    et   le    coefficient   de    y/ —  i    dans    l'expression 

cp(a-+-  P/ —  i).  Semblablement,  s'il  se  présente  un  autre  couple 
de  racines  imaginaires  conjuguées  c  et  d^  au  lieu  de  poser  cp(c)=  Z, 
çp(rf)  =  U,  on  écrira 

cp(c;=Z-hUv/^=T,         ç(rf)=Z-U/^. 

Cela  posé,  effectuons,  dans  le  polynôme  /,  la  substitution  (i), 
modifiée  comme  on  vient  de  l'expliquer  par  rapport  aux  racines 
imaginaires.  Les  termes  de  ce  polynôme  qui  correspondent  aux 
racines  réelles  donneront  précisément,  comme  dans  le  premier 
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cas,  autant  de  carrés  affectés  de  coefficients  positifs,  qu'il  y  aura 
de  racines  moindres  que  /;  ainsi  nous  n'avons  plus  à  considérer 
que  les  termes  correspondants  aux  racines  imaginaires  conju- 
guées.  Soient  a  et  6  deux  racines  de  celte  espèce;  les   termes 

— -— y^(a)-f-  ,  _  .y^(fe)  deviendront,  en  effectuant  la  substitu- 
tion, 

_i_(x^Yv/=T)'^^(x-Y/=:T)'. 

expression  susceptible  d'une  réduction  remarquable. 

Soit  en  effet =  pfcoscp  -hv  —  i  sino),  t  étant  réel;  t : 

a  —  t        *  ^        *  *  o  —  t 

sera  la  quantité  conjuguée,  à  savoir     _    =  p(cos©  — y/ —  i  sincp), 

et  notre  expression  deviendra 

p  [(cos  ? +v/=Tsin  î)  (X  ^- Yv/~)j' 

^  p  r/cos2  — /TTsinSVx  —  Y/=r7)1* 
ou  bien 

2  p  (  X  ces  -  —  Y  sin  ?  )  —  2  p  (  X  sin  î  h-  Y  ces  -  )  • 

Nous  sommes  donc  amenés  à  cette  conclusion,  que  la  présence 
d'un  couple  de  racines  imaginaires  conjuguées  dans  le  polynôme/ 
donne  lieu  à  deux  carrés  dont  l'un  est  affecté  d'un  coefficient 
positif,  et  l'autre  d'un  coefficient  négatif,  quel  que  soit  t.  Et  en 
général,  si  l'équation  proposée  contient  [jl  couples  de  racines  ima- 
ginaires, les  termes  du  polynôme  f  qui  contiennent  ces  racines 
donneront  lieu  à  jjl  carrés  affectés  de  coefficients  positifs  et  à 
pi  carrés  affectés  de  coefficients  négatifs.  Le  nombre  total  des 
carrés  affectés  de  coefficients  positifs  qui  s'offriront  pour  caracté- 
riser l'espèce  à  laquelle  appartient  le  polynôme  sera  donc,  comme 
nous  l'avons  annoncé,  le  nombre  de  couples  des  racines  imagi- 
naires augmenté  du  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  pro- 
posée qui  sont  plus  grandes  que  /. 

Désignons  par  (/)  ce  nombre  total  des  carrés  affectés  de  coeffi- 
cients positifs,  et  représentons  par  t^  et  t^  deux  valeurs  distinctes 
de  l'indéterminée  t  dont  la  première  soit  plus  grande  que  la 
seconde.  Il  est  visible  que  l'expression  (^1)  —  (/q)  sera  précisément 
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le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  proposée  F(^)=  o,  qui 
sont  comprises  entre  les  limites  /^  et  /|.  Maintenant  il  ne  nous 
reste  plus  que  quelques  mots  à  ajouter  pour  montrer  que  le  poly- 
nôme f  peut  s'évaluer  au  moyen  des  coefficients  de  Téquation 
F(?J)=  o.  Observons,  à  cet  effet,  que  tous  les  coefficients  de/ sont 

de  la  forme 

ai  bi  ci  ki 

t  —  a        t  —  b        t  —  c       '    '       t  —  k 

Or,  en  décomposant  en  fractions  simples  -rr- — -^  on  prouvera 

/'  F'  <  M        „  ai  bi  ki 

=  Uit) 


l\t)  t  —  a        t  —  b       '"       t  —  k 

n(/)  désignant  la  partie  entière.  Si  donc  on  divise  /' F'(/)  par 
F(/),  et  qu'on  désigne  par  R  le  reste  de  la  division,  on  aura  préci- 
sément 

K     _      gi  bi  ki 

h\t)  ~  t  ^a  ~^  t  —  b^"'~^  t  ~  k' 

La  quantité  désignée  par  (t)  se  trouvera  donc  en  réduisant  à 
une  somme  de  carrés  un  polynôme  du  second  degré  entièrement 
connu;  mais  cette  détermination  des  coefficients  peut  être  évitée 
par  l'analyse  suivante  qui  se  fonde  sur  la  proposition  déjà  démon- 
trée, que  tous  les  polynômes  déduits  de  /,  par  des  substitutions 
réelles,  appartiennent  à  la  niéiiie  espace,  c'est-à-dire  qu'en  les 
réduisant  d'une  manière  (juelronque  à  une  somme  de  carrés,  on 
arrivera  toujours  au  même  noml)re  de  carrés  affectés  de  coefficients 
positifs  ou  négatifs. 

Soit 

Téquatlun  proposée.  Posons 

*  (  ;  )  =  X  -h  ;  Y  ~  :  -  z  ^ . . .  -^  r  ''  »  \\ 

nous  ferons  en  [»remier  lieu  la  substitution  propre  à  rendre  iden- 
tique, par  ra[)port  à  rindélerminée  ^,  l'équation 

Kn  comparant  dans  les  doux  uiembres  les  coefficients  des  mêmes 
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puissances  de  Ç,  on  déterminerait  effectivement  les  valeurs  de  x^ 
y^  3,  ...,  en  X,  Y,  Z,  —  Mais  il  suffit  de  remarquer  qu'en  mettant 
à  la  place  de  î^  les  racines  a,  6,  ...,  A*,  on  en  tire  les  relations 

(p(a)=(a-0*(«),         ?(6)  =  (6-^)*(6), 
(p(A:)  =  (A-  —  n*(X:). 

Il  s'ensuit  que  le  polynôme  /,  que,  pour  abréger,  nous  écrirons 
ainsi  : 

se  change  par  cette  substitution  dans  le  suivant 

le  signe  \]  indiquant  la  somme  de  tous  les  termes  relatifs  aux 

diverses  racines  a,  6,  . . .,  A*. 

Cette  transformation  obtenue,  nous  en  ferons  une  seconde,  en 
remplaçant  X,  Y,  Z,  . . .,  V,  par  des  indéterminées  qu'il  convient 
de  représenter  ainsi  :  Çq,  Ç|,  Ç27  •••?  ^«-o  et  cela  en  posant 

]    Z   =Çn-3-+-/?lÇn-k-l-/>ïÇ«-5-+-.-.-+-/>n-jÇo» 


(A) 


'   V  =  Ço. 

On  arrive  alors  à  cette  conséquence,  que  les  fonctions  linéaires 
^(a),  ^(6),  . . .,  ^(^),  peuvent  être  représentées  parles  quotients 

= — ^-^j  ^      ,,     •••  ç — ^,  SI,  la  division  faite,  on  remplace  dans 

chacun  d'eux  une  puissance  quelconque  de  s?  ^elle  que  Ç',  par 
l'indéterminée  si.  Nommant  donc  Ç'  une  seconde  quantité  analogue 
à  Ç,  il  est  clair  que  l'expression 

représentera  parfaitement,  et  sans  ambiguïté  possible,  ce  que  de 
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vient,  par  la  substitution  (A),  le  polynôme 

pourvu  que,  les  divisions  effectuées,  et  après  avoir  ordonné  par 
rapport  à  Ç,  on  écrive  d'abord  Çi  au  lieu  de  s',  sans  toucher 
d'ailleurs  à  Tindélerminée  Ç';  puis,  cette  opération  faite,  qu'on 
remplace  semblablement  t^'*  par  Ç,,  après  avoir  ordonné  par  rap- 
port à  Ç'. 

Ceci  bien  compris,  rien  ne  sera  plus  facile  que  de  saisir  les 
transformations  successivement  indiquées  dans  les  équations  sui- 
vantes : 

^^  ^  X^  —  a  Ç  —  « 

=  Fa)F(o2réç:(^-f^) 

Lu  dernière  nous  conduit  à  employer  les  relations  bien  connues 

de  sorte  que  le  résultat  de  la  substitution  (A)  dans  le  polynôme  f 
se  trouve  représenté  par  cette  expression  très  simple,  et  de 
laquelle  ont  disparu  les  racines  a,  6,  . . .,  X*,  savoir 

y Y' 

'^         »» 

Quelques  applications  suffiront  au  lecteur  pour  se  rendre  fami- 
lière cette  métamorphose  curieuse  d'une  fonction  entière  de  deux 
variables  Ç  et  X^  en  un  polynôme  homogène  du  second  degré,  et 
l'on  verra  sans  peine  un  algorithme  pratique,  qui  permet  d'effec- 
tuer rapidement  cette  transmutation  de  la  première  expression 
uualytique  dans  la  seconde.  Mais,  pour  abréger,  nous  supprime- 
rons ces  détails  et  nous  nous  bornerons  à  remarquer  que,  lorsqu'on 
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donne  numériquement  les  limites  ^09  ^19  on  doit,  pour  obtenir  les 
quantités  nommées  précédemment  (Iq)  et  (^i),  opérer  sur  les 
expressions 

(/o-;)F(;)F(;-)-(ro-C)F(r)F(;) 

çTTw > 

dont  les  coefficients  sont  purement  numériques,  et  non  pas  sur 
l'expression  générale,  contenant  l'indéterminée  t.  A  la  vérité,  on 
trouverait  de  cette  manière  (après  avoir  fait  disparaître  les  rec- 
tangles des  variables)  les  coefficients  des  carrés  exprimés  par  des 
fonctions  de  t,  dans  lesquelles  on  pourrait  substituer  a  posteriori 
les  valeurs  ^0  et  /<  ;  mais  l'opération  serait  beaucoup  plus  embar- 
rassée et  plus  longue. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille  savoir  combien  de  ra- 
cines de  l'équation 

Ç»— 3Ç-i-i  =  o 

sont  comprises  entre  zéro  et  l'unité.  On  trouvera  d'abord  (sup- 
pression faite  du  facteur  positif  3)  que  l'expression 

donne  le  polynôme  quadratique  à  trois  indéterminées 

Ce  polynôme  pour  ^  =  o  se  réduit  à 

ÇÎ-«-2ÇoÇî+4ÇiÇ»  =  (Ço-Çi)'-(Ci-^Ç.)«+3ÇÎ; 

et,  si  l'on  y  fait  /  =  i ,  il  devient 

-îiÇo'-3ÇÎ-ÇÎ-+-2Çi;o^-4îiÇt  =  -(Çî-^Çi)«-t-(;i-Ço)»-3ÇJ. 

Dans  le  premier  cas  on  obtient  deux  carrés  affectés  de  coeffi- 
cients positifs,  et  aucun  dans  le  second;  ainsi  :  (0)=  2,  (i)=  1; 
de  sorte  que  le  nombre  des  racines  de  l'équation  proposée  qui  sont 
comprises  entre  zéro  et  l'unité,  est  égal  à  1 ,  différence  des  quan- 
tités (o)  et  (i).  Observez  enfin  que,  pour  une  valeur  de  t  infiniment 
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grande  et  positive,  §  se  réduit  au  polynôme 
qu'on  décompose  aisément  comme  il  suit  : 


-(C.-Ço)'-^(ç,-^;o)*-.^«. 


Donc,  comme  on  n'obtient  aucun  carré  affecté  de  coefficient  po- 
sitif, le  nombre  des  racines  de  l'équation  proposée  qui  sont  supé- 
rieures à  l'infini,  augmenté  de  la  moitié  du  nombre  des  racines 
imaginaires,  c'esl-à-dire  évidemment  le  nombre  des  couples  de  ces 
dernières  racines,  se  réduit  à  zéro.  Ainsi  l'équation  proposée  a 
toutes  ses  racines  réelles. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  les  considérations 
précédentes,  qui  ont  fait  voir  toute  l'importance  de  cette  opération 
algébrique  si  simple  et  si  élémentaire,  qui  consiste  à  mettre  un 
polynôme  homogène  du  second  degré  sous  la  forme  d'une  somme 
de  carrés.  Mais,  ainsi  que  nous  l'avons  promis  en  commençant, 
nous  reviendrons,  pour  la  compléter,  sur  le  mode  particulier  de 
décomposition  qui  a  été  donné  au  paragraphe  I. 

Considérons,  par  exemple,  un  polynôme  à  quatre  variables 
y(a:,y,  z,  v)]  la  méthode  dont  nous  parlons  conduit  à  un  résultat 
de  cette  forme, 

et,  comme  il  importe  surtout  de  connaître  les  facteurs  e,  e',  e",  e'", 

dont  les  signes  déterminent  l'espèce  du   polynôme,   nous  allons 

donner  le  moyen  de  les  calculer  directement. 

A  cet  effet,  nous  observons  que  l'invariant  du  second  membre 

sera,  d'après  les  théorèmes  précédemment  établis,  le  produit  ee' s"  s'", 

multiplié    par    le    carré    du    déterminant    relatif    aux    fonctions 

linéaires 

X  -+-  ay  -h  bz  -h  cf, 

y-ha'z-^  b'v, 

z-^  a'v, 

V. 
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Or  on  reconnaît  que  ce  déterminant  se  réduit  à  son  terme  prin- 
cipal, qui  est  l'unité. 

Nous  pouvons  ainsi  regarder  comme  connu  le  produit  ss^s^s'". 
Cela  posé,  faisons  dans  l'équation  précédente  v  =  o,  un  raisonne- 
ment tout  semblable  montrera  que  es' s"  est  l'invariant  du  polj- 
nome  à  trois  variables  y(x,  y,  5,  o). 

Continuons  de  même  en  supposant  p  =  o,  -3  =  0,  puis  enfin 
i;  =  o,  5  =  0,  y  =  0,  on  trouvera  successivement  que  e,  e'  est 
l'invariant  de/(x,  r,  o,  o)  et  s  le  coefficient  de  x^,  dans  le  polynôme 
proposé.  Ces  quatre  coefficients  pourront  être  calculés  d'une  ma- 
nière directe,  comme  nous  l'avons  annoncé. 

En  général,  soit  /{Xq^  Xt,  ...,  x,,)  un  polynôme  homogène  à 
n  -H  1  indéterminées;  nommons  A/  l'invariant  du  polynôme  qu'on 
en  déduil  en  annulant  toutes  les  indéterminées  Xi^^,  J^i+a,  . . .,  -T/i, 
et  Aq  le  coefficient  de  xj,  on  trouvera  par  la  méthode  de  décom- 
position en  carrés,  dont  nous  nous  occupons,  le  résultat  suivant  : 

les  fonctions  linéaires  ayant  cette  forme, 

X/  =  Xi  -4-  axi^i  -+-  bxi^i  -h . . .  -+-  kj'n, 

où  ûf,  6,  . . .,  Xr  sont  des  constantes  réelles. 

L'espèce  à  laquelle  appartient  le  polynôme  /  se  détermine  donc 
directement  d'après  le  nombre  des  termes  positifs  et  négatifs  de  la 
suite 

.        Al       Aj  A„ 

^0»     T->     T-»     •••>     T — > 

Ao         A,  Art_| 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  d'après  le  nombre  des  variations  et 
des  permanences  de  la  suite 

Ij      *^o»      '^lï      ^ii      •••1      ^n-l»      A/i» 

C'est  donc  de  ces  quantités  que  dépend  la  détermination  de  l'ex- 
pression désignée  tout  à  l'heure  par  (/)  dans  le  polynôme 
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011  dans  celui  qui  a  pour  expression  symbolique 

(<-OF-(g)F(?;-)-(/-C)F(C)F(;) 

Relativement  au  premier  de  ces  polynômes,  on  trouve  ainsi  que 

*^2â     (a—e)(b  —  t){c  —  t)     '  *    *' 

le  signe  \]  représentant  la  somme  des  termes  qu'on  déduirait  du 

premier  en  y  faisant  toutes  les  permutations  des  racines.  Or  ces 
formules  sont  précisément  les  fonctions  de  M.  Sturm,  sous  la  forme 
que  leur  a  donnée  M.  Sylvester;  de  sorte  que  les  considérations 
précédentes  peuvent  être  considérées  comme  donnant  une  démon- 
stration nouvelle  du  théorème  de  ce  célèbre  géomètre,  démonstra- 
tion dont  le  principal  caractère  est  de  n'employer  aucune  considé- 
ration de  continuité. 

A  ces  dernières  observations  sur  la  réduction  d'un  polynôme  du 
second  degré  à  une  somme  de  carrés,  nous  ajouterons  un  procédé 
donné  par  M.  Moutard,  professeur  à  Paris,  pour  effectuer  l'opéra- 
tion dans  un  cas  où  la  méthode  serait  en  défaut,  par  exemple  s'il 
était  question  du  polynôme 

f  =  oLxy  H-  p^r^  H-  -^yz 
dans  lequel  les  carrés  des  variables  n'existent  pas.  On  observe  que 

et  qu'on  peut  ensuite  écrire 

^(OLX -\-^Z)(OLjr -^  ^z)=        [  a  37  -+- a^ -^  (  y -h  ^  )  3  ]* 

ce  qui  donne  bien  une  décomposition  du  polynôme  proposé  en 
trois  carrés.  Et  l'on  pourrait  opérer  d'une  manière  semblable  dans 
les  cas  analogues  relatifs  à  un  nombre  quelconque  d'indéterminées. 


SUR 

LE  RAYON  DE  COURBURE 

DES  COURBES  GAUCHES. 


Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  2*  série,  t.  V,  1866,  p.  ^gy. 


On  donne  dans  l'enseignement  un  calcul  un  peu  long  pour 
déduire  de  la  formule 

I  ^  df 
p  '^  ds 

l'expression  du  carré  de  l'inverse  du  rayon  de  courbure  au  moyen 
des  coordonnées  x,  y^  z  et  de  l'arc  5,  savoir 

\  =  -^^{{^dxd^y  --  dy  d:^x)'^'\-{dy  d>z--dzd'^yy-\-{dzd:^x^dxd^zY\^ 

la  variable   indépendante   étant   quelconque.    On   peut  l'abréger 
comme  il  suit. 

Soit  pour  un  instant 

dx  ,        dy  dz 

a  =  —7-*         0  =  — j- 1         c  =  -j-i 
ds  ds  ds 

et  faisons 

ûf'  =  aH-é/a,         b' •=  b -^  db^        c' =  c -^  de, 

l'angle  de  contingence  d<f  sera  donné  par  la  formule  relative  au 
sinus,  savoir  : 

sin*rf'f  =(a6'— 6a')»H-(ac'-  ca')^-{-{bc'—cb')^] 
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de    sorle   que   Ton   aura    iminédialement    d'^^    en    calculant   les 
expressions  ab' —  ba' ^ Or  on  trouve 

ah'—  ba'  =  a{b  -+■  db)^  b{a  -h  da), 
=  a  db  —  b  da, 
__  dx  ,  dy       dy  ,  dx 
"^  ds      ds        ds      ds 

et  cette  dernière  expression  donne  lieu  à  la  réduction  suivante 

dx  d^y  ds  —  dy  d^s        dy  d^x  ds  —  dx  d^s  _^dx  d^y  —  dy  d>x 
ds  ds*  ds  ds^  ~  ds* 

On  a  donc  par  un  calcul  bien  facile 

,,       ,    ,       dxd^y  —  dyd^x  , 

ab—ba=   _,  .     d$^ 

as* 

et  semblablement 

,       dx  d^z  —  dz  d^x   , 

ac  —  ca  = p- ds. 

ds* 

ds* 
d'où  suit,  comme  on  voit,  la  formule  annoncée. 


SUR  L'INTÉGRALE  ff^- 


Annali  di  Matematica,  t.  I  ('2*  série,  1867,  p.  i55). 


'  présente  deux  cas  bien  distincts,  suivant 

v/i  — ^2 

que  Texposant  m  est  pair  ou  impair;  dans  le  premier,  elle  est 

transcendante,  dans  le  second,    simplement  algébrique  et  de  la 

forme  Py/i  —  x*',  P  étant  un  polynôme  entier  en  x  qu'on  obtient 

ordinairement  au  moyen  du  procédé  de  l'intégration  par  parties, 

mais  que  l'on  peut  déterminer  différemment  et  de  manière  à  mieux 

mettre  en  évidence  sa  nature  analytique. 

Je  chercherai  en  premier  lieu  le  degré  de  P,  en  développant 

suivant   les    puissances    décroissantes    de    la    variable    les    deux 

membres  de  l'équation 


(i) 


J  v'i  — ^-^ 


Dans  le  premier,  le  terme  le  plus  élevé  en  x  sera =,  et  dans 

m\/—  I 

le  second  aa:H^+'\/ —  i,  si  l'on  fait  P  =  7lxV--\- ol'xV-'*  -f-. . .;  de  sorte 

que  l'on  a 

jjL  =  m  —  I , 

et  l'on  obtient  en  même  temps  la  valeur  du  coefficient  a,  savoir 

fit 
Cela  fait  je  poserai,  pour  obtenir  P, 
^^    x»»dr 


f 


A^     Pv/V^=-«::. 


II.   —  II. 
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C  étant  une  constante,  et  l'on  en  déduira 

'  '   ar"«  dx 


P  = 


Or,  en  développant  le  second  membre  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  la  variable,  le  premier  terme  donnera  la  série  infinie 


^/ 


,  _  j.«         \        2  '1.4  2.4.6...9./1  / 


Ouant  au  second  terme    ,  1       '  il  donnera  é^lement 

naissance  à  une  série  infinie,  mais  commençant  évidemment  par 
lu  puissance  j:'"+' .  Comme  P  est  un  polynôme  fini  du  degré  m  —  i , 
il  est  clair  qu'en  posant  m  —  1  =  2/1,  l'effet  de  ce  second  terme 

G 
duil  être  de  détruire  tous  ceux  de  la  série    ^ venant  api*ès 

v/i  — a-*  ^ 

1 .3.5. .  .A /i  —  I     «„    j»    ,       .^  1     • 
r-r x^",  a  ou  cette  conclusion  : 

Dons  r  équation  (1),  le  polynôme  P  est,  à  un  /acteur  constant 
pn*s,  [r ensemble  des  premiers  termes   du  dé\eloppement  de 

^i--.r^)  ^,  jusqu'au  terme  en  x^"^  suis^ant  les  puissances 
ascendantes  de  la  variable. 

Pour  déterminer  le  facteur  constant  C,  il  suffira  de  profiter  de 
la  iTmarque  faite  tout  à  Flieure  que  a  = ;  on  devra  donc  poser 


il  ou 


r'-^-  • 

. .  2  /*  —  1 

1 

> .  i . 

(»...//* 

m 

c^-J 

1           7.i.<i. 

. . .  >.  /* 

m    I  •>..•)...  ji  /J  —  I 


J\)lKSorvorai  enfin  que  Téqualion  (i)  différentiée  donne 

X'"  —  --    (I  —  X-)—  Vx, 
tix 

\\\\i\  Voix  lire  aisément  une  équation  linéaire  du  second  ordre  sans 
MM'ond  membre,  ear  il  suffit  de  ditVérenlier  une  seconde  fois,  puis 
s^oliniiner  le  terme  indépendant  de  P  et  de  sesdérixées.  On  trouve 
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/x"*^  dr 


de  la  sorte 


x(\  —  x^)  -3— -  -+-[(/n  —  "l^x^—  m\  -7 h(m  —  I  )j:P  =  o. 

dx'^  (IX 

Cette   équation  est   vériKée   en   posant   P=-p=;  ainsi,  en 

/ 1  —  x^ 

partageant  d'une  manière  quelconque  le  développement  or- 
donné  suivant    les   puissances  croissantes  de  x  de   la  série 

-^  .  . 

(1  — x'^^  **,  les  deux  parties  satisfont  à  une  même  équation  du 

second  ordre, 

.r"»  dx 


/y>ni  dT! 
'    ?  et  je  pose 
yj\  —  x^ 

)rs 

/'*•''  .r'"  dx        ^  , /•  '       dx 

)  /      -7===P/r-J--he  /         * 


£  désignant  une  constante  et  ^  un  nouveau  polynôme,  commen- 

il""* — ' 
çant  comme  tout  à  l'heure  par  le  terme Je  n'ajoute  pas 

de  constante,  le  second  membre  devant  être  comme  le  premier  une 
fonction  impaire  de  la  variable.  La  grande  différence  de  nature 
analytique  des  relations  (i)  et  (2)  va  se  manifester  à  l'égard  des 
polynômes  P  et  y,  car,  en  opérant  absolument  comme  plus  haut, 
on  obtient  cette  conclusion  : 

Dans  l'équation  (2)  le  polynôme  ^  est,  à  un  facteur  près, 
r ensemble  des  premiers  termes  du  développement  de  la  Jonc- 
lion  transcendante        '         jusqu'au  terme  en  o:^""',  suivant 
/i  — x^ 

les  puissances  ascendantes  de  la  variable. 

Ce  développement  bien  connu,  et  que  donne  immédiatement 
l'équation 

dy ,  . 

savoir 

airsin.r  2     ,       2.4     .  •>. .4.6.  . .  »  w  —  '.     ,      . 

— =r  X  4-  -  x'  -4-  — -T  :r»  -^ .  . .  -î-  -^-'. .r-''-'  -h  . . . , 

.     I  J.2  i  i  .  J  D  .  >  .  7  .  .  .  2  /i  —    I 
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conduit,  en  faisant  m  =  2/i,  à  l'expression  suivante  : 

\  3  3.5  3.5.7. ..2/1 —  I  / 

Et  en  même  temps  on  arrive  à  la  détermination  de  e  en  posant 

2.4.6. .  -2/1  —  2        I  I 

Ê^-^ =  —  =  — , 

3.5.7. ..2/1  —  I        m       in 

d'où 

1 .  3 .  )  .  .  .  2  71  —  I 

c'est-à-dire,  précisément,  le  coefficient  de  j?^"  dans  le  développe- 
ment considéré  plus  haut  (1  —  x^)  ^. 

On  tire  aisément  de  ce  dernier  résultat  la  proposition  suivante  : 

En  désignant  par  F(x)  un  polynôme  entier,    Vintégrale 
—====  sera  de  La  forme 


f 


y/l  —  x* 

dx 


^{x)^i  —  a7*-t-  e 


/dx 


^{x)  désignant  aussi  un  polynôme  entier,  et  le  coefficient  t  de 
la  partie  transcendante  s^ obtiendra  en  calculant  le  terme  indé- 
pendant de  X  dans  le  développement  de  V expression 

_i 
F(.)(.-±p 

sui\fant  les  puissances  décroissantes  de  la  variable. 

Mais   on   peut    le   démontrer    immédiatement   en    remarquant 

/*"*"*  ¥(x)  dr 
d'abord  que  l'on  a  évidemment   /  ,  =:  tts,  et  ensuite  que 

l'intégrale    définie    2  /  '  peut    s'obtenir    en    intégrant 

-^-i==^,  z  décrivant  un  cercle  de  rayon  infini,  ayant  son  centre  à 

l'origine.  Il  faut,  à  cet  effet,  développer  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  z  l'expression  proposée 
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Or,  F(z)  étant  un  polynôme  entier,  la  quantité  F(5)(  i j  j 

ne  renferme  qu'un  nombre  fini  de  puissances  positives,  et,  en 
désignant  par  p  le  terme  indépendant  de  la  variable  dans  cette 
quantité,  l'intégrale  cherchée  se  réduira  simplement  à  celle-ci, 

0        r  dz 

de  sorte  que  l'on  a  bien  p  =  £. 

On  arriverait  enfin  au  résultat,  par  une  voie  purement  algé- 
brique et  très  simple,  en  partant  de  l'égalité 

r  F(x)dx      ^.    .  j r     dx 

J      \/l  —  X*  J     y/l  — iC« 

Il  suffit  en  effet  de  différentier,  de  développer  ensuite  les  deux 
membres  suivant  les  puissances  décroissantes  de  la  variable,  et  de 

comparer  les  termes  en  —  • 


SUR 

LE  DÉVELOPPEMENT  EN  SÉRIE 

DES  INTÉGRALES  ELUPTIQUES 

DE  PREMIÈRE  ET  DE  SECONDE  ESPÈCE. 


Annali  di  Mafematica,  t.  Il  (2*  série,  1868,  p.  97;. 
(Extrait  d'une  lettre  à  Brioschi.) 


Au  lieu  d'effectuer  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  va- 
riable X  le  développement  des  quantités 


jo  poscnii  dans  ce  qui  va  suivre 


l)v.  celle  manière  on  obtient  pour  les  coeflicienls  a„  et  ^«  des 
polynômes  rationnels  et  entiers  par  rapport  au  module,  dont  voici 
t|Ut^b|nes  propriétés. 

Vax  premier  lieu,  réduisons  à  un  terme  algébrique,  et  aux  fonc- 
lioiiH  de  première  et  de  seconde  espèce,  l'intégrale 


x^V-dx 


Jr  x^v-  dx 
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en  posant  cette  égalité,  où  l'exposant  n  est  entier,  P  un  polynôme 
entier  en  x,  A  et  B  des  constantes,  savoir  : 

f  '  =  Pv/(i  — ^«)(i  — /:*^*) 

-  r  ^     ^- 

Jo     v/(i-.rM(i  — A:*^« 

on  aura 

A  =  %,        B  =  a„. 

Une  seconde  propriété  consiste  en  ce  que  les  polynômes  a»  et  ^n 
sont  les  dénominateurs  et  numérateurs  des  réduites  de  la  fraction 
continue  (*) 

k^ 


1  -  '^  i  ^ 


r,(.^ ..)--,      ^«^■' 


représentant  le  quotient 


i 


/il  —  ^*)(i  —  /.-^j-^*) 


/•'  dr 

Introduisons,  au  lieu  du  module,  la  quantité  Xr+  -r  =2e,  et 
posons 


3  .:>...  -2  /i  H-  I  3 . 5 . . .  -2  n  -f- 1 


(^)   Cctle   assertion  n'est  exacte  qu'à  des   facleuri   numériques  prés.    Si  Ton 


P 
désigne  par  ^p  la  /i'»"«  réduite,  on  a 


3   =  p 

"       i.6.ô...àn  H-i   ^'' 


E.  P 
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on  aura  ces  relations, 

2/16—; 1 j^  —  •2n(/i-+-i)Brt  =  ('2n-t-i)* — :; — > 

ae  a£  as 

et  eiilin  les  deux  équations  simultanées  linéaires  que  voici  : 

d^n        ,  m^d^Xft         _     d\n  /  ^. 


SUR  L'EXPRESSION 


MODULE  DES  TRANSCENDANTES  ELLIPTIQUES 

EN  FONCTION  DU  QUOTIENT  DES  DEUX  PÉRIODES. 


Annali  di  Matematica,  t.  III  (9/  série,  1869,  p.  81). 


On  sait  qu'en  posant 

'^  =  -K-' 
on  a  pour  le  module  k^  =  /((ù)  cette  expression, 


OÙ  la  variable  <o  entre  sous  forme  transcendante,  et  j'ai  observé 
ailleurs  qu'en  appliquant  la  formule  de  Maclaurin  à  la  quantité 
/(i-l-ci))  pour  obtenir  un  développement  algébrique  par  rapport 
à  Cl),  les  coeffîcients  au  lieu  d'être  rationnels,  comme  dans  les 
diverses  séries  élémentaires  sinto,  cosco,  log(i  4- w),  contiendront 
la  transcendante  numérique 

M'étant  proposé  de  calculer  les  premiers  termes,  j'ai  été  conduit  à 
un  autre  développement  également  algébrique,  mais  où  les  coeffi- 
cients sont  purement  rationnels,  comme  on  va  voir. 


mwrmms  »b  cBAtLSa  HBtliitE. 


Pkrtuil  des  Ibiinvles  données  par  Jacobi  dans  les  Fundamenia, 
§99,  eloftroiilttt 


rMa*f 


swroir  ; 


\       S.4  s.4.6.8      a.4.6,8.io.i3          / 

aJVa  a.4.6       a.4.6.8.10         7' 

\        1.4  s.4-6.8       a.4. 6. 8.10.12          / 

aJ  \*  «.4.6     a.4.6.8. 10  ^'  7' 
j*en  déduis 


*^  %.i  ^  a,4.«.«  "*"  1.4.6.8.10. la  "^  " 

tl|  le  retour  des  suites  donnant  la  valeur  de  q^  on  trouvera  cette 
expression  où  les  coeflicients  sont  tous  rationnels,  savoir  : 

•i  \     Tt      «U  -h  «/  \     1t      U>  -+-  t  / 

1 5  \   t:    ti>  -h  t/         5  \  ir     w  -4-  1  / 

KMiïiuut  pour  un  instant 

aJ*  w  —  i  ^ 

MU  MU  l'a  donc 

l)|  lu  lédrit^  en  ÎJ  du  second  membre  aura  cette  propriété,  qu'en  j 

i^luMl^t^HHt  \  en  • t-Sj  où  a  et  6  sont  entiers,  la  nouvelle  série 

uImmI  (ihleiuio  Hem  liée  à  la  première  par  une  équation  algébrique, 
\\^\\{\  riilaiitui  entre  les  deux  séries  étant  l'équation  modulaire  pour  la 
MH*M*l<»i'n»wti<»u  dont  Tordre  esta*-'  +6^.  Cette  remarque,  appliquée 
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au  cas  le  plus  simple  où  l'on  suppose  «  =  i,  fc  =  i,  donne  pour 
conséquence  que  le  développemenl  suivant  les  puissances  de  s  de 
l'expression 

ne  contient  que  les  termes  dont  l'exposant  est  ^  2mod4* 


SUR  L'INTÉGRALE  Cj^d^ 


X« 


Annali  di  Matematica,  t.  Ilf  (2*  série,  1869,  p.  83). 


En  supposant  le  radical  y^i  — x'^  pris  avec  le  signe  +,  on  prouve 
aisément  que  l'on  a  la  valeur 


L 


dx 


j     (a  —  3c)\J  \  —  x'^        yja^ — i 

le  second  membre  ajant  le  même  signe  que  a  dont  la  valeur 
absolue  doit  être  supérieure  à  l'unité.  Mais  ce  résultat  suppose  a 
réel,  et,  si  l'on  fait  en  général  a  =  A  +  By/ —  1,  le  signe  du  radical 
y^a^  —  I  se  détermine  par  la  condition  qu'en  posant 

,  =aH-bv/— I, 

y/a»— I 

a  et  A  aient  le  même  signe,  ou  encore  que  b  et  B  soient  de  signes 
contraires,  l'une  de  ces  conditions  entraînant  l'autre. 


SUR  LA  TRANSCENDANTE  E, 


Annali  di  Matematica,  t.  Iff  (2*  série.  1869,  p.  83). 


En  posant  avec  Cauchy 

Ert=  :r— ; /      sin^^o)  cos(6cos(o)ûfa), 

3  .  5  .  7  .  .  .  -^  /l  —  I    TT  J^ 

l'intégrale  définie  qui  figure  dans  celte  expression  étant  la  trans- 
cendante de  Bessel,  on  trouve,  lorsque  n  est  un  grand  nombre,  la 
valeur  limite  que  voici.  Posons 

E  =  it  sincp, 
on  aura 

E«=  

v/2/nc  cosïp 


SUR  L'INTEGRALE  /;- 


Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  I  (1870,  p.  32o). 


Soit 


zxcosa  -h  x^' 
il  est  d'abord  aisé  de  voir  que  Ton  a 

car,  en  faisant,  dans  l'expression 

siïïidx 


/(.-.)=-/__  - 


-h  aj:  cosa-+-  :r» 


la  substitution  jt  — -  —  /,  nous  obtiendrons  sur-le-champ 

La  foncliony(a)  est  donc  périodique,  et  il  suffit,  pour  en  obtenir 
la  valeur  j;énérale,  de  la  déterminer  en  supposant  a  compris  eiilie 
zéro  et  7:.  Faisant  à  cet  efFel 

.r  —  00^  a  —  u  sina. 
ce  qui  donnera 

<\\\i  f/.r  du 


I  —  ji.r  o«»>a -^  .r^         i -r- a* 
nous  écrirons 


I       ro«  a  —  I  —  roi*  a 


rfu  r     ""        du 

I  -H  U- 
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de  sorte  que,  dans  le  second  membre,  les  deux  intégrales  repré- 
sentent les  arcs  les  plus  petits,  renfermés  entre •'  et  H — >  ayant 

respectivement  pour  tangentes  les  quantités 

I  —  cosa                a                      — I  —  cosa                 it -+- a 
=  tang  -         et  : =  lang 


sina  '2 


Or,  a  étant  moindre  que  tz  par  hypothèse,  la  première  intégrale 

sera  par  conséquent  ->  mais  la  seconde  aura  pour  valeur  l'arc 

diminué  de  ic,  c'est-à-dire ;  nous  aurons  donc 


sin  a  dx  tt 


•2  X  COS  OL-h  X*  '}. 

entre  les  limites  indiquées  pour  la  variable  a.  Maintenant  la 
relation 

donne  cette  conséquence  que,  entre  les  limites  7t  et  2t:,  /(a)  a  pour 

valeur —  ->  de  sorle  que  nous  nous  trouvons  amené  à  l'expression 

analytique,  par  une  intégrale  délinie,  d'une  fonction  discontinue 

égale  à  -I —  ou >  selon  que  la  variable  est  renfermée  entre  inv, 

et  ( 2/1  H-  i)îc,  ou  entre  les  limites  (2/1  —  1)71  et  2/111,  n  étant  un 
nombre  quelconque. 

On  voit  donc  comment  on  peut  être  amené,  par  les  considé- 
rations les  plus  élémentaires  du  calcul  inti'gral,  à  la  considération 
si  importante  en  Analyse  des  fonctions  discontinues,  et  j'ajoute 
que  l'expression  en  série  trigonouiétrique  de  cette  fonction  par- 
ticulière qui  s'est  ainsi  oflTerte  se  tire  facilement  de  l'intégrale 
définie. 

11  suffit,  en  effet,  d'employer  ce  développement  connu,  savoir  : 


I  —  '2:r  cosa  -h  ar* 

et  d'observer  qu'on  a 


=  sina  -H  a:  sinaa  -h  ar*  sin3a  -I-. .  .4-  x'*-*  sin/ia  -f-. . ., 


/ 


»  2 

a:'»-*  dx  =  o        ou         =  -  , 
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suivant  que  n  est  pair  ou  impair^  pour  parvenir  au  résultat  que 
donnerait  la  formule  de  Fourier,  savoir  : 

-     ,       /•■*■*         8inad!r  /  .  sinSot       sinSa  \ 

"'^   '     J_^     i  —  2a?co8«-ha?*  \  3  5/ 

Il  serait  même  possible  d'établir  la  convergence  de  la  série,  en 

limitant  le  développement  de  la  fonction  '  à  ses  n 

premiers  termes,  et  considérant  le  reste  qu'on  trouvera  sous  cette 
forme,  savoir  : 

Rass  sin(n  +  i)flc  /  '    ,  —  smng  I  ^; 

J__j     1  — 2a?co8a-+-a?«  J_^    i  —  aa?cosa-Hjr* 

maïs  je  ne  m'y  arrêterai  point. 

Une  autre  intégrale   définie  élémentaire  conduit  encore  à  la 
même  fonction  discontinue,  c'est  celle-ci  : 


/ 


ffx 


'_j    {a  —  j:)/i  —  X* 

dont  la  valeur  est  -==  ou ==»  suivant  que  la  constante  a, 

qui,  en  valeur  absolue,  doit  être  supposée  supérieure  à  l'unité,  est 

positive  ou  négative.  Il  en  résulte,  si  l'on  fait  a  = »  qu'on  a 


/: 


cosa 

'              s'inoidx 
_____  =  _f-  7c         ou 

(i  —  arcosa)/i  —  X* 


suivant  que  sina  est  positif  ou  négatif;  mais  celle  expression  ne 
diffère  pas  au  fond  de  celle  dont  nous  venons  de  nous  occuper,  elle 

s'y  ramène  en  effet  par  la  substitution  x  = ^>  qui  sert  en  général 

à  l'intégration  des  radicaux  de  la  forme  ^i  —  x'^.  Sous  une  forme 
ou  sous  l'autre,  le  passage  brusque  de  /(a)  d'une  valeur  nulle 

à  H — >  ou  —  ->  semble  moins  caché  dans  l'intégrale  que  dans  la 

série  trigonométrique  ;  car,  en  supposant  a  infiniment  petit,  elles 
oflrent,  sous  le  signe  d'intégration,  aux  infiniment  petits  près  du 

second  ordre,  l'une  le  facteur  ; -,  l'autre  le  facteur 7, 
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,/_i      I  —  2J^  cosa  H- X*  ^' 

qui,  à  la  limite  supérieure  x  =  i,  rendenl  les  intégrales  infinies; 
c'est  du  moins  par  l'intermédiaire  de  cette  forme,  du  produit  d'une 
quantité  infiniment  petite  par  une  quantité  infiniment  grande,  que 
se  trouve  réalisé  le  passage  brusque  d'une  \aleur  nulle  à  une  valeur 
finie. 

Je  remarque  enfin  qu'on  a 

et  l'intéerrale  est  nulle,  en  cénéral,  puisque  la  fonction '^— : 

prend  la  même  valeur  aux  deux  limites  ;  toutefois,  pour  cosa  =  ±:  1 , 
elle  est  infinie,  l'expression  à  intégrer  entre  les  limites  +  i  et  —  1 

étant — T 


II.  —  II.  3j 


SUK 


LA  CONSTRUCTION  GÉOMÉTRIQUE 

DE  l'Équation 

RELATIVE  A  L'ADDITION  DES  INTÉGRALES  ELLIPTIQUES 
DE  PREMIÈRE  ESPÈCE. 


Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  II  (1871,  p.  'f.i). 


La  première  construction  connue  de  celte  équation  et  qui  a  été 
donnée  par  Lagrange  résulte  du  rapprochement  de  la  relation 

cosaina  =  co5ani(:r  -+-  a)  cosama:  -1-  sinam(x  -f-  ûr)sinaina"  A  a  m  a 

avec  la  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  spliérique.  On 
en  déduit  aussi  une  construction  plane  en  posant 

\  =  cosani(:r  -+-  a  ), 
Y  =  siiiam  (a"  -h  </  ), 

et  déterminant  les  points  de  rencontre  de  la  droite 

cosaina  =  \  eus  a  m  j-  -h  Y  siiiam:t-A  ani  a 

avec  le  cercle 

Cette  droite  est  une  tangente  à  l'ellipse 

/        X       y        /YAamay  _ 
\C0îjama/    "^  \voshiu(i / 
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dont  les  axes  ont  pour  valeurs 

A  =  cosama. 

cosanm         . 

B  =  =  sin  arn  (  K  —  a  ). 

A  ama 

Ayant  donc  construit  cette  ellipse  ainsi  que  le  cercle,  l'un  des 
points  d'intersection  aura  pour  coordonnées 

X  =  cosam(j7  -ha), 

Y  =  sinam  (x  -h  a) 

et  l'autre,  en  remarquant  que  l'équation  de  la  droite  ne  change 
point  si  l'on  change  a  en  —  rt,  les  quantités 

Xo  =  cosain(jr  —  a), 
Yo=  sinam  {x  —  a). 

On  voit  donc  qu'en  menant  l'une  des  deux  tangentes  à  l'ellipse 

par  le  point 

Xo=  cosam(a:  —  a), 

Yo=  sinam  {x  —  a), 

cette  construction  donnera  d'abord  celui-ci 

X  =  cosam(a;  -ha), 

Y  =  sinam  (3:  -h  a), 

puis,  en  continuant  dans  le  même  sens, 

X|  =  cosam(j^  -h  3  a), 
Yi=  sinam  (a?-t-  3a); 

et,  en  général,  le  /i'*"**^  côté  du  polygone  inscrit  au  cercle  et  cir- 
conscrit à  l'ellipse  conduira  à  la  construction  des  quantités 

C()sam[;r  -^  {xn  -h  i)a], 
sinam[x  -h  (2/1  -h  i)a]. 

En  opérant  en  sens  inverse,  on  trouverait,  pour  les  coordonnées 
des  sommets,  les  expressions 

cosam[^'  —  i'xn  -h  i)a], 
sinam[x  —  (2/1  -h  i;aj. 
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Ces  résultats  pourraient,  sans  doute,  se  démontrer  directement, 
en  déterminant,  sur  la  figure,  le  rapport  des  variations  des  coor- 
données des  points  de  rencontre,  avec  le  cercle,  de  deux  tangentes 
infiniment  voisines,  mais  je  ne  m'y  arrêterai  point,  m'étant  seu- 
lement proposé  de  rapprocher  Tune  de  Fautre  deux  constructions 
géométriques  de  natures  bien  différentes. 


■  •■■M     


SUK 

L'ÉUMINATION  DES  FONCTIONS  ARBITRAIRES  (*). 


Cours  d* Analyse  de  l'École  Polytechnique,  1878,  p.  215-229. 
Paris,  Gaulhier-Villars. 


I.  C'est  à  l'égard  des  fonctions  de  plusieurs  variables  que  se 
présente  la  question  de  la  formation  des  équations  aux  différences 
partielles,  c'est-à-dire  des  relations  entre  une  fonction  ^,  les  va- 
riables  X,  j^,    ...,    et   les    dérivées   partielles   des   divers   ordres 

-T->  -r>  -j-z»  -j — T->  •  •  ••  Considérant  d'abord  deux  variables  seule- 
dx    dy    dx^    ax  dy 

ment,  le  premier  point  de  vue  sous  lequel  nous  l'envisageons  est 

celui  qui  s'offre  dans  l'étude  des  cônes,  des  cylindres,  des  surfaces 

de  révolution,  etc.  C'est  en  eflet  la  définition  géométrique  d'une 

famille  de  surfaces  par  un  certain  mode  de  génération  qui  conduit 

à  définir  analytiquement  une  fonction  5  de  x  et  y  par  le  système 

de  deux  équations 

I  ^{^.y,  -.  a,  A,  B,  ...,  L)=o, 
I  ^(^,^7  -,  »,   ^,  J^     -M  10  =  0, 

où  entrent  un  paramètre  variable  a  et  un  nombre  quelconque  n  de 
fonctions  arbitraires  de  a,  représentées  par  A,  B,  ...,  L.  Obtenir 
une  équation   aux  différences   partielles,   à  laquelle   satisfasse  la 


(*)  Hermite  a  consacré  en  1873  deux  articles  à  ceUe  question,  que  Ton  trou- 
vera dans  le  Report  of  the  British  Association,  t.  XLÏI,  p.  233,  et  dans  le 
Messenger  of  Maihematics,  t.  II,  p.  69.  Nous  croyons  inutile  de  les  reproduire, 
Hermite  ayant  développé  ces  deux  Notes  dans  son  Cours  d'Analyse  de  V École 
Polytechnique.  C'est  le  Chapitre  de  ce  Livre  se  rapportant  à  ce  sujet  que  nous 
réimprimons  ici.  Ë.  P. 
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fonction  5,  quels  que  soient  a  el  ces  n  fonctions,  sera  donc  la 
question  analogue  à  celle  qui  nous  a  prëcédemment  conduit  à  la 
formation  d'une  équation  différentielle  ordinaire  d'ordre  n. 

A  cet  effet,  j'observe  en  premier  lieu  que  les  relations  données 
permettent  de  considérera:  el  y  comme  des  fonctions  de  z  dont  les 
dérivées  successives 

,      cfx  „      d*x 

s'obtiendront,  soit  directement  si  l'on  peut  avoir  x  ely  explicite- 
ment exprimés  en  5,  soit  par  les  règles  relatives  aux  fonctions 
implicites. 

Dans  ce  dernier  cas,  nous  aurons  d'abord 


(2) 
puis 


/  do    ,      d9     ,       do 

1  d.v  dy-^         dz  ' 

i  di,     ,       d'I     ,       d^ 


<3) 


/  d^  p       dro     ,       d*o  d-o      ,    , 

[    dx  dy-^  ^  dx"^  dx  dy     '^ 

\  rf*5>      ,.  Û?*C5  ,  d^-r:.        ,         d^9 

I  dy-  ^  dx  dz  dy  dz  "^  dz^  ' 


^    ,       d^     ,       d^    ,j 

dnr  riv  ^  fJnrt 


d*^ 


dx  dy  -^         dx*  dx  dy  '   "^ 

d^^     .  d^^j       .         d^^       ,       d^^l 

dy*  -^  dx  dz  dy  dz  '  dz* 


-et  ainsi  de  suite. 

En  second  Heu,  je  remarque  que 

V'tanl  la  fonction  qui  résulte  de  Télimination  du  paramètre  a,  on 
reproduira  identiquement  la  quantité  z  si  l'on  y  remplace  j:  et^ 
par  les  valeurs  que  Ton  lire  de  la  résolution  des  équations  (1),  car 
au I rement  ce  serait  de  deux  relations  conclure  une  troisième  qui 
<^\\  serait  distincte.    D'après  cela,   et  envisageant  x  tX.  y  comme 
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fonctions  de  5,  la  première  dérivée  de  Tidentité  obtenue  donnera 
l'égalité  suivante 

(4)  ^Ï^  +  IÇ^-''-'^"' 

la  seconde  et  la  troisième  celles-ci  : 

,.^  dz    ,     dz    ,      d^z    .  d^z      ,   .      d^z    „ 

dx  dy^         dx^  dx  dy     *^         dy^" 

l   dz    „       dz     „       .^  Vd^z    ,    ,  d^z    .    ,    ,         ,   ,^       d^z     ,    A 

Les  quantités  j:',  j/',  j:'",  >',  y,  y  doivent  être  remplacées  par 
leurs  valeurs  en  fonctions  de  z,  ou  éliminées  au  moyen  des  rela- 
tions (2),  (3),   En  continuant  les  mêmes  calculs  jusqu'à  la 

dérivée  d'ordre  n,  on  parviendra  à  un  système  de  n  équations  où 
les  dérivées  partielles  de  l'ordre  le  plus  élevé  seront  évidemment 

d'^z  d'*z  d'^z 

dx^^     dx»-^  dy  *      *    "'      dy'^* 

et,  en  y  joignant  les  deux  relations  proposées,  il  sera  possible 
d'effectuer  l'élimination  du  paramètre  a  et  des  n  fonctions  arbi- 
traires 

A,     B,     ...,     L; 

c'est  le  résultat  cherché,  qui  est  ainsi  une  équation  aux  différences 
partielles  d'ordre  n.  Dans  le  cas  le  plus  simple  de  /i  =  i ,  lorsqu'il 
n'existe  qu'une  seule  fonction  arbitraire,  cette  équation  aux  diffé- 
rences partielles  s'obtient  immédiatement  en  résolvant  par  rapport 
à  a  et  à  Â  les  équations 

?(^,  r»  ^»  «»  A)  =  o, 
^{x,y,  z,  a,  A)=o. 


Ayant  en  effet 
il  ne  restera  plus  trace  du  paramètre  ni  de  la  fonction  arbitraire 


a  =  4>(ar,^,  z). 
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dans  les  relations  (2)  qui  deviennent 


d<P 


d^ 


d^ 


dx  dy^         dz 


d^V 


d^' 


dx  dy  ^        ^*  ' 


dz 


A  = 


et  le  résultat  de  l'élimination  de  x'  et  j^  entre  ces  équations  et 
l'équation  (4)  est  immédiatement  donné  en  égalant  à  zéro  le  déter- 
minant 

dz     d^  dW 

dx     dx  dx 

dz     d<P  dW 

dy     ~dy  'dy 

^       d^  d^ 

dz  dz 

11.   Soit,  pour  premier  exemple,  les  équations 

X  =  mz  -h  a, 
^=  nz  H- A, 

qui  représentent  la  génératrice  d'un  cylindre,  nous  aurons 
dz 


A  = 


dx 
dz^ 


dz  dz 

dx  dy 


l'équation  aux  différences  partielles  des  surfaces  cylindriques  est 
donc 


La  ligne  droite 


dz  dz 

m  -7 h  n  —, 1  =  0. 

dx  dy 


X Xq —    3t(-3  —  •^o/j 

r  — ro=  A(3  —  z^) 


est  la  génératrice  d'un  cône  ;  on  trouve  alors 


dz 

1 

dx 

Z^Zç, 

dz 

0 

I 

dy 

Z  —  Zo 

X  —  Tç, 

.>'—.''" 

{z-z,y^        (z. 


-0)- 


dz 


dz 


(x-x^)—-^{y-y,,)——(Z'-z^) 
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et,  par  conséquent,  pour  l'équation  aux  différences  partielles  des 
surfaces  coniques 

dz 


dz_ 
dx 


(X-jr,)_^(j.-.^0)^   =-5  —  «0. 


Les  surjaces  de  révolution  sont  engendrées  par  la  circonfé- 
rence 

ax  -\-  by  -+-  C5  =  A, 
ce  qui  nous  donnera 


A  = 


-  x-œ,    a 
dz  , 

—  I        ^—  3o        c 


et  par  conséquent  l'équation  aux  différences  partielles 


-^[a{z  —  3„)  — c(ar  — a^o)J^,  =  b{x  ^  x^)—  a{y  —y^). 

Les  conoïdes  enfin  ont  pour  génératrice  la  ligne  droite 

X  —  niz  —  p  —  rf.{y  —  nz  —  ^)=o, 
ax  -h  by  -f-  C5  =  A, 

qui   se  meut  parallèlement  au   plan  fixe  ax  -{- by  -^^  cz  =  o^   et 

rencontre  la  droite 

X  =  niz  -h  p, 

y  =z  nz  -hq. 

L'équation  aux  différences  partielles  se  présente  donc  sous  la 

forme 

X  r     ,    r        .dz  dz         1 

(T^mz^p)^--{nb-^c)^^naj^^a^ 


qui  devient  plus  simplement 
i^-niz-p)^^ 

lorsque  le  plan  fixe  est  celui  des  xy 


dz       ^  dz 

^ar  —  mz-p)-j^-h(y-nz^q)—  =  o, 
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III.  La  Géométrie  donne  encore  d'autres  exemples  qui   con- 
duisent à  l'élimination  de  deux  et  de  trois  fonctions  arbitraires. 
Soient,  en  premier,  les  équations 

X  —  mz  — p  =  A(z  —  a), 
y  —  nz  —  ^  =  B(z  —  a), 

représentant  une  droite  qui  rencontre  dans  toutes  les  positions  la 
droite  fixe 

y—nz^q. 
Nous  trouverons  d'abord 

^'  =  B  -h  n,        y  =  o, 
ar'=A-4-m,         ar'=o, 

et,  observant  ensuite  que 

{y  —  nz  —  h)K  — {x  —  mz  — />)B  =  o, 

nous  en  conclurons 

(y'  —  n)  \  —(x'—  m)B  =  o 

et,  en  éliminant -^^ 

(y  —  nz  ^  q)x'  —  {x  —  mz  —  p)y'  =  /n(  y  —  q)^  n(x  —  p), 

ou  bien 

vx'  —  uy'  =  w, 

si  l'on  pose,  pour  abréger, 

u  =  X  —  mz  —  />, 
V  =  y—  nz  —q, 
w  =  m{y  —  q) —  n{x  — p). 

Ayant  d'ailleurs 


dz     . 
dx 

dz     , 
dP^='^ 

il  en  résulte  ces  valeurs 

dz 

u  -; r—  KV 

dy 

dz 
dy 

^-  dz           dz     ' 
dx           d. 

-'   -  dz           dz 
eix          dy 
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et  réqualion  (5)  de  la  page  5o3  donne  réquation  aux  différences 
partielles 


:    /  dz     \/         dz     \       d^z  /         dz     \« 

h\''-^dpVV-dj:'V^d7^V-d^V  =^- 


d*z 


'  dx  dy 

Elle  se  simplifie  si  Ton  suppose  m  =  o,  /?  =  o,  n  =  o,  ^r  ^  o,  de 
sorte  que  la  droite  fixe  soit  l'axe  des  z,  et  devient 

d'^z    ,  d^z  d^z     j_ 

dx^  '  d.r  dy    ^       dy'^  "^  "~ 

Les  surfaces  gauches  à  plan  directeur  ayant  pour  génératrice 

la  droite 

ax  -^  by  -+-  c  5  =  a, 

X  =  \z  ■+-  B, 

parallèle  à  un  plan  fixe 

ax  -h  by  -+-  cz  =  o, 

conduisent  au  calcul  suivant. 
Nous  aurons  d'abord 

ax'-h  by'-h  c  =:  o,        x'=X, 
puis 

de  sorte  que  l'équation  (5)  devient 

d*z    ,,  d*z      ,    ,      d*z    ., 

dx*  dxdy     '  dy*-^ 

Cela  étant,  les  deux  relations 

f    »  dz    ,      dz     , 

ax+by=-c,         --x  +  ^y=^ 

donnent 

,       dz  dz 

b  4- -7-  c  a-H  -r-C 

.  dy  ,  dx 

X  =  ; : -,  y  = 


.  dz  dz  ^  ,  dz  dz 

dx  dy  dx  dy 
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et  Ton  en  conclati  poar  réquatiovi  aux  diffârences  partielles, 

Lorsqae  le  plan  directeor  est  le  fdan  des  j^,  il  faut  supposer 

6  =  0,  c  =  o,  et  Ton  a  simplement  -j-j  ^  o;  résultat  évident  a 

priori,  Télimination  de  a  donnant  ponr  z  nn  binôme  da  premier 
degré  en^. 

Ce  sont  enfin  les  $urJ€Lce$  régliez  dont  la  génératrice  a  pour 
éijuations 

qui  serviront  d'exemple  d'élimination  de  trois  fonctions  arbitraires. 
Or,  ajant  dans  ce  cas 

acf  =  K,        jr^=:  o,        V=o, 

y=«t       y=o,      y'=o, 
les  équations  (5)  et  (6)  de  la  page  5o3  donnent  snr-le-champ 
ti^z  A»  d^z     A       d^z  _ 

^  A»  rf»g     A«  d^z     K       d^z  _ 

dx*  a*  '^     d:r*  dy  at*'  '^     dr  dy*  %  '^  dy*  '^  ^^ 

de  sorte  qu'en  faisant  pour  un  instant 


"~  djTfir  ~Y     ^  drdv  )    "  dx^'   dy  « 
^= -d^ -' 

Téquation  aux  différences  partielles  du  troisième  ordre  sera 

d'Z  ,     </5w  ^     d^z  d^z 

rtx^  iljr^  dy  djr  dy-  dy^ 

IV.  La  considération  des  surfaces  enveloppes,  où  s'offre  un 
mode  de  génération  entièrement  différent  des  précédents,  conduit 
en  Analyse  à  définir  une  fonction  z  de  x  et^  par  deux  équations 
contenant  un  paramètre  variable  x  et  dont  Tune  est  la  dérivée 
de  l'autre   par  rapport  à  ce  paramètre.  En  désignant  de  nouveau 
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par  A,  B,  .  .  . ,  L,  n  fonctions  arbitraires  de  a,  ces  conditions 
s'expriment  ainsi  : 

(i)  f(^,y,  -,  a,  A,  B,  ...,  L)  =  o, 

,  clfix,  r. -»«w\,  H.  ...,L^ 

(^^  d. ^=^' 

et  nous  nous  proposerons  encore  de  former,  entre  la  fonction  et 
les  variables  indépendantes,  une  équation  aux  différences  partielles 
qui  subsiste  quelles  que  soient  ces  fonctions. 

A  cet  effet,  je  conçois  que  x  el  y  soient  déterminés  par  les 
équations  (i)  et  (2)  en  fonction  de  z,  de  manière  à  avoir  toujours 
les  relations  obtenues  page  5o3 


dz    ,      dz 


di''^ 

dpy 

— 

1  —  t 

è-- 

-h 

d^Z 

dx^ 

d^z       ,    ,       d^z     ,, 
dr  dy     -^         dy^  -^ 


mais  je  procéderai  différemment  pour  calculer  les  dérivées  .r'=  ^> 
y'  =*-^j  . .  -,  en  mettant  à  profit  une  circonstance  importante  qui 
s^ofTre  lorsqu'on  veut  tirer  de  ces  équations  les  dérivées  partielles 
-7^  et  -J--  DifTérentiant  pour  cela  la  première  par  rapport  à  x^  en 
supposant  a  fonction  de  x^y^  5,  il  vient 


df       d£dz_       dfd%_ 
du-        dz  dx        dm  dx  ' 


OU  simplement,  d'après  l'équation  (2), 

dx        dz  dx 
et  l'on  obtiendrait  de  même 

dy        dz  dy 

Or  nous  n'avons  plus  dans  ces  relations  les  dérivées  des  fonc- 
tions arbitraires  par  rapport  au  paramètre,  et  nous  en  tirerons  les 
quantités  cherchées  x',  j^,  . . .,  exprimées  au  moyen  seulement  de 
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A,  B,  . . .,  L,  en  observant  que  -^t  par  exemple,  étant  une  fonc- 
tion entièrement  déterminée  de  x  ely^  que  j'appellerai  poev  ua 
moment  6(â;,  y)j  on  aura 

d'où  l'on  voit  qu'on  devra  écrire 


d(^\ 
\jdx)  _  d^s    ,        flft^     ^ 

£/*       "d^^^'^dxdy^' 


et  pareillement 


ri"-") 
Vdfr/  ^    d^z 

dz       "^  dx  dy 


^'   "    '  ^z      ,      rf«^ 


X 


W^' 


D'après  cela,  en  représentant  les  dérivées  partielles  du  premier  et 
du  second  ordre  par  /»,  q^  r,  «,  /,  afin  d'abréger  l'écriture,  nous 
aurons,  pour  déterminer  â/  et  y^  ces  deux  équations 


dx*  dxdy^      dx  dz 


I  d^f     ,        dyf      ,      d^J\  df .      ,  .^ 


d\f    ,    d^f  ,     d^f 


-X 


-ty 


dx  dy  dy^  dy  dz 

I   d^f     ,         d^f      ,       d^f\  df ,      , 

\dxdz  dyUz-^         dz* J^        dz^  -^   '  ' 

et  il  est  clair  qu'en  continuant  de  différenlier  par  rapport  à  ;;,  ou 
formera  de  proche  en  proche  les  dérivées  de  x  et  y  jusqu'à  un 
ordre  quelconque  n  —  i,  avec  cette  circonstance  que  les  dérivées 
partielles  de  :;  jusqu'à  Tordre  n  seront  introduites  dans  leurs 
expressions.  11  en  résulte  qu'en  les  substituant  dans  les  relations 
(4),  (5),  (6),  . . .,  de  la  page  5o3,  on  sera  conduit  à  un  système  de 
n  équations  entre  ces  dérivées  partielles  et  les  quantités  a,  A, 
B,  . . .,  L.  Nous  pouvons  donc,  en  y  joignant  celles-ci, 

A^iX,  3,  a.  A,  B,  ...,  L)  =  o, 

df  _  df  df  ^  df 

dy        dz  ^  dj         dz^ 
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effectuer  rélimination  du  paramèlre  et  de  n  fonctions  arbitraires; 
c'est  le  résultat  cherché,  qui  est  ainsi  une  équation  aux  différences 
partielles  d'ordre  n. 

Nous  allons  en  faire  l'application  à  deux  exemples  tirés  de  la 
Géométrie,  après  avoir  remarqué  que  les  équations  ci-dessus,  en 
j/  et  j^,  jointes  à  la  relation  (4)  de  la  page  5o3,  savoir 

px'-^qy  —  I  =  o, 

donnent,  par  l'élimination  de  a?'  et  ^,  la  condition  A  =  o,  A  étant 
le  déterminant  du  système  suivant 

d^f  d'^f  df         d^f  d^f  df 

^         CW7*  dx  dz  ^  dz  dx  dy       dx  dz  ^  dz 

d^f  d*f  df  d^f  d^f  df 

^       dx  dy       dy  dz  '^  dz  dy*  dy  dz  '  dz 

_         d\f         d>f  d^f         d^f 

'     dxdz'^  dz^  ^  dydz'^  dz^  ^ 

Mais  si  l'on  ajoute  aux  termes  de  la  première  et  de  la  deuxième 
ligne  horizontale  ceux  de  la  troisième,  multipliés  d'abord  par  p 
et  ensuite  par  q^  on  aura  plus  simplement 


en  posant 


V.  Nous  considérerons  en  premier  lieu  les  surfaces  dévelop- 
pableSy  enveloppes  des  positions  d'un  plan  mobile 

^  -h  aa?  -H  ky  -h  B  =  o, 
et  nous  aurons  immédiatement 

X  =  r,         iU>  =  j,         a  =  /; 

d'où,    par    conséquent,    l'équation   aux  différences  partielles  du 

second  ordre 

s^—  rt  =  o. 


A  =  »l!.» 

-XB, 

d'f 

dx* 

-+-  •! 

d'f 
■dyd^P^ 

df 

dxdy 

-+- 

dyLp-^ 

d\f  ^ 
dxdz^ 

d*f 

dz 

d'f 
dy^ 

-l-'J 

'dydz'^^ 

dz*    * 

-£'• 
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Soient,  en  second  Heu,  les  surfaces  canaux^  enveloppes  des 
positions  d'une  sphère  de  rayon  constant 

(^_A)î-4-(^-B)»-t-(z  — a)«=a«, 

dont  le  centre  décrit  une  courbe  quelconque.  On  obtient  alors 

-a^lo  =  I  -f-/>*-h(-5  —  a)r, 

llli>=    pq     -+.(^_a)*, 

ia  =H-ûr«H-(«  — a)/, 

et  le  paramètre  a  s'élimine  au  moyen  des  relations 

X  —  A -h(5  —  a}/7  =  o,        y  —  ^-k-^z  —  a)y  =  o, 

qui  donnent,  en  substituant  dans  l'équation  de  la  sphère, 

a 


On  obtient  ainsi  Téquation  aux  différences  partielles  du  second 
ordre 


a«(5*— /7)— a[(i-+-  q^)r  —  ipqs  -+-(i -t-/?*  )^]v/ï -r-/?*-l-  q^ 
La  relation  générale  dont  nous  venons  de  faire  usage,  à  savoir 

Dl>2—  ,1,3  =o, 

peut  encore  se  démontrer  très  facilement  comme  il  suit.  Je 
reprends,  à  cet  effet,  les  deux  équations 

^{x,  y,  z,  1)=  o, 

^{^yy,  -5,   a)=0, 

pour  les  différentier  successivement  par  rapport  à  x  et^^,  en  sup- 
posant que  le  paramètre  variable  tiré  de  Tune  d'elles  en  fonction 
de  vT,  j^,  5,  ait  été  substitué  dans  l'autre.  On  obtient  ainsi 

d^        do  d^  d'x    _  d'^        do  d^  di 

dx        dz  t/a  dx  ~~     '  dy        dz  ^        doL  dy  ' 

dà        d^  dà   dT.  d*h        d^  d^   doL 

dx       dz  '         di.  dx  dy        dz  ^        d%  dy  ' 
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et  en  remarquant  que  le  déterminant 

dff  da,  d<f  d% 

d%  dx  da  cly 

d^  dot  d^  dT. 

doL  dx  d%  dy 

s'évanouit,  nous  en  concluons  la  relation  suivante  : 
d^       dff         d^       d^ 


5i3 


dx 
dx 


dz' 
dz^     d^ 


dy^  dz 


dz 


Cela  posé,  prenons  en  particulier 


df      df 
^{x,y,z,^)=^^-f^p. 


dz' 


1/  >.      df       df 


on  en  tirera  immédiatement 


dx       dz^  ' 


d\f 


d\f 


d^        d9  d^ 


d^ 


d^f    •       df 


dy 


d^f  d^f  d^f  d^f  df 

^dFdP'^dP^P^drdl''^dîiP'''^di' 


^^^ç  =  t4 


d*f 


d\f^^df 


dz 


et,  par  suite,  Téquation  cherchée 

VI.  Nous  ne  nous  sommes  occupé  jusqu'ici  de  la  formation  des 
équations  aux  différences  partielles  que  dans  le  cas  d'une  fonction 
de  deux  variables.  Considérons  maintenant,  par  exemple,  une 
fonction  a  de  x,  y,  z^  en  la  définissant  par  ces  trois  équations,  où 
entrent  deux  paramètres  a,  ^  et  un  nombre  quelconque  n  de  fonc- 
tions arbitraires  A,  B,  ...,  L  de  ces  paramètres,  savoir  : 

<p(a7,  ^,  z,  u,  a,  p,  A,  B,  ...,  L)  =  o, 

^{x,y,  z,  a,  «,  p,  A,  B,  ...,  F0=o, 

e(ar,^,  z,  u,  a,  p,  A,  B,  ...,  L)=o. 

H.  —  II.  33 
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L*ëlîinination  des  fonctions  arbitraires  s^efTectuera  par  la  même 
méthode  que  précédemment,  et  donnera  pour  résultat  une  équa- 
tion aux  différences  partielles  d'ordre  n.  La  même  conclusion 
s'obtiendra  aussi  en  considérant  les  relations 

^(x,j^,  2,  M,  a,  p,  A,  B,  ...,  L)  =  o,         ^=^»         ik^^'' 

mais  elle  n'a  plus  lieu  si  Ton  pose  seulement  deux  équations  avec 
un  seul  paramètre  variable,  savoir 

T(^,r>  *i  "*  «»  A,  B,  ...,  L)=o, 
'Ka?,^»  «»  "»  a»  A,  B,  ...,  L)=o, 

car  alors  on  peut  former  une  équation  aux  diflérences  partielles 
d\>rdre  /i,  représentant  le  résultat  de  l'élimination  d'un  nombre  de 
fonctions  arbitraires  supérieur  à  n  et  égal  à  ^/i  (n  -f- 1  ).  Et  quand  le 
nombre  des  quantités  A,  B,  . . .,  L  n'est  point  compris  dans  cette  for- 
mule, par  exemple  lorsqu'on  le  prend  égal  à  quatre,  de  sorte  qu'on  ne 
puisse  pas  obtenir  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  deuxième 
ordre,  on  parviendra,  en  introduisant  les  dérivées  du  troisième 
ordre,  à  plusieurs  relations  distinctes  au  lieu  d'une  seule.  C'est  là 
une  circonstance  que  présente  sou\ent  l'élimination  des  fonctions 
arbitraires,  et  je  vais  en  donner  un  exemple  en  considérant  Tex- 
prcssion 

où  F|(«)  et  V'i{^)  sont  deux  fonctions  arbitraires  de  u  et  r,  qui 
H  ont  des  fonctions  déterminées  de  x  et  i'.  Qu'on  forme,  en  effet, 
I  es  dérivées  partielles  du  premier  cL  du  deuxième  ordre  de  5,  on 
obtiendra  six  équations  où  entrent  les  quantités 

F,(w),         Fi(//),         ¥\{u). 
^tK^h         Fi(i'),  ^\{vh 

dont  l'élimination  ne  sera  pas  possible,  en  général.  Mais,  en 
h'élevanl  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre,  on  ajoute 
<|uatre  équations  en  introduisant  seulement  deux  nouvelles  quan- 
tités F'j'(i/),  ¥'l(u)^  de  sorte  qu'il  deviendra  possible  de  former 
iiutunt  d'équations  du  troisième  ordre  qu'il  y  a  de  manières  d'éli- 
niiner  buit  inconnues  entre  dix  équations.  On  doit  donc  avoir  en 
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vue  principalement  les  formes  analytiques  où  l'élimination  des 
fonctions  arbitraires  donne  lieu  à  une  conclusion  précise,  à  une 
seule  et  unique  équation  aux  différences  partielles,  et  j'indiquerai 
encore  celle  d'Euler,  savoir  : 

z  =  ¥i{x  -^  ay)-\'Fi{x  -\-  by  )-\-, ,  ,-^  F„(j--4-  ly). 
En  faisant 

on  trouve  facilement 

d'^z  d^z  d'^z  d'^z  __ 

dy^  ^^  dx  dy^-^  "^  ^  dx^  dy''-^  -H.  •  •-+-  *  ^^^^  -  o. 

Ainsi,  par  exemple,  l'expression 

z  =  Fi(ar  -h  ay)^  V^{x  —  ay) 

satisfait  à  l'équation 

d^z  d^z 

qui  s'offre  dans  d'importantes  questions  de  Mécanique  et  de  Phy- 
sique. 
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Page  60.  —  M.  H.  Weber  a  bien  voulu  nous  communiquer  Terrata  suivant  : 
Dam  le  développement  de  a*. oc  (ligne  16)  il  faut  écrire  le  coefficient  196884  au 
lieu  du  coefficient  196880. 

Page  343.  —  Dans  la  formule  (31),  il  doit  y  avoir  alternance  désigne,  de  sorte 
qu'on  doit  lire 

de  même,  à  la  place  de  la  formule  (  22  ),  il  faut  lire  : 

Al  **•    _       »an«-^       4y»sinaa?    .    4^sin4a?       4^gin6ar 

^1    77"  """  ~"  Wng^  ■""  ,       "t"       ^  *        ^      ■  1       -f  •  ••• 

Hi  **  I  — y'  I— y*  I  — ç» 

Page  346.  —  Les  trois  formules  du  texte,  lignes  13,  i3,  i4,  doivent  être  écrite» 
ainsi  : 

T,»=  Ae,  4-Be, 
6?=  at,  -h  ce, 
e^=— bt^  -hce,. 

Page  435.  —  Dans  le  titre  et  en  note,  au  lieu  de  :  Rognet,  lire  :  Hoguet 
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